MP1 Janson de Sailly Corrigé électromagnétisme

’ Etude électromagnétique d’un solénoide en régime variable. Corrigé.

Données et formulaire en coordonnées cylindriques :

Permittivité du vide : g = 8,85x 1071 F.m™!
Perméabilité du vide : po = 4m x 1077 H.m™!

L’espace est rapporté a un repére R = (Oxyz). On utilisera les coordonnées cylindriques (r,0,z) et
la base locale associée (e_r>, e, e_;) et on donne :
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A) Propriétés électromagnétiques d’un métal

On considére un échantillon de métal possédant une conductivité électrique v = 1,0 x 107 S.m™! et
on admettra qu’en tout point de ce conducteur, les équations de Mazxwell peuvent étre écrites en utilisant
les constantes g¢ et pg du vide.

1) a) Montrer a partir de ’équation de conservation de la charge électrique que la densité volu-
mique de charges en un point M quelconque mais fixé de I’échantillon vérifie une équation
de la forme :

Op(M.1)  p(M,1)
ot T
On exprimera T en fonction de y et de gg.

=0

L’équation de conservation de la charge s’écrit :
.= Op - 7
div j +a:0 avec j =v

donc

'ydivﬁ—i—gf:()

Or, I’équation de Maxwell-Gauss indique que div ﬁ = p/eo, ce qui conduit a :

dp
E‘F*p 0

On pose alors : .
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b)

En déduire p(M,t) en fonction du temps. On posera po(M) = p(M,t = 0). Application
numeérique : calculer la constante 7. Que peut-on en déduire quant o la densité volumique de
charges dans le métal ?

On en déduit que, en un point M du volume du métal :
p(M,t) = p(M,t = 0)e™"/7 = po(M) e 7

AN.:7=28.85x10"" s~ 1078 s.

Il s’ensuit que si la densité volumique de charges dans le cuivre était éventuellement
non nulle & l'instant ¢ = 0, elle tend trés rapidement vers 0 (au bout de quelques 7).

Dans toute la suite on considérera que p(M,t) = 0 en tout point du volume du métal.

%
Quelle est alors la caractéristique de la densité de courant j (M,t) dans le métal ? En par-
ticulier, dans le cas ou celui-ci a la forme d’un fil, que peut-on dire des intensités électriques
ig, (t) et is, (t) qui traversent deux sections Sy et Sy de ce fil ?

— —
Si p = 0 alors la densité de courant vérifie div j = 0 : j est donc un champ
vectoriel a flux conservatif. Cela a pour conséquence que :

s, (1) = sy (1)

D’autre part, dans le cas ou le champ électrique en un point M du métal est donné par

(M,t) = E(M) cos(wt + o(M)), montrer que la densité de courant de déplacement est
négligeable devant la densité de courant de conduction si la fréquence f = w/2m est inférieure
a une fréquence mazimale frax dont on donnera l'expression en fonction de €y et v, ainsi

que la valeur numérique.

- —
La densité de courant de conduction est j. = 'yﬁ = v Epn (M) cos(wt + o(M))
tandis que la densité de courant de déplacement vaut :

-

Jd = €0 aat = —gow ET,;(M) sin(wt + ¢(M))

Comparons les amplitudes des ces deux grandeurs :

= —
amp.jg oW || Em(M)|

= = — =
ampje || En (M)

ou 7 est la constante de temps introduite a la question précédente. Compte-tenu de
la petitesse de 7 on remarque que 7w < 1 pour un grand nombre de fréquences.
Plus précisément :

1

——  =1,8x 10 H
2007 T S X z

1
T f < — = f<
IS 10 !

d’ou :

fmax = 1,8 x 10'° Hz

ce qui correspond & de 1’ultra-violet.
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B) Etude d’un solénoide en basse fréquence

On considére un solénoide infini () d’axe Oz formé de spires circulaires jointives, de rayon inté-
rieur a = 2 c¢cm et de section carrée d’aréte b = 0,5 mm. Chaque spire est consituée de cuivre et elle est
enrobée par une couche d’isolant électrique d’épaisseur négligeable. L’ intérieur du solénoide est de l'air,
dont les propriétés électromagnétiques sont celles du vide.

On suppose que les spires sont orientées dans le sens trigonométrique autour de l'axe Oz et sont
toutes parcourues par un courant de méme intensité i(t) donnée par :

i(t) = I, cos(wt)

2)

2)

DDA
FIGURE 1 —

Montrer que ’espace a < 17 < a+ b peut étre modélisé comme un volume de cuivre parcouru
par une densité de courant j(P,t) = j(t) e4(P) ot P est un point de ce volume et e4(P) le
vecteur unitaire orthoradial de la base cylindrique locale en P. On donnera ’expression de

J(t) en fonction de i(t) et de b.

On sait que le vecteur densité de courant est orthogonal a la section du fil et qu’il
est uniforme sur cette section. On en déduit qu’en un point P quelconque d’une
section s = b du fil on a :

J(Pt) = Neh eg(P)

Or, tout point P de l'espace a < r < a + b appartient une section d’une unique
spire donnée (puisqu’on néglige 1’espace ocuppé par l'isolant électrique qui enrobe le
fil). 11 en résulte que l'expression précédente est valable en tout point P de I'espace
a<r<a-+bd.

H(P) =i EP) avee 1) = "0

Montrer que les symétries et invariances impliquent qu’en tout point M de [’espace les
champs électrique et magnétique créés par cette distribution de courant peuvent s’écrire :

E(M,t) = E(rt)e et B(M,t)=B(rt)e

Soit M(r,0,z) un point quelconque de l'espace et (e_f,?, 78 e_z)) la base cylindrique
locale en M.
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Le plan (M ,e_ﬁ,@)) est un plan de d’antisymétrie des charges et des courants
(comme p = 0 la distribution de charges et de courants est ici réduite a une distri-

bution de courants) contenant M. Il s’agit donc d’un plan d’antisymétrie de ﬁ, ce
qui implique :

E(M, t) = E(r,0,z,1) 2]

De plus, le plan (M, e_g, 6_9>) est un plan de de symétrie des charges et des courants
contenant M. Il s’agit donc d’un plan d’antisymétrie de ? et donc :

?(M,t) = B(r,0,z,t) e,

Cette distribution de charges et de courants est invariante par toute rotation d’axe
Oz et par toute translation de direction €, et on a donc :

E(M,t) = E(rt)e; et B(M,t) = E(r,t) e

3) On s’intéresse a Uespace situé a Uintérieur du solénoide (r < a).
a) Montrer qu’en tout point M de cet espace on a :

1 8?_—>

AB - 5 gp =

Dans ’espace r < a les équations de Maxwell-Thomson, Maxwell-Faraday et Maxwell-
Ampere s’écrivent respectivement :

divﬁz(); 1“—0_%3——88? et r—o_‘g> :l@

2 Ot
On a donc :
ot (1 B) - Lt 9B\ _10(lE) 1928
FOLATo 2 ro ot ) 2 ot T2 o2
Or:

rot (rof B) = grad (divB) ~AB = -AB

ce qui montre que :

AF_ LB g

N

b) On suppose que le champ magnétique s’écrit sous la forme g(r, t) = Bo(r) cos(wt) . Mon-
trer que By(r) vérifie I’équation différentielle :
d?By(r) n 1dBy(r) & w?

— B, =0
dr? r dr +62 o(r)

Avec la forme poposée on a :

0B

S =~ Bo(r) cos(wt) & et AB = (ABy(r)) cos(wt) &
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En projetant sur 22 et en utilisant I’expression du Laplacien donné dans le formu-
laire on obtient :
d®Bo(r) 1dBo(r) w?

Vt, Vr <a, 32 + P + = By(r) | cos(wt) =0

ce qui implique, en choisissant un ty particulier tel que cos(wtp) # 0 :

d?2By(r 1 dBy(r w?
VT‘<(L, d7"02()+7‘ 57"()+C2BO(T):O

On cherche la solution de I’équation différentielle précédente sous la forme d’un développe-
ment en série entiére :
—+oo
0) Z ap "

n=0

Déterminer les coefficients ag et aq, ainsi qu’une récurrence reliant o, @ Qo pour tout
n € N. En déduire que :

= w\2p 2P
B(r,t) = By(0) cos(wt) Z(_l)P (f)

On remarque déja que ag = 0. De plus on a :

dBy(r)

+o0
n—1
T :BO(O)nzzzlnanr

donc, en posant k =n — 2 :

1 dB()(T)

+0oo ay +oo
_ -2 _ -2
e By(0) nEZInozn "% = By(0) { g + nE:2nan r" }

+o0o
= By(0) {041 + Z(k +2) Ao rk}

k=0
De méme :
d’B = +o0
dfy) = Bo(0) Z n(n—1)anr""* = By(0) Z(k +2)(k + 1) appor®
n=2 k=0

k étant un indice muet, on peut le renommer n. Il vient alors :
w2
Vre€]0,al, —i—Z{n—FQ an+2+62an}r":0

et donc :
w Qn
ag=1; a1 =0 et apio=——5—=
’ " 2 (n+2)2
Tous les termes d’indice impair sont nuls et les termes d’indice pairs vérifient I’équa-
tion de récurrence :

2
Wt Qg(p-1) .
=3 12 si p21 et ap=1

OQp
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On a donc :

Qo 2\ 1

Q) Qyp-1)  Qo(p—2) 2.0 2/ 4r(p!)

p facteurs

d’ou ) .
w\ 2p
— (1" (¥ : —
ag, = (—1) (c) TIFDE si p=21 et ap=1

Manifestement la premiere expression convient aussi pour p = 0 puisque par

convention on a 0! = 1, ce qui permet de poser :

w\2r» 1
VpeN, Q2p = (_1)1? (2) 4p (p[)Q

Finalement, lorsque r < a le champ magnétique s’écrit :

400 w\2r 2P
zm@—%@wwwgPU(J 4 (p))?

Remarque :

Si on pose z = wr/c, la série entiere définit la fonction de Bessel de premiere espece
Jo : x — Jop(z) et d’indice nul. Cette fonction est définie pour tout z € C par :

+o0 Z2p
JO(z) = pzz:o(_l) 4P (p!)g

De fagon plus générale, on définit les fonctions de Bessel de premiére espece et
d’indice n € N, J, : C — C par :

400 Z2p+n

n = —1P
V2 €C, Jn(z) p;)( Y S gl (4 )

Pour r < a, le champ magnétique s’écrit donc :

B(r,t) = By(0) cos(wt) Jo(x) avec z = %T

On montre d’ailleurs qu’il s’agit de la solution générale de ’équation (XX) qui reste
bornée dans 'espace r < a.

A Uaide de Uéguation de Mazwell-Ampére, montrer que, pour r < a, le champ électrique
E(r,t) admet un développement en série entiére de la forme :

00 D 7“21)
ﬂw=%@NMM§ZHVCmeww
p=0 ' '

Pour r < a, I’équation de Maxwell-Ampeére conduit a :

9B(r,t) 1 0E(nt)

or 2 ot

6
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ce qui conduit a :

B Ly (2B
E(r,t) = By(0) . pz;)( 1) (C) T oI

Le terme de rang nul ne contribuant pas a la série entiére on peut la faire démarrer
a partir de p = 1, puis poser k = p — 1, ce qui donne :

E(r,t) = —c By(0) sin(wt) Jio(—l)kﬂ (E)2k+2 2(k + 1) r2k+1
k=0

w c 4+ (k4 1)1)2

et conduit donc &, apres avoir renommé k en p :

roI2 w\ 2p 2P
E(r,t) = Bo(0)wsin(wt) 5 > (~1)" (Z> oD
2 . .

4) On se limite auz "basses” fréquences, c’est a dire aux fréquences qui vérifient la condition wa/c <
1/100. Dans cette approximation on réduit les deux séries entiéres intervenant dans les expressions
de B(r,t) et E(r,t) a leurs termes d’ordre 0.

a) Eaxpliciter la fréquence mazimale fuy déduite de la condition précendente. En donner la valeur
numérique et comparer d la fréquence fimax explicitée da la question 1)d).

Comme w = 27 f, on a donc :

c
<
!/ 2007 a

= fir AN fy =~ 24 MHz

On constate que fyr < fmax. Ainsi, si f < far, on peut a la fois négliger le courant
de déplacement dans les fils de cuivre qui consituent le solénoide (et donc s’assurer
que le courant i(t) ne dépend pas de la position de la section du fil) et négliger les
termes d’orde supérieurs a 0 dans les séries entieres.

b) Donner dans ce cas les expressions approchées de B(r,t) et E(r,t).

On a donc :

B(r,t) = Bo(0) cos(wt) et E(r,t) :Bo(O)wsin(wt)%

A ce degré d’approximation, le champ magnétique est donc uniforme dans Iespace
r < a.

¢) On suppose qu’a ce méme degré d’approzimation, le champ magnétique est nul dans [’espace
r>a+b. En déduire a l'aide du théoréme d’Ampére et par un choir judicieur de la courbe
d’intégration expression de By(0) en fonction de ug, b et I,.

Appliquons le théoreme d’Ampeére en choisissant comme courbe fermée orientée
(C4) un rectangle ABC'D de longueur h et positionné comme cela est indiqué sur
la figure :
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a+b

f@?&%:uo //j.ﬁﬂm //Sﬁ.ﬁ

Or on a vu que le courant de déplacement était négligeable dans le métal et donc :

7(0 Bl ~ o /A?.(ﬁ:j(t)bh:i(ﬂh

b
De plus :
%
jf B.dl = By(0) cos(wt)h
Ca

et donc :

I,

By(0) = po b

d) Désignons parn le nombre de spires par unité de longueur du solénoide. Quelle est la relation
entre n et b 2 Montrer alors que, pour r < a :

B(M7 t) = pon I cos(wt) e et E(M, t) = pon I, wsin(wt) g e

On a manifestement n = 1/b puisque qu’il y a 1 spire tous les b metres. Il vient
donc By(0) = pon I, ce qui donne :

§(M,t) = pon Iy cos(wt) e et ﬁ(M7 t) = pon I, wsin(wt) g e

5) On souhaite établir un bilan énergétique pour le champ électromagnétique dans le solénoide, c’est
da dire pour r < a. On se plus toujours dans l'approximation basse fréquence wa/c < 1/100.

a) Montrer que, dans cette région de l’espace, la densité volumique d’énergie électrique u. est
négligeable devant la densité d’énergie magnétique Uy, .

Les densités volumiques d’énergie s’écrivent :
€0 2 1 2
w=5 B[ et =g | B
2 2410

d’ou en faisant le rapport des amplitudes :

ampue 1 (pond,)?w? r? (wa 5% 10-P
c

2 1
= - ) o —
amp Uy, (nonlpy)? 4 20) 2 x 104

Cela montre donc que la densité volumique d’énergie électrique u. est négligeable
devant la densité d’énergie magnétique wup,.
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b) Calculer le vecteur de Poynting .
Ona:

o _EnB

Ho

= o (nl,)? % cos(wt) sin(wt) e

c) En déduire que l'identité locale de Poynting est bien vérifiée dans le solénoide (r < a).

— — L, oa. . iy
Comme j = 0 pour r < a et que u, est négligeable devant u,,, I'identité locale
de Poynting se réduit a :

divﬁ + 857? =0
or :
2
divl = ! 88 (,ug (nl,)? % cos(wt) sin(wt)) = o (nl,,)? cos(wt) sin(wt)
r or
et

O, - g (MO (nlm)2
ot ot 2

L’identité locale de Poynting est donc bien vérifiée dans le solénoide.

cos? (wt)) = — pio (nI,,)? cos(wt) sin(wt)

C) Chauffage d’un métal par induction électromagnétique

Le chauffage d’un cylindre métallique est obtenu en plagant celui-ci au centre du solénoide ()
précédent (toujours considéré comme infini, @ spires carrées jointives et comportant n spires par métre,
comme dans la partie B)), parcouru par un courant alternatif sinusoidal de pulsation w et d’amplitude
I, (figure 2). La longueur du cylindre métallique est supposée infinie, comme celle du solénoide et son
rayon est a = 2 cm.

vy & >
i(t) () n
,,,,, [ofe[efeefofe e oo e e oo e ] tb ___ / )
cylindre métallique N 0
z 2a CJ T
y Oz

RO OO0

FIGURE 2 —

1

Le métal chauffé est un acier de conductivité électrique v = 10° S.m™' et dont les constantes

électromagnétiques sont €y et pg.

Les symétries et invariances de la situation suggérent d’écrire les champs électrique et magnétique
correspondant d ce probléeme sous la forme :

E(M,t) = E(r,t)e et B(M,t)=B(rt)e

Dans la suite, on posera B(r,t) = Re[ B(r,t)] avec B(r,t) = By(r) e?“! et ou By(r) est une fonction
de r a valeurs complexes. B(r,t) est la représentation complexe du champ magnétique.

On se place dans les mémes conditions d’approximation que celles étudiées a la question 1)
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6)

a)

Ecrire les équations de Mazwell en un point M du cylindre & chauffer (il est rappelé que
pour tout point p(M,t) =0).

Dans le métal le courant de déplacement est négligeable tant que f < fiax-

divﬁ =0 Maxwell-Gauss

divﬁ =0 Maxwell-Thomson

%

rot E = — % Maxwell-Faraday

— § - = N

rot = loprj = popryj  Maxwell-Ampere

En déduire que dans le cylindre métallique, B(r,t) satisfait a U’équation différentielle :
0B(r,t)
AB(r,t) = A
(r,?) ot

et expliciter A en fonction de ug, . et de 7.

On a:

0B

I‘—O_% (1"—0_13) §) = HOMT"YI'—O_% ﬁ = — Hofr?Y W

D’autre part :

rot (ot B) = grad (div B) - AB = -AB

et donc :
A § B 6§
- :LLOMT’Y at
_S)achant que A ﬁ = AB(r,t) e et que %—? = 838(:’t) e_;, on obtient en projetant sur
e; .

0B(r,t .
AB(r.t) = oy P28 o

Compte-tenu de la linéarité de l’équation précédente, la représentation complexe B(r,t) sa-
tisfait d la meme équation que B(r,t). En déduire que :
d*By(r) | 1dBy(r) 2j
dr? rdr 02—

a condition de poser :

2
Hho YW

(5:

Quelle est la dimension de § ?

La représentation complexe B(r,t) obéit aussi a I’équation précédente. Il s’ensuit
que :

0B(r,t)
AB(r.t) = oy —
Or: 5B
AB(rt) = ABy(r) et P oyt gy o)
et donc :

ABy(r) = j proptryw By (r)

c’est a dire :

d*By(r) | 1dBy(r)
dr2 r dr

— jpopryw By(r) =0

10
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qui est bien de la forme demandée & condition de poser :

2 2
— = Hopryw donc |d=4/——
) Hofr 7y

Du point de vue dimensionnel on a :

[By] _ {dQBo(T)} _ [By]
[0]2 dr?

ce qui montre que J est homogeéne a une longueur.

Dans le cas des basses fréquences, il est admis que B(r) est bien représentée par un déve-
loppement en série tel que :

By(r) = By(0) (1+g1r+g2r2+ Aa, "+ Za r’

ot a,, €C

d) Etablir les relations de récurrence entre les coefficients a,. Préciser en particulier la valeur
de o, celle de ay et la relation entre oy, et a,_o. Montrer que dans le cylindre :

—+o0

By(r) = By(0) Y ﬁ;y (5)"

On reprend le méme calcul qu’a la question 3) c¢). En reprenant certains des résul-
tats établis a cette question nous avons :

r a =
LB gy {rl P }
et 9 +00
TE) _ By0) S+ 2+ 1) ayr”

n=0
Il vient donc :

Y
Vr€l0,al, +Z{n+2 n+2—5—‘;gn}r":0
et donc : o
J Q,
ay=1; a=0 et Q”H:éﬁm

Tous les termes d’indice impair sont nuls et les termes d’indice pairs vérifient I’équa-
tion de récurrence :

2) Qa(p-1)
On a donc :
[0} (07 Qo (p— P 1
Sop _ S Z20p l)x"'Xng:jT -
Qy  Qopo1)  Qo(p-2) Qg 0°P 27 (pl)
p facteurs

11
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d’ou :

7 1
Q2p:<i> si pz21 et gp=1

On a donc bien :

—+o00

74 7\ 2p
By(r) = By(0) ;0 210?7)2 <g>

7) On se place dans des conditions expérimentales telle que a/d < 1/10.

a)

Déterminer 'expression ainsi que la valeur numérique de la fréquence mazimale fp; mise
en évidence.

On a donc :

poyw _ 1 1
N < e f<———  _f, AN: fy =630
XN T S g IS 100maz gy ~ M Jar z

Dans le cas ot f < fur, on admet que le développement de By(r) est correctement exprimé

en ne conservant que les deux termes principauz de la série entiére, les autres termes étant
considérés comme négligeables. De plus on admettra que By(0) est réel et on posera B(0) =

By e R

Montrer que :
2

B(r,t) = Re[ B(r,t)]| = By cos(wt) — By ;? sin(wt)
On a
. j 7“2 .
Blr.1) = Bofr) e = By (142 1) e
d’ou :
2
B(r,t) = By cos(wt) — By @ sin(wt)

En déduire la densité de coumntf dans le métal au premier ordre en r sous la forme :
j= jlrt) €4 et préciser lexpression de Jr,t).

Appliquons I’équation de Maxwell-Ampere dans le métal, en négligeant le courant
de déplacement devant le courant de conduction :
- 8B (r,t) By r
j = —rot § )& 0 i e

e) = — — sin(wt) e
1o Tor VT o2 (wt) e

. By r .
t) = — —= t
5000 = 20 2 singe)

12
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8) a) Calculer la puissance volumique moyenne p,(r) dissipée par effet Joule dans le métal. En
déduire la puissance moyenne Ppoy dissipée dans une longueur h = 10 cm de cylindre.

Dans un métal, la puissance volumique dissipée par effet Joule est fﬁ = j2/~. On
en déduit la puissance volumique moyenne :

pir = (20) 2 e = (B0) )0

Ko Ho
puis :
a 27 rzo+h
Pioy = /// py(r)dr = / / / py(r) rdrdfdz
0 JO 20
d’ou :
Bo 2 CL4
o ()
YT\ /) 4yt

b) Tracer un diagramme logarithmique en représentant log;, Py en fonction de log,, f pour
107°fir < f < fur-

Comme 1/70* = pvyn? 2, il vient :

3 4
T o a*h
Prnoy = - Bov —51- /
d’ou
7 o, a'h
log1 Pmoy = 10g0 e By~ ST +2log;y f = A+ 2logy, f
noté A
lOgl(] Pmoy
: : logyo f
logyg far —5 logyg fm
Conclusion :

La puissance dissipée par effet Joule est proportionnelle au carré de la fréquence f.
On a donc intérét a opérer a des fréquence proches de fj; pour augmenter efficacité
du chauffage.

13



