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N’hésitez pas & me contacter (yohan.poirier@ac-poitiers.fr) pour toute remarque concernant ce corrigé.

I. Gomu no jet pistol : chaine d’oscillateurs et onde mécanique

I.1. Oscillateur harmonique

1. La position d’équilibre correspond & un minimum de I’énergie potentielle et vérifie donc ’équation :

V/(xeq) =0
Vbae—a(xeq—xo) (1 _ e—a(weq—l’O))) =0

(Eeq = X0

Il s’agit nécessairement d’'un minimum car V(z) > 0 et V(z¢q) = 0.

2. Avec le changement de variable proposé :

Viz)=Vo(1- e_‘w)2
Un développement limité au second ordre en € donne :
V(z) = Voa?e?

On obtient bien une énergie potentielle de la méme forme que celle associée & un ressort :

1
V(z) = 5]@‘62

3. Le principe fondamental de la dynamique, appliqué a la particule de masse m dans un référentiel
galiléen, donne I’équation différentielle :
£+ —e=0
m

On identifie donc la pulsation propre wp = %

La résolution de cette équation donne :

(t) = B cos(wot)
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4. Dans le graphique suivant, V(x) et Vpp(x) désignent respectivement le potentiel de Morse et son
expression approchée.

Vapp(z) V()

Leg

I.2. Chaine unidimensionnelle infinie d’oscillateurs harmoniques

5. A D'équilibre, les atomes sont séparés d’'une distance a et le choix de 'origine impose z,,(0) = 0 donc
2y (0) = na| On en déduit ‘un(t) = x,(t) — na ‘

6. La masse d’indice n subit deux forces de rappel de la part :
— du ressort situé a sa gauche et de longueur l; = ,(t) — zp—1(t),
— du ressort situé a sa droite et de longueur [y = x,41(t) — 2z, (t).

Le principe fondamental de la dynamique, appliqué a la masse d’indice n dans un référentiel galiléen,
donne :

min(t) = —k(lg — lo) + k(lg — lo)

On retrouve bien la forme proposée :

un(t) = E [un+1 + Up—1 — 2un]

avee [a = 2]

7. 11 s’agit bien d’une onde harmonique puisqu’elle évolue temporellement de facon sinusoidale. Uy repré-
sente 'amplitude de 'onde et w sa pulsation.

8. La fonction exp(iz) est 2m-périodique donc la longueur d’onde doit vérifier :

wt —q(na+ \) = wt — qna + 27

A= =
q

q correspond donc & la norme du vecteur d’onde.
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9.

10.

11.

12.

En injectant la solution proposée dans I’équation différentielle obtenue précédemment on obtient :

_WQUOei(wt—qna) _ w% {eri(wt—q(n—i-l)a) + eri(wt—q(n—l)a) _ 2U0€7L(wt—qna)]
w? = wg [2 — el — e_iqa]

w? = 2w [1 — cos(qa)]

Avec le formulaire de trigonométrie en fin d’énoncé, on retrouve bien ’expression demandée :

w2 = 4w(2) sin® (%)

La vitesse de phase, vy = % correspond & la vitesse de propagation d’une onde monochromatique.

La vitesse de groupe, v, = %—“{; correspond a la vitesse de l’enveloppe d’un paquet d’onde quasi-

monochromatique.

Graphiquement, la vitesse de groupe correspond, pour une valeur de ¢ donnée, a la pente de la courbe
en ce point. La vitesse de phase correspond & la pente que fait la droite reliant ce point & l'origine du
graphique.

La pulsation w et la norme du vecteur d’onde ¢ ne sont pas proportionnels donc la vitesse de phase
dépend de la pulsation : le milieu est donc dispersif.

sin® <@) >1
2

On remarque que :

La pulsation doit donc respecter la condition :

Il s’agit donc d’un filtre passe-bas.

Pour ¢ < 7, un développement limité a I'ordre 2 en % donne :

W? = wiq?a?

w = wpqa

Donc :

Vp = Vg = Woa

Pour les faibles pulsation, le milieu devient donc non-dispersif.

Pour ¢ = 7 :
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I.3.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

De plus, pour cette valeur, la pulsation atteint un extremum donc :

Il s’agit donc d’une onde stationnaire.

Solide cristallin

Le terme — ?Bfi

2woa

Ud):

™

vy =0

correspond aux interactions attractives de Van der Waals prépondérantes a grande dis-

tance. Le terme % correspond & des interactions répulsives entre les nuages électroniques des parti-

cules prépondérantes & courte distance.

Par identification

{

@0&12 =A
2@0(16 =B

On retrouve donc bien la forme demandée avec :

Courbe 1 : f; :
Courbe 2 : f5:
Courbe 3 : fa:

Q\& Qg I8

_)
%

(

On pose ¢ tel que z =a(l +¢) :

e( %) car fi(1 )——1.

9) car fo(1) = 1.

(9 car f3 =2
V(&) = @0

1

2

(1+e)12)

(1+¢2)%)

Pour € <« 1, un développement limité en 0 & 'ordre 2 en € donne :

Vix) =

Vie) =

S}
22

O [—1 + 367]

[—a2 + 36(z — a)2]

On obtient bien la méme forme que I’énergie potentielle associée & un ressort avec, par identification :

Applications numériques :

Le déplacement, en notation réelle, s’écrit pour la masse d’indice n :

un(t) =

La vitesse s’écrit donc :

k=29x10'N-m™!

wo=1,7x108rad-s7!
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19.

20.

21.

Un(t) = —wUp sin(wt — gna)

Et donc I’énergie cinétique :
1

E.(t) = imw2U02 sin?(wt — gna)

Soit en moyenne :

1
< E.>= me2Ug

Donc pour N atomes :

1
< E.y>= ZchﬂUg

En tenant compte des ressorts de part et d’autre de I’atome, I’énergie potentielle de I’atome d’indice n
s’écrit :

Ep(t) = gh(umi1(t) = un()? + 3k(umn() — w1 (1))

En utilisant la notation complexe :

< (un+1(t) = un())? >= %Re((unﬂ(t) = un (1)) (U 41 (1) = 1 (2))

2

< (i (8) — wn(0)* >= Jlunsa (1) — un(0)

Finalement :

< By >= 1 (lunsa(®) — un () + funt) ~ una ()?)

L’expression proposée par ’énoncé comporte donc deux erreurs :

— une erreur de signe,

— Up—1 au lieu de u,—1.
Par exemple, pour ¢ = 7, 'expression proposée donne une énergie potentielle nulle en moyenne, ce qui
n’est pas cohérent avec les résultats qui suivent.

Avec la forme de 'onde :

|Un+1(t) o un(t)| _ U0|ei(wt—q(n+1)a) B 6i(wt—qna)’ _ Uolei(Wt_qa(n+%))H€_iq% B 6+z’q%

[unt1(t) — un(t)| = 2Uo ‘Sin (%))

Donc : a
< E, >= 2kU2 sin® (%)

Avec la relation de dispersion :

1
< Ep, >= §7nchU02

On en déduit I’énergie interne du cristal :

N
U=75 <BE>+N<E.>

1
U= §wa2U§

Le terme % tient compte du fait que ’énergie potentielle calculée précédemment est associée & deux

interactions interatomiques.
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22.

23.

24.

En se restreignant a l'intervalle q € [0, %’r], la relation de dispersion donne :

2 . ( 2w )
q = —arcsin [ —
a wo

Ta

: 2w
arcsin (UJO )

A=

Application numeérique :

A=17%x10"m

On remarque que A > a, ce qui justifie le passage au continu effectué a la question suivante.

Application numérique :

c=34 X 10°m-s7!

II. Kami no Sabaki - Electrodynamique classique

Soit M un point de ’espace. Si on néglige les effets de bords, tout plan contenant le point M et le
vecteur unitaire u, est un plan de symétrie de la distribution de charge et donc, d’aprés le principe de
Curie, un plan de symétrie du champ électrique. Par conséquent, le champ électrique est porté par le
vecteur 17,; .

De plus, la distribution de charge est invariante par translation selon les vecteurs u et u_>y La norme
du champ électrique posséde la méme invariance.

E = E(z)e

Considérons dans un premier temps, uniquement la surface au sol, de charge —@).

Appliquons le théoréme de Gauss en utilisant la surface fermée 3, délimitant un cylindre d’axe (Oz)
et dont les deux bases, de surfaces S sont situées respectivement aux altitudes z > 0 et —z (on note
31 et 3o ces deux bases).

§ B (@pas, = =2
Pex, €0
Le flux sur la surface latérale est nulle car le champ électrique est tangent a la surface.
{§ Ep).itpuas, = [[ Er)zas,— ([ EP)ads, = E()S - B(-2)S
Pex, Pesy PES,

De plus, lorsqu’on considére la charge du sol seule, le plan (Oxy) est un plan de symétrie de la charge

et donc du champ électrique. Le champ électrique étant perpendiculaire a ce plan : E(—z) = —F(z)
Finalement, pour z > 0 :
00
E(z)=———
(2) = =35 -

On montre de la méme facon que la couche d’air chargée crée, pour z < d, le champ électrique :

g0
E(Z) = _2750

D’aprés le principe de superposition, le champ électrique total est donc :

E=-2%
€0
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

En calculant la circulation du champ électrique de la couche d’air jusqu’au sol :

sol z=0
U :/ E.dOM :/ _ P04,
air z=d

€0

d
U, — 290
€0

Applications numériques :

00=18x10"7C-m~2

EF=20x10*V-m™!

Cette tension n’est pas dangereuse car elle est appliqué entre deux points trés éloignés. On remarque
en effet que la valeur du champ électrique créé est bien inférieure (deux ordres de grandeur) a la valeur
du champ disruptif de I’air, valeur a partir de laquelle un arc électrique se formerait.

En reprenant les résultats précédents, on a directement :

E = % cos(wt)ul

Equations de Maxwell :

Maxwell-Gauss : divﬁ = £
0

Maxwell-Thomson : diV§ =0

L

ot

OF
Maxwell-Ampére : 1;%3 = g <? + 50>

Maxwell-Faraday :

ot

Dans la région située entre les deux armatures (vide de charge et de courant), les équations de Maxwell
s’écrivent :

Maxwell-Gauss : divﬁ =0

Maxwell-Thomson : div? =0
Maxwell-Faraday : ro

Maxwell-Ampére : HE = [HoE0——

L’équation de Maxwell-Ampére montre que si le champ électrique est variable, alors le champ magné-
tique ne peut pas étre nul.

De plus, tout plan contenant l'axe (Oz) est un plan de symétrie du champ électrique et donc un plan
d’antisymétrie du champ magnétique. Le champ magnétique est donc orthoradial.

En calculant le flux des deux membres de I’équation de Maxwell-Ampére & travers une surface notée
S délimitée par un contour fermé noté C, le théoréme de Stokes-Ampére donne :
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En échangeant la dérivée et I'intégrale :

—_— . 0 —
fcﬁdOM = oco: fsf E.ds

On obtient bien I'expression proposée avec :

I1.1. Ecrantage dans un plasma thermique

32. L’énergie potentielle d’une charge e vaut :
E,=¢eU

33. En supposant que la densité est proportionnelle au facteur de Boltzmann :

—eU
ny = Ke*sT

elU

T donne :

A haute température (7" > %) un développement limité & ’ordre 1 en

eU
—K(1-—
" < kBT>

ne =ne|1— v
+ — Tle k‘BT

34. De méme, en remplagant e par —e on obtient :

eU
_=K|1
n < + kBT>

En notant n, = ny(V =0) :

35. Allures graphiques :

ny N—

T | T e
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—
36. En régime stationnaire, le champ électrique dérive d’un potentiel tel que ﬁ = —gradU. L’équation de

37.

38.

39.

Maxwell-Gauss donne donc :

div (gﬂiﬁ) _ —en— +eng

€0

En utilisant le formulaire et les deux questions précédentes :

2n.e?U

AU = —
kBTE()

Ou encore :

}dgrU _ _QnBeQU
r d2r  kgTeo

Avec le changement de variable proposé, on obtient directement :

d2z 2.2

d2r —  kgTeo
\p — nekiBTa)
b= V' 2n.e?

Z(r) = Ae ™ + BT

Et donc :

On obtient la solution :

On a nécessairement B = 0 pour que le potentiel et le champ électrique ne divergent pas a 'infini.

A _r
U = —e
() = 2

En supposant que lorsque r << Ap le champ électrique créé par I'ion situé a 'origine devient prépon-

dérant, on doit donc avoir :

e

U(r)

~Y
r—0 47’[‘607’
On identifie ainsi A =

On en déduit la densité volumique de charge :

e
47T8()

p(r) = —en_ +eny

3
Ne€ 1 -
= —— D
pr) 2meokpT re

et on retrouve donc l'expression proposée par 1’énoncé.

On en déduit, par intégration, la charge contenue dans une sphére de rayon r :

Q) = e+ [ff otav = [ :z / : / :2 (1172 sin(0)dr’d0d

r’'<r

2n.e3

Q(r)=e / e

B EQI{TBT

r’'=0

! b
Q(r)ze(/\D+1>e

Remarque : Il y avait deux coquilles dans I'intégrale fournie par ’énoncé. Il fallait lire for xe *pdx =

A\ [1 P v (% + 1)} au lieu de fOT re 3o dy = [1 P (% + 1)}
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40.
41.

42.

43.

11.2. Décharge du condensateur de plasma

v s’exprime en 2~ - m~1!.
D’aprés la loi d’Ohm locale :
7 =~E
J =7
— Oai
j=—x azr@
€0
Un bilan de charge sur la couche d’air chargée donne :
dg =
— = —j.us
at ~ 7"
d(SUair) _ UairS
dt €0
On retrouve bien la forme demandée :
dogir lO’ o
dt 0 air
€0
avec | T = —|.
Y
La résolution donne directement : )
o(t) =ope" ~
Oair
00

44. Application numérique :

III.

=289 x107%%¢

Hle Hie no Mi - Thermodynamique

L’énoncé n’est pas clair sur la signification de ce qui est appelé de fagon générique "la puissance de la machine
thermique". Dans la premiére partie il s’agit vraisemblablement de la puissance mécanique sans que cela ne
soit précisé, alors que dans la deuxiéme partie cette puissance désigne la puissance recue de la part de la
source froide (cette fois I’énoncé le précise).

45.

Schéma de principe :
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Atmosphére

46. En considérant un nombre entier de cycles et sachant que la transformation est réversible, le second

principe appliqué a la machine s’écrit sous forme infinitésimale s’écrit :

_ 5Qf + 0Q.

0 T 0.

47. En considérant un nombre entier de cycles, le premier principe appliqué a la machine s’écrit sous forme

infinitésimale :
0=0Qf +0Qc+ W =0Q; + 0Q. + Pdt

On en déduit :

/

6. — T

0Qy = Pdt

Le premier principe appliqué a la mer s’écrit sous forme infinitésimale :
MCequd]’ = —0Qy

/

- T,Pdt

/
MCequdl = —

0
MCean (T' — 1) dT’ = —Pdt

En intégrant entre 1’état initial et 1’état final :

T
mceauac In <9f> - (Tf — 90) = —PAt

C

48. Application numérique :

Ponin = 5,0 x 103 W
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49.

50.

ol.

92.

93.

En reprenant le premier principe effectué précédemment, mais pour un changement d’état a température
constante T’y et en notant dm la masse qui change d’état pendant dt

T

En intégrant entre ’état initial et I’état final :

T
mqus = 0. _fo PminAt/

Application numérique :

At =4,9 x 10°s = 82min

La mer fournit a la machine 'énergie mcequ (0 — 1) +mL fy,s la machine regoit une puissance mécanique
P(At + At'). Lefficacité totale de la machine est donc :

B mCeau(Gc - Tf) + mLfUS
= P(At + At)

Application numérique :
n=15

III.1. Cinétique de la formation de la glace

On considére un systéme de section S et situé entre les abscisses = et x + dx. En régime stationnaire,
I’énergie interne du systéme est constante. Le premier principe appliqué & ce systéme par unité de
temps donne donc :

0=jo(z)S —jo(x +dz)S + oSdx

Avec un développement limité & 'ordre 1 en dx :

djg(z)
dx

=0

L’énoncé ne précise pas a quel phénomeéne correspond cette puissance créée et il semble qu’il faille
la prendre nulle dans la suite pour obtenir des résultats cohérents. Pourquoi avoir introduit cette
grandeur ?

En prenant o =0 :

djo (=)

=0
dx

Le flux est donc uniforme, et le vecteur densité de courant thermique est donc bien & flux conservatif.

En z = 0 le flux thermique est égal a la puissance —P’ fournie par la machine.

Pendant un intervalle de temps dt un volume vySdt de glace est formée. Le premier principe appliqué
a ce volume pendant d¢ donne donc :

_pglacequstSdt = ]Q (1‘ = L)dt = _P'dt

La vitesse de formation du front de glace est donc bien constante :

fP/
= SpglaceL fus
La longueur du pont est D = vyt donc :
P = DSpgaceLjus
ot
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54.
95.

Application numérique :

vy = 83m-s~!

P =27x10"W

En utilisant la loi de Fourier et en intégrant :

P'D
Shg

T(J}:O):Tf—

Application numérique (A\g =2,1W -m™ - K1) : T(z =0) = —6,4 x 10K
Le modéle proposé par I’énoncé ne semble donc pas du tout satisfaisant...
Le coefficient h s’exprime en W -m~2 - K~L.

On reprend le bilan établi & la question [5I] en ajoutant les transferts conducto-convectifs :
0=jo(z)S — jo(z + dx)S + oSdx — h(T(z) — 6.)VSdx
Toujours avec ¢ = 0 et avec un développement limité & 'ordre 1 en dz :

Yolr) _ 11y g,

dz VS

A priori la vitesse d’avance du front n’est plus constante. En effet, une partie de 1’énergie absorbée en
x = 0 est fournie par 'atmosphére et donc plus D est important plus le flux thermique en x = D est
faible (en valeur absolue).

En dérivant et en utilisant la loi de Fourier, on obtient 1’équation différentielle vérifiée par la densité
de flux thermique :

d%jg(z) 1
a2 57]@(33) =0

V'S
=\

Application numérique (pour Ay = 2,1 W -m~!. K1) :

avec

§=4,0x%x10"2m

Pour une distance D = 50km la densité de flux thermique est donc largement négligeable par rapport
a la densité de flux thermique de la situation précédente. La situation est donc largement modifiée et
le front de glace ne progresse plus du tout. Que veut dire ’énoncé par "en supposant que la situation
est peu modifiée" 7

13/ [13]



	Gomu no jet pistol : chaîne d'oscillateurs et onde mécanique
	Oscillateur harmonique
	Chaîne unidimensionnelle infinie d'oscillateurs harmoniques
	Solide cristallin

	Kami no Sabaki - Electrodynamique classique
	Écrantage dans un plasma thermique
	Décharge du condensateur de plasma

	HIe Hie no Mi - Thermodynamique
	Cinétique de la formation de la glace


