MP1&2 Janson de Sailly Corrigé du DS n°3bis

Corrigé du DS n°3bis (Centrale - Mines)

1 Premier probleme. Thermochimie. Décomposition de I’eau
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2 Deuxieme probleme. La ruée vers 'or
A Utilisation des nanoparticules d’or en catalyse hétérogene

Influences de la température, de la pression et de la composition
du mélange gazeux sur ’oxydation du monoxyde de carbone

Q1. Ecrire équation de la réaction qui modélise l’ozydation en phase gazeuse du monozyde de carbone
en diozyde de carbone en se ramenant d une mole de dioxygéne.

2 CO(g) + Og(g) = 2 COyy)

Q2. Calculer la valeur de la constante thermodynamique K°(T') de cet équilibre chimique dans le cas
particulier ou T = 298 K.

On calcule A, H°(298 K) gréce a la loi de Hess et sachant que A H°(Oy(4))=0. On obtient :
AL H®(298K) = 2x A H®(COy(g))—2x A H(CO(y)) = 2% (—393,5)—2x (—110,6) = —565,8 kJ.mol "
On calcule A,S°(298 K) en utilisant sa définition :

A;S°(298 K) =2 x SO(COQ(Q)) -2 X SO(CO(Q)) - SO(OQ(Q))
=2x213,7—2x197,6 —204,8 = —172,6 J. K '.mol !
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Q3.

L’entropie standard de la réaction est négative, ce qui est cohérent avec le fait qu'’il y
a moins de moles de gaz dans les produits que dans les réactifs et donc que le désordre
diminue.

Remarque :

Comme A,.H° et A.H° ne dépendent pas de T' dans 'approximation d’Ellingham, les
résultats numériques sont valables a toute température.

On en déduit :
A,G°(298 K) = A, H°(298 K) — 298 x A,S°(298 K) = — 514,3 kJ.mol ™"

et donc :

A,G°(298K)

o 90
A7 ) = 1,61 x 10

K° =exp (—

La réaction est donc totale (largement!)

L’état initial est constitué d’un mélange idéal de monoxryde de carbone et de dioxygéne gazeux
seulement. On définit la proportion initiale de dizoygéne par le paramétre o, égal au rapport de

.....

le taux de conversion du monoxyde de carbone comme étant la quantité de monoxyde de carbone
qui a réagi, Tapportée d la quantité initiale de monoxyde de carbone. On le note a.

Etablir la relation qui lie le tauz de conversion du monozyde de carbone & Uéquilibre o d la
constante thermodynamique d’équilibre K°(T) d la température T, a la pression totale P du mé-
lange gazeuz, a la pression standard P° et da la proportion initiale de dioxygéne o.

Soit no la quantité initiale (en moles) de CO,. D’apres I'énoncé, la quantité initiale de
Oy(g) s’écrit : ngo.
Un bilan de matiére conduit a :

2CO + ) = 2C0O, Ntot,g
no noo 0
no—26 oo —¢ 26 | (o +1)ng—¢
Le taux de conversion est donc donné par : o = % :

A Téquilibre chimique, la loi de Guldberg et Waage est vérifiée :

ato
K° (T) — Qr,éq — 272

aco X A0,
avec :
2% P no—¢ P no —2¢ P
a =— — g9, =——— et aco= —— —
c0- Ntot,g pe 02 Ntot,g Pe co Ntot,g Pe
11 vient :
KO(T) _ 452 ntot,g PO o 4§2 ( (U + 1)”0 - é.) i

(no —26)2 (noo — &) P~ (ng —2)2(ngo — &) P

En remplagant £ par son expression en fonction de a on aboutit a :

o P° oc+1—a/2)a?
K= P (o0—a/2)(1— «)?
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Q4. Indiquer comment il convient de choisir la proportion initiale de dioxygéne o pour favoriser l’oxy-
dation du monoxyde de carbone.

Si on se place a T et P constants pour effectuer la réaction, alors on obtient :

P
F(a) = — K°(T') = Cste
PO
10* ;
§ )
10° i ,’; o=02
- L
- i =05
3 | ek =10
adt 10° o .. o =50
~ E o ) ——. X
o e ]
10" ; T
: T I
] AR
4 _a -
10" -3 At T P !
= i e ey o
3 B P
10~ T T T —t
0.0 0,2 0.4 0.6 0.8 1,0
Taux de conversion o c(l’.l B LV E S I )h;]
Figure 1

On constate donc que vouloir rendre le « le plus grand possible revient a prendre
o € [5,10].

Modele de Langmuir de ’adsorption

Modele cinétique

Q6. Etablir Uexpression de la vitesse globale d’apparition des sites occupés, 3, en fonction de kg, kq, 0

> de?
et p.

Le nombre de sites occupés est Ny = N 6. En considérant les deux réactions en sens
opposé on obtient :

NOC
d :Ua_vd:ka(N_Noc)p_deoc
dt
ce qui conduit a :
de
— =ko(1—0)p—kq0
dt ( )p d

Q7. On pose K = kq/kq. Montrer que lorsque le régime stationnaire est établi :

Kp

9:
1+ Kp

En régime stationnaire, 6 ne dépend pas du temps donc : =0, ce qui implique :

dt

B kq K
kgt ksp 14+ Kp

ko(1—0)p— kg0 =0 d'ou |0
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Modele statistique

Qs.

Qo.

Q1o.

Q11.

Expliciter la probabilité & pour qu’une molécule de dioxyde de carbone soit adsorbée sur un site
en fonction de (B et €.

L’énoncé suggere que l'énergie d’'une molécule COy4) qui n’est pas adsorbée est nulle
tandis que si elle est adsorbée, cette énergie vaut —e. Il s’agit d’une configuration a deux
niveaux et la probabilité est donnée par la loi de Boltzmann :

P(—e)=Ce* et 2(0)=CePP=C

ou C est une constante destinée a normaliser la probabilité. On a donc :

1

On obtient donc la probabilité cherchée :

ebe

@:L@(g):71+e,36

Donner lexpression de l'énergie E(n) associée a une configuration microscopique ot n sites, parmi
les N, sont occupés. On note g, le nombre de réalisations de cette configuration microscopique.
Exprimer g, en fonction den et N.

Pour n sites ocuppés sur N molécules, on a :
E=nxe+(N—-n)x0=ne

Il y a autant de fagons différentes de placer n molécules dans les sites, sur N molécules
au total qu’il y a de sous-ensembles a n éléments dans un ensemble de N éléments. Ce

nombre est donné par :
_ (N) _ N!
In=\n)~ n! (N —n)!

Donner lexpression de la probabilité P (n) que le systéme soit dans une configuration ot n sites

sont occupés, en faisant intervenir g(n) et &.

Pour une molécule de COy(,) donnée, le fait qu’elle ocuppe un site ou non est une
épreuve de Bernouilli, avec une probabilité &2 d’occupation. Soit X la variable aléatoire
qui compte le nombre de sites occupés et qui est donc & valeurs dans {0,1,..., N}. En
supposant les différentes molécules sans influence les unes sur les autres (donc indépen-
dantes), on sait que :

P(n) = P(X =n) = (JD P (1= PN — g (1= )N

puisque X suit une loi binémiale B(N, 2).

On note (n) le nombre moyen de sites occupés a équilibre thermodynamique. Calculer (n) en
fonction de N, B et €.

On sait par théoreme que l'espérance de X, qui est aussi (n) est donnée par :

ebe

<n>:E(X):NX‘@:N1+eﬁE
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Q12.

Remarque :

On aurait pu arriver directement a ce résultat en écrivant que la popupation moyenne
du niveau d’énergie —¢ est (n) = N x & (—¢)
Etablir Uexpression du tauz d’occupation 0 = (ny/N a Uéquilibre thermodynamique en fonction de
la pression p du monozxyde de carbone sachant qu’une étude plus approfondie permet d’établir que
le facteur exp(Be) est proportionnel a la pression p. Par comparaison avec le résultat étadli d la
question 7, proposer une expression du coefficient de proportionnalité.

On en déduit :
ebe

- _
1+ efe

En supposant comme le suggere I'énoncé que e’ = ap, ol a est une constante, on
obtient :

__ap
S l+4ap
Par identification au résultat de la question 7, il vient :
k
a=—==K
kq

Confrontation de mesures expérimentales au modele de Lang-
muir

Q12.

On choisit de modéliser les données expérimentales données dans la figure 2 a l’aide du modéle de
Langmuir. Estimer une valeur approchée du rapport K des constantes de vitesse compatible avec
les mesures dans la limite des faibles pressions. Expliquer de facon argumentée (en s’appuyant par
exemple sur une représentation graphique) si cette valeur permet d’accorder le modéle de Langmuir
avec les mesures réalisées aux plus hautes pressions.

Modele limite basse pression : Opp ~ Kp

En cherchant la pente de cette droite graphiquement, on trouve :

P
200

Cette valeur de K conduit-t-elle & un modele cohérent aux plus hautes pressions ? Par
exemple, si on prend p = 1336 Pa, le modele § = Kp/(1 + Kp) conduit & § = 0,87 en
dehors des barres d’incertitude-type.

Opp = — |K =5x10"5Pa"!

La validité du modele est donc remise en cause aux plus hautes pressions.

B Thermodynamique des nanoparticules d’or

Equation de la diffusion thermique en géométrie sphérique

Q13. Montrer, d l'aide d’un argument simple, que la température T en un point du milieu ne dépend

spatialement que de r, distance séparant le centre de la nanosphére du point considéré.

La situation est invariante par toute rotation autour de l'origine O, centre de la nano-
sphere. En un point M de coordonnées sphériques (r, 6, ¢) on en déduit que T'(M,t) ne
dépend pas des angles 6 ou ¢. On a donc :

| T(M,t) = T(r,t)]

7
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Q14. Effectuer un bilan énergétique entre t et t + dt pour un systéme bien choisi et établir I’équation
aux dérivées partielles vérifie par la température T (r,t) dans le milieu :

oar, kD 28T>
Cga(ra t)= Zor (7“ o (r,t) (IL.1)

On applique le premier principe restreint a la coquille sphérique élémentaire située entre
retr+dr.
d(0U) = 8*W + 62Q = §°Q

puisqu’il n’y a aucun travail (transformation isochore). De plus, le volume de la coquille
étant dV = 4rr?dr, on a :

d((SU) _ 5U(t+dt) — 5U(t) = Cg x Arr? dr x {T(T,t + dt) — T(T, t)} = 4gr? dT’Cg aa% dt

D’autre part, soit ®(r,t) le flux thermique sortant de la sphére de rayon r. Il vient :

¢
§2Q = ®(r,t)dt — ®(r + dr, t) dt = — ?97« drdt
Or, d’apres la loi de Fourier :
— T T
j_Q> =—kgradT = —ﬂge—Z = jo(rt) e, avec jo(r,t)= —/sg
r r

Comme jg) est & symétrie sphérique, on obtient ®(r,t) = 4wr? jo(r,t) et donc :

oT o(r%jq)
dmr? dr G, 57 dt = —dr —Z== drdt

ce qui conduit bien & :

aT k0 <28T>
Co ot r2or " or

Température dans le milieu en régime stationnaire

On se place en régime stationnaire. La température de la nanosphére est Ty et celle du gel vaut Tg
en des points tres €loignés de la nanosphére.

Q15. Etablir lexpression de la température T(r) dans le gel en fonction de a, v, Ty et Ts.

En régime stationnaire, ’équation de diffusion devient :

O*(rT

3(:2 Jr)=0 < +T(r) = Ar+ B
ou A et B sont deux constantes, ce qui conduit a :
B
T(r)=A+ —
r

Les conditions aux limites sont : T'(a) = Ts et liI_ll—l = Tp, ce qui donne a = Ty et
r—+00

B=a(Ts —1Ty), d’ou :

T(T)Z(Ts—To)g-FTo r>a
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Q16.

En déduire lexpression de la puissance fournie par la nanosphére au gel, Piph—gel, €n fonction de
a,k et 0Ty =Ty — Ty sous la forme :

Py ger = 4mak 6T

I s’agit bien siir de la puissance thermique, qui est égale au flux thermique ®¢ a travers

la sphére de rayon a, orientée selon e—,,>, c’est a dire vers 'intérieur du gel. Il vient :

or 1
Piphosgel = P = jo(a) x 4ma® = —k (8) (a) x 4ma® = +k(Ts — Tpy) x — x 4mwa?
T a

Finalement :

‘ Psph—>gel =4rmak (5TS

Température de surface de la nanosphere

Q17.

Q18.

En effectuant un bilan énergétique pour la nanosphére entre t et t +dt, établir I’équation différen-
tielle vérifiée par 6Ts(t) et la mettre sous la forme :

d (67%)
TTa

ou T est une constante dont on donnera l’expression en fonction des données du probléme et dont

Pabs (t)

dTra

+ T (t) =

on vérifiera qu’elle est bien homogéne d un temps.

On applique le premier principe a la nanosphere de capacité thermique volumique Chay,
entre t et t + dt. Soit U son énergie interne :

dU = — Psph—)gel dt + Paps (t) dt

avec AU = Cay X %’rﬂa?’ x dT%. On aboutit alors a :

4 dT.
CALI X ?ﬂ-ﬂ'a&} X dts = _47'(-@/% (STs(t) + Pabs(t)
et donc :
CAua2 doTy Paps (t)
0T, (t
35 ST +OTs() + Adrak
d’ou :
Cana?
T =
3K

;. R R . doTs A N N
I est évident que 7 est homogene a un temps puisque 7<5;* doit étre homogene a une

température d’apres I’équation différentielle.

On donne Py = 0,375 uW et % = 700kHz.

La température de la nanosphére est initialement Ty. Justifier que la température Ts(t) se met
sous la forme approchée :

FPo
dTka

Ty(t) ~ Ty + (1 + cos(2t))

La solution de I’équation différentielle précédente est la somme de la solution générale
de l’équation homogene \exp(—t/7) et d’une solution particuliére qui est elle-méme la
somme des solutions particulieére correspondant séparement aux seconds membres Py et
Py cos(2t) (en raison de la linéarité de ’équation différentielle).
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e Pour un second membre égal a F :

P,
0Ty = 22

ATka

o Pour un second membre égal & Py cos(2t)

On passe dans le domaine complexe en cherchant une solution de la forme :
0Tep2 = Re (Ce™™)

ou C est une constante complexe. On a :

. , Py . By 1
Q+1Cet = "9 gt o o 0
(i +1)Ce 47mae —  dmra 14+iQ71

Application numérique : 7 = 2,5x10% x 10716/3/0,6 = 1,4x107'% s donc Qr ~
6 x 107%. On a donc :

Finalement, la solution particuliere est égale a :

P
TRAQ

5T8p = 5T57p1 + 6T57p2 ~ 1 (1 + COS(Qt))

et

_ Py 0
Ty=XAe "+ (1 Q) ~ 1 0
) e +47ma( + cos(Qt)) 47Tm( + cos(Qt)

deés que t > 57 ~ 1077 s.

Q19. Donner lexpression de lélévation moyenne 6Ty de la température de la surface de la sphére et
calculer sa valeur.

En moyenne temporelle :

AN. : 6T, ~ 5°C

Température du gel autour de la sphere

Q20. Interpréter physiquement la constante T, .

C’est la distance caractéristique d’atténuation de ’écart de température dans le gel (par
rapport a la température Tp).
Q21. Etablir lexpression de la constante a en fonction de Py et k.

On remarque pour pour r = a™ :

T(at,t) =Ty + % (1 + cos(t)) = Ty (#)

Par identification, on obtient :

" Armka

10
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Q22. En considérant que a K 1y, déterminer Uexpression de [’élévation moyenne
6T = (T(r,t) —Ty) de la température du milieu contenu dans une sphére de rayon Ty, autour
de la nanoparticule, la moyenne étant effectuée sur le temps puis sur le volume de la sphere de
rayon ry, . L'exprimer en fonction de a,ry, et de 6T, (voir question 19). Evaluer numériquement

oT.
o7 =& <1+exp (r_a>cos (Qt T_CL))
r Tth Tth

On a:
Une moyenne temporelle conduit & :

(67) = =

La moyenne sur le volume de la sphére de rayon ry, s’écrit :

— 3 3 Tth 3a 73
0T = —- ///gr2drsin«9d6’d<p: a3 /t rdrx4W:Ta1at—h
dmry, T dmry, Jo Ty, 2

On en déduit que :

— P
5T — 3 30

21y, STRaryg,

d’ou :

AN. : ry = 0,25 um donc 6T = 0,29°C.

Kook sk >k skosk sk sk sk skosk sk sk sk okosk sk sk skokosk sk sk skokosk sk sk skosk skosk skokosk skosk kokosk sk

3 Troisiéme probléme. Formation d’une crotiite de lave solide

Q1. Quelle est I’équation vérifiée par 0(y,t) ?

Comme T'(y,t) =Ty + (Tr — To) 0(y, ), on en déduit que :

o,
ot Oy?

Y

2v Dt

On introduit une variable de similarité sans dimension n = et on suppose que

f n’est une fonction que de cette seule variable 7.

Q2. Montrer que :

d*0(n) ., do(n)
+ 27 =0
dn? dn
dé
En utilisant la fonction p(n) = #, montrer que :
n

n 2
G(n):A/ e * dz
0

11
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Q3.

En utilisant la régle de dérivation d’une application composée on obtient successivement :

ot dn ot dnp  \ 4VD
et
o _do oy _do 1
dy dn 9Oy dn  2vDt
puis

o 1o (a0 1 0 o 1 i
oy*> 2Dt oy \dn/ 2Dt dn? " 9y 4Dt dn?
En substituant dans I’équation de diffusion thermique on obtient :
de ( y > 11 4%
dn 2v/Dt

2t 4t dn?

ce qui conduit au résultat demandé :

d?6(n) de(n)
o\
dn? +2n dn 0

On remarque que la fonction ¢(n) vérifie ’équation différentielle :

d
d—(p +2n¢ =0 qui a pour solution ¢(n) = Ae
n

ou A est une constante.

De plus, la condition aux limites T'(y = 0,t) = Ty implique que #(n = 0) = 0. Une
seconde intégration conduit donc a :

n 2
0(n) = A/ e dz
0

2 xT
La fonction erf : x —— T / e dz est appelée fonction d’erreur de GAUSS.
T™Jo

La profondeur de interface de solidification ys(t) doit s’adapter d la longueur caractéristique de

la diffusion thermique. Nous supposerons que celle-ci varie proportionnellement a la racine carrée

du temps, de telle sorte que : ns = Qy\/(j% = Cste = A. Cette constante est inconnue et reste d

déterminer.

Montrer que :

ert(n)
erf(\)’

0(n) =

11 faut déterminer la constante A. La seconde condition aux limites montre que 6(ns) = 1
avec 1 = A = Cste selon ’énoncé. On obtient donc :

A 2
0(175):1:A/ e “ dz
0

12
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Q4.

Q5.

Q6.

Il vient :

n _22
/0 e dz B erf ()

0(n) = =
/O/\ 1 erf(\)

Afin d’obtenir ’expression puis la valeur de la constante A, nous allons étudier la soli-
dification d’une tranche de lave d’épaisseur dys entre les instants ¢ et ¢ + dt. On suppose
qu’au sein de la lave liquide, la pression est constante.

Quelle est I’énergie thermique 0Q) libérée par la solidification d la température Ty d’une tranche
dys de lave de surface S en fonction de la masse volumique p de la lave en fusion et l’enthalpie
de fusion massique : Ahgoi1iq ¢

Si dm est la masse de lave solidifiée entre t et t + dt a pression constante, on a :

0Q = —dm Ahsol—>liq = — pSdys Ahsol—)liq

Toute ’énergie thermique libérée par la solidification doit étre évacuée par diffusion dans la lave
solide car la lave en fusion reste a la température Ty. Montrer que :

dys(t) or
p Ahgorsiiq (T) =K (*)
4 dt oy /-,

En désignant par ®(ys(t),t) le flux thermique & travers la surface S en ys, la surface
étant orientée dans le sens +e_z>, on a d’autre part :

3Q = B(yu(0),0)dt = iolue, ) dt =~ (G ) (v = ) St

puisque selon la loi de Fourier on a :

— T T
j—Q) = —kgradT = —k g aj d'ou jo(y,t) = —k g(y,t)
Yy Yy

En identifiant les deux expressions de d@) on en déduit la relation demandée :

dys(t) _ <8T

pAhsol—ﬂiq (Tf) dt ay) (y = Ys, t)

En déduire que :
exp(—A) _ V7
Nerf(\) e (Ty —To)

AhS()l—Hiq (Tf)

On sait d’apres les questions précédentes que :

oT 00 dé 1
Py, t) = (Tr — To) Ly, t) = (Ty — Ty) S -
donc :
d6 1 e N 1
_— = S?t - T _T 5 S = T _T
8(3/ Y ) (f O)d(n)XQ\/ﬁ (f O)Tﬂ-erfA)X2\/ﬁ
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D’autre part, comme ys(t) = 2A v/ Dt, on en déduit que :

ddys—sz \[—)\\/>

En substituant dans le résultat de la question 5, on obtient :

D e‘AQ 1
Ahgorstia (TH) M/ = = 6 (Tf — T,
p Ahsolstiq (T) A , w (Ty —To) Trety) < 7o

d’ou :

—)\2
e D
VT A (1)) x P2 = Y™

Xerf(\) (Tf —T) - W Ahsol1iq (T7)

en utilisant la relation D = &

Quel algorithme informatique peut on utiliser pour obtenir la constante X numériquement ? Ex-
pliquer en quelques mots son fonctionnement.

_ .
X - c (Tf o TO) Ah‘SOl—)llq (Tf)

est une constante numérique. Il s’agit de trouver a quel moment la fonction F' : A —

2
%f()\) atteint cette constante. On peut procéder par dichotomie. Le principe est le sui-
vant :

(a) on considere deux points de départ A\; et As tels que F'(\;)) > X et F'(Af) < X
(b) On évalue F' ( ﬁ)‘f)
XA

o sila valeur obtenue est plus petite que X, alors la solution est entre \; et =
)\¢+)\f
=5t

On remplace Ay par

e si la valeur obtenue est plus grande que X, alors la solution est entre ==

Az. On remplace \; par #

(c) On renouvelle I'opération jusqu’a ce que l'intervalle Ay — \; soit assez petit.

On peut aussi utiliser la méthode des tangentes de Newton qui converge plus rapidement.

A Vaide de la figure, estimer la valeur numérique de . En déduire l’épaisseur de la croite de lave
siz mois apres l’éruption. Comparer votre résultat a ceux de la figure 77.

On a:
Jr

7A iq(Tr) =
(Tf—T) hsol—)lq( f) 0708

L’antécédant de 0,708 par A — %;(A) est environ égal a A = 0,8 d’apres la représentation
graphique. Pour estimer I’épaisseur de la crofite, on calcule :

ys = 22V Dt =2 x 0,8 x \/7-10~7 x 180 x 24 x 3600 ~ 5,3 m

Graphiquement, on lit un résultat du méme ordre (qui concorde surtout avec Makaopuhi).
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