MP1&2 Janson de Sailly Corrigé du DS n°4bis

| Corrigé du DS n°4bis (Centrale-Mines) |

1 Ressources minieres de la Sibérie. CCINP MP 2022

A - Le diamant

Q1. a) Le potentiel chimique d'une espece chimique By est défini a partir de I'enthalpie

libre G par :
oG
1(By) = < )

ony, T,Pngxy

D’apres le cours la variété allotropique la plus stable de carbone a 298 K et sous 1
bar est la forme graphite :

b) On exprime la différentielle de ’enthalpie libre du corps pur monophasé :

6G> <8G> <8G)
=-5dT P =|== P — T —_—
dG SdT +V dP + pdn <8P T,nd + a7 P’nd + n T’Pdn

Par identification, on obtient :

B 8G>
V—<mam

D’autre part, par I'identité d’Euler pour les grandeurs exensives, G = nu et V =

nVmol. On en déduit que
_ 0#)
Vol = (ap .

c¢) Le volume molaire s’exprime en fonction de la masse molaire M et la masse volu-
mique p :

M
Vmol =
p

Le volume molaire est constant, car la masse volumique est invariable. On se place
a T =298 K, et on primitive par rapport a la pression :

H = Vmolp+f(T)
Comme p° = Vipot P° + f(T) on en déduit :
M
W, P) = p*(T) + Vinal(P = P°) = p°(T) + =~ (P~ PY)

Les deux variétés allotropiques seront en équilibre a T = 298 K lorsque leurs po-
tentiels chimiques seront égaux (on utilise un indice 1 pour le graphite et 2 pour le

diamant) :
. M(C 5 5 M(C 5
(1) + M (p_pey sy + M9 (p_ pey
p1 P2
Soit
py — H19

P=rp°
MO (E-2)

AN : P =14 GPa

d) Ces conditions ne peuvent étre atteintes que pour de tres grandes profondeurs, ou
bien dans des conditions réalisées a la suite d’un impact de météorites (mais égale-
ment dans I'industrie du diamant de synthese).
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B - Le nickel

Q2. La masse molaire atomique du nickel vaut :

ol z; est le pourcentage molaire de 'isotope ¢ et M; sa masse molaire. On obtient numé-
riquement :

M = 0,6808x58+0,2622x60+0,0114x61+40,0363 x 624 (1—0,6808—0,2622—0,0114—0,0363 ) x 64
AN : M = 58,76 g.mol~*

Q3. a) On représente la maille cfc (vue éclatée, puis vue d’une face avec contact entre
atomes) :

aréte g

diagonale
d'une face a./2

La population d’une maille vaut :
1 1
XgToxg
On détermine le parameétre de maille a & partir de la masse volumique :
N M (Ni) . 5 N M (Ni)
p=—7—g3 S0t a= {/ ————
Naa Nap
AN : a = 353 pm
On en déduit le rayon atomique a l’aide de la condition de contact :
2
R(Ni) = a2
4
AN : R(Ni) = 125 pm
b) On représente les positions des sites tétraédriques et octaédriques :
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On cherche la dimension d’un site octaédrique :

On obtient :

2ro + 2R(Ni) = a soit ro = % — R(Ni)

AN : ro = 52 pm

Les atomes de fer sont plus gros que les sites octaédriques et tétraédriques, on en
déduit qu’on ne peut pas former d’alliage d’insertion. Il s’agit donc d’alliages de
substitution.

Q4. a) L’enthalpie libre standard de réaction s’écrit :
AGY = AH® —TA,S° soit a=AH®etf=—A,5°

On utilise la loi de Hess pour trouver A, H° en sachant que AyH° (Ni(s)) =0:

a=AH® = ApH® (Ni(CO) ) — 4A,H® (CO(y) = — 188kJ.mol !

On utilise ensuite la définition de ’entropie standard de la réaction :

A,S° =52 (Ni(CO), ) =SS, (Nigy) — 485, (CO(,y) = —502 JK L.mol™!
4(0) (s) (9)

dou | = —502 J K .mol™?

b) Pour un équation-bilan de changement d’état :

Ay H°
Tvap

AvyapS° =95 J.K l.mol™!

c) On se place a la température Ty, ol coexistent les trois équilibres suivants :
(1) Ni(s) + 4CO(g) = Ni(CO)4(g)
(3 Ni) +4COy) = Ni(CO)4(g)
On remarque que (3) = (1) + (2) et donc :

(
)

AH® = ApHY + Ayap H® = — 158 kJ.mol ™!

et
A,S° = ApSY 4+ AvapS° = — 407 J K mol ™!

3
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Ces valeurs sont calculées a T, mais elles sont valables pour T' > Ty,, puisque dans
Iapproximation d’Ellingham, A, H° et A,.H° ne dépendent pas de la température.
Comme A, G° = A, H° —T A,S5°, on en déduit que :

o = A, H®°=—158kJ.mol™! <0

L . . 1
la réaction est exothermique dans le sens direct — et

B =—-A5°=407 JK ' >0

Le désordre diminue dans le sens direct puisqu’il y a moins de moles de gaz.

On calcule les constantes d’équilibre a 'aide de la relation :

K°(T) = exp <—AT§;(T)> soit K°(T) = exp <—O/;;,ﬁ/T)

AN : K°(50°C) = 1,97x10% et K° (220°C) = 3,00x107°

La réaction est tres avancée dans le sens direct & 50°C ce qui justifie le choix de
la température dans le premier réacteur. En revanche elle est tres limitée dans le
sens direct a 220°C. La constante d’équilibre de la réaction inverse vaut 1/K° =
3,34x10%, ce qui fait que c’est la réaction inverse qui est favorisée, d’otl le choix de
la température dans le second réacteur.

Comme A,H° < 0, la loi de Van’t Hoff indique qu’une élevation de température

diminue la constante d’équilibre et déplace donc celui-ci dans le sens indirect +—.
On a donc pas intérét a augmenter 1" dans le réacteur 1 mais c’est indiqué dans le
réacteur 2

Si on augmente la pression de maniére isotherme, d’apres la loi de Le Chatelier,
on déplace I'équilibre dans le sens d’une diminution du nombre de moles de gaz,

. 1 s . \ .
dans dans le sens direct —. On a donc intérét a travailler & haute pression dans le
premier réacteur et a basse pression dans le second.

La réaction étant exothermique, les fours s’échaufferaient si on n’utilisait pas d’eau
de refroidissement. Il est important de rester a une température proche de Ty, pour
avoir une réaction déplacée dans le sens direct.

Pour maintenir le réacteur isotherme, ’eau doit évacuer une quantité de chaleur
égale a celle produite par la transformation d’une tonne de minerai de carbonyle :

m

Q=-nA.H° soit Q=-— NN

A H®

AN : Q = 2,7x10° J

On applique la loi d’action des masses a I’équilibre chimique :

. TNi(CO) PoN\?
o= 0 ()
co

en sachant que zco =1 — znj(co),- On obtient en notant x = xj(co), :

=gt ()

4
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On calcule numériquement le quotient réactionnel avec x = 0,66 : Qreq = 6,2%
1073. On obtient un trés bon accord avec la valeur de K° (160°C) = 6,3x1073, ce
qui valide x = 0,66 a 1’équilibre.

On constate que la proportion de tétracarbonyle formé (66%) reste intéressante
et l'intérét est d’augmenter la vitesse de réaction (favorable pour la cinétique). La
température de 160°C associée a une haute pression est un choix industriel judicieux
pour extraire les impuretés du minerai.

2 Glissement d’'une gomme sur une barre en mouvement

I. L’axe de rotation de la barre est vertical

ANl B

X ;

1) Etudions la gomme de masse m dans le référentiel de la barre (R;) non galiléen et muni
du repere d’espace (Oxyz). En I'absence de glissement, la gomme est immobile dans ce
référentiel.

Bilan des forces (BDF) :
e Poids : m? = —mge_z>
e Réaction normale exercée par la barre : ﬁ =Ne,
o Réaction tangentielle exercée par la barre ? =T, e_g + T, e_;
1l faut faire attention au fait que 7 est dans le plan tangent au support et possede
donc ici deux composantes T, et T,.

H
o Force d’inertie d’entrainement : Fj, = mw?L e, (on néglige I’épaisseur de la barre et
la gomme est supposée ponctuelle)

o La force d’inertie de Coriolis est nulle puisque la gomme est immobile dans (Rp).

Principe fondamental de la dynamique (PFD) projeté dans la base (@, @, e_z>) :
0 =—mg@ +Toer +Tye + Nel +me’L e
d’ou :
T, = —mw’L
T, = 0
N = mg

L’absence de glissement ne peut persister que si :

T 2y :
%<fs<:>w<fs doun w < ng
IVl g

W = \/ fzg A9 rads! = 0,3 tour.s™

On a donc :
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2) On reprend la figure du texte :

A

a) Etudions le systéme { barre + gomme } dans le référentiel terrestre (Ry) supposé
galiléen. 11 est intéressant d’introduire la base polaire (e;,e3) (qui est d’ailleurs
confondue avec e_g et e_y>) pour projeter les relations vectorielles.

Le moment cinétique du systeme { barre + gomme } est la somme des moments
cinétiques : NN _
Lo = Lo(barre) + Lo(gomme)

avec Eg(barre).e_z> = Jb et :
L_O>(gomme) :(ﬁ/\mﬁA/RT = Le, AmLOej =mL*6e;

d’ou :

L@ = (J + mL%)é

Remarque :

On aurait pu écrire ce résultat directement en remarquant que le systéme { barre
+ gomme } forme un solide en rotation autour de 'axe fixe Oz et dont le moment
d’inertie par rapport & Oz est égal & J + mL?.

BDF externes appliquées au systéme :

—
o Liaison pivot parfaite : Mo(pivot) L [

o Poids de la barre : ]\70>(poids barre) = (OG, AMg) Lel
o Poids de la gomme : ]\70>(poids gomme) = (0—121 AMG)Le;.
o Moment exercé par le ressort spiral : M—>O (rs)=—Cle;

On applique le théoréme du moment cinétique (TMC) en projection sur el

. . 3C
+mL?)0 = — "ov A T a0 =
(J +mL*)0 Co dou 9+<M 3 )L29 0

Il s’agit d’un oscillateur harmonique de pulsation propre 2 = , /W. On a
donc :

0(t) = Acos(t) + Bsin(Qt)

et les conditions initiales entrainent : A = 6y et B =0 d’ou :

10(t) = 6 cos(t) |
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dt dt
——
au vecteur ﬁ = OA et aux référentiels R = Ry et R = Ry avec Qp /R = o
conduit directement & :

- (U aw\ g
b) La formule de dérivation vectorielle = + Qg/yr AU appliquée
R R

V(A)jry = V(A)r, + & AOA

En utilisant & nouveau la formule de dérivation vectorielle au vecteur v (A) IRy

dv (A dv (A
/Rt /R

et en remplagant 7(A) /Ry avec l'expression démontrée précédemment, on obtient :

H
T (A)jry = d(mA)/R’;JwAOA) + DA (T (A)g, +ﬁA(T>4)

/R

T (A)jry = (W) +‘ngT>4+z?A7(A) Ry AT AT (A) e, + TN (T A OA)
/R

On reconnait :

dv (A
e D'accélération relative : @ (A) = M ;
/Rr &),
Ry

e l'accélération de Coriolis : ac(A) = 2 A 7(14)/7217 ;

do
e l'accélération d’entrainement @o(A) = G AOA + WA (WA O—1>4)

¢) Etudions la gomme dans le référentiel de la barre (R;) non galiléen. Celui-ci est en
rotation non uniforme autour de l'axe Oz (fixe dans R) avec un vecteur rotation

W =0¢el.
BDF :
e Le poids — mge_z>
e La réaction normale de la barre Nz =N e_g
e La réaction tangentielle de la barre ? =T, e_z> + T, e_y>

e La force d’inertie d’entrainement :

Fﬁ——ma_g——mf/\a—mﬁ/\(ﬁ/\ﬁ)

:fmée_;/\ LaerG'QLe_I>

= —17’LL¢'9'e_y>+m0'2Le_I>

o La force d’inertie de Coriolis est toujours nulle puisque la gomme est immobile

dans (Ry).
PFD projeté sur la base (EJZ, e_y>, e_;) :
T, = —mL6?>=—mLQ?62 sin?(Qt)
T, = mL0=—mLQ?0,cos(Nt)
N = mg
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d) On pose y = sin?(Qt). Etudier H?H en fonction de y. En déduire que la masse m
reste posée sans glisser sur la barre si :

fsg fsg
T2 lorsque 02 <1
0y <
fsg fsg
T2 lorsque 102 >1

On a donc :
H?H = /T2 + T2 = mLQ 6, \/03 sint(Qt) + cos2(Qt) = mLO*0p\/ 3 y2 —y + 1

Comme les variations de ||?|| sont celles de la fonction f : y — 02 y?> —y + 1, nous
allons étudier f qui est définie sur l'intervalle [0, 1]. Nous avons :

Vyel0,1], fy)=26y—1

Le tableau des variations de f s’écrit :

L
y |0 20 1
f'(y) - 0 +
1
1
1=z

On veut que la gomme reste toujours sans glisser sur la barre, c’est a dire pour
tout ¢ et donc pour tout y € [0, 1]. On peut formaliser cela de la fagon suivante :

fs9
LO2

VyE[O,l], %<]PS = b f(y)<

Ceci sera réalisé si et seulement si :

[s9
fo Joax W) < 73

Goynea[%ﬁ] f(y) = 6pmax(1,6p) dou |Bymax(1,6y) < I:f;)% (%)

Il s’ensuit la discussion suivante :

fs9

o Sify <1 alors (*) implique que la gomme ne glisse pas si 0y < ek
m

e Sil < 6y alors la gomme ne glisse pas si 6y < 4/ ga%, ce qui n’est possible que
fs9

il< .
si T2
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[s9

Application numérique : Q = 1,17 rad.s™! = T2

= 3,37. On en déduit que

I’angle initial maximum est :

| Isg 0
Olim = T2 1,69 rad = 97

II. L’axe de rotation de la barre est horizontal

La barre est maintenant en rotation autour de ’axe horizontal Oy fixe dans le référentiel
terrestre (la liaison pivot sera encore supposée parfaite), la rotation étant repérée par 'angle 6
entre OX et AB, OX étant un axe fixe dans (Rp).

B

1) a) Onapplique le TMC au systéme { barre + gomme } dans le rérérentiel terrestre (Rr)

galiléen. Le systéme étant immobile, la somme des moments des forces extérieures

par rapport & Oy (axe de rotation) est nulle. On travaille dans la base (ez, &, €3)

(base de projection). Ces moments sont :
_>
e —Cley

e Le moment du poids de A :
—
OAAMY :Le_gc>/\mg(—c0893+sin96—x>) =mglL cos@@>

e Les moment du poids de la barre et de la liaison pivot sont nuls.

Projetons sur @) :

C

—COcq +mgL cosleqg =0 dou |cosley = —
mg

Oeq

b) Le systéme précédent étant en équilibre dans le référentiel terrestre, la gomme est
elle aussi immobile : la somme des forces qui lui sont appliquées est nulle. Or la
gomme est soumise & :

e La réaction normale de la barre : ﬁ =N e—;
o La réaction tangentielle de la barre ? =T, e_;g + T, e_y>

e Le poids : m? = mg (— cos Qeqe_; + sin O, e_gZ)
Deﬁ—i—?—i—m?:ﬁ)ontire:

= —mgsinbe,
0
mg cos Oeq

238
I
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c) La gomme ne glisse pas si :

17

I~ < fs = ‘tan Oeq < fs donc 6, < arctan fs

Avec les valeurs numériques de ’énoncé on trouve : 0, < 11,3°

On résout ensuite a ’aide de la calculatrice I’équation :

0,2
’ Ocq = 4,08 0
(10.1073) x 9,81 x 0,5 4~ 77 "

et on trouve : 0, = 0,238 rad = 13°

cos g =

Le ressort spiral étudié n’est donc pas suffisant pour maintenir m sur la barre.
2) Résolution de probléme :
On commence par appliquer le PFD a la gomme en supposant que celle-ci ne glisse pas.

Pour changer, faisons-le dans le référentiel terrestre (R ) galiléen mais en travaillant dans
la base (e_gc>,e_y>,e_z>) :

OA=1Le] ; ?A/RT:L(dE) =—L0e. et Tam,=—Lbe.—Lo%e;
R
On obtient donc : )
—mL§?> = T,+mgsinf
0 = T,
—mLl = —mgcosh+ N

1l faut donc déterminer 8 et 6. Pour cela on peut appliquer le TMC au systéme { barre
+ gomme }. Une démarche analogue a celle de la question de la question 1) a) conduit
a ’équation :

(J +mL?) 0 = mgL cos = é:mCOSHngcosé
m
avec :
o — 3mg
"N (M +3m) L

En multipliant cette équation par 6 et en intégrant on obtient :

0% = 2w2sinf + C'  avec C constante

Comme 6(0) = 0 et §(0) = 0, il vient C' = 0, d’ot1 | #? = 2w3 sinf|.

On réinjecte les résultats dans les expressions de T, et N pour trouver :

M+9 M
Tx:—mgﬁ sinf et N:mgm cos
On remarque que N > 0; N ne s’annulle pas et donc la gomme ne peut pas "décoller'

de la barre.

L’absence de glissement ne peut persister que si :

IT1 _ .

. %l M+9
IV N

m
< fy = —7 tand < fs

soit :

M AN
0 t ( 7> = 10,5°
< arctan | f A+ om

10
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3 Chutes d’arbres. Mines Ponts PC 2019

A Chute d’un arbre mort

Les biicherons utilisent des cables pour tirer sur des arbres, et s’assurer qu’ils tombent du
bon c6té. Mais les bilicherons font preuve de bon sens. Les deux images ci-dessous, extraites d’un
manuel de blicheronnage, indique la situation dans laquelle les biicherons ne doivent jamais se
trouver, ainsi qu'une fagon correcte d’agir pour faire tomber un arbre.

< distance au moins egale —
a la moitié de sa hauteur

direction de chute

zone de ohut®

Les biicherons ne se mettent jamais dans la zone de chute prévue. Ils utilisent une poulie
accrochée a un autre arbre, et ils placent un treuil loin de la zone de chute prévue. Les biicherons
peuvent alors travailler en sécurité.

Q1. Le cable étant sans masse, la foce exercée par celui-ci sur le blicheron vaut —?. A
I’équilibre, la somme des forces qui s’exercent sur B est nulle :

N - -
—mguz—?—i-]h: 0
En projection sur les deux axes :

{NQ = mg— Fsina
T, = Fcosa

D’apres les lois de Coulomb, I’équilibre du biicheron ne peut persister que si :

T
||N2|| < f dou Fcosa< f|mg— Fsinal = f(mg— Fsina)
2

puisque mg > F. On obtient donc :

Jfmg

= Fax
cosa + fsinao

Jfmyg

Frnax:
cosa + fsina

11



MP1&2 Janson de Sailly Corrigé du DS n°4bis

Q2. A Déquilibre, la somme des forces qui s’exercent sur 'arbre est nulle :
. = =
—Mguz+7+R1 =0

n projection sur les deux axes :

{Nl = Mg+ Fsina
Tn = —Fcosa

L’équilibre de ’arbre ne peut persister que si :

|Ty Fcosa

d
</ donc Mg+ Fsina

<
| V1] !

ce qui conduit & :
F(cosa— fsina) < fMg

et comme tan a < % on en déduit que 0 < cosa — fsin a, ce qui entraine que :

JMg /
Fe— 179 _p
< cosa — fsina max

Comme M > m et cosa — fsina < cosa + fsina, on en déduit que Fyax < ... Pour

max-*
F < Fhax, arbre ne glisse pas.

12
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Q3.

Q4.

Q5.

Q6.

Q7.

Qs.

Le poids de 'arbre est une force Mg qui s’applique au centre de masse G de 'arbre :
— . OC " . H_ N .
Mo (poids) = OG AN Mg = —aum—i—?uz N(=Mg)u, = —Mgau,

et donc :

~ T
I'y = uy.Mo(poids) = —Mga

Le moment en O de la réaction du sol est nul. La rotation de I’arbre commence si I'g+1"y >
0. Donc si I'p > Mga. La valeur minimale de I'g est donc M ga.

Le moment en O de la forces ? est :
—
MO(?) —OCANF =/{sinau, A F(cosaty —sinat,) = Flcosa sinaiy

d’out

1
I'p = Flcosasina = §F€sin(2a)

Le moment I'g est maximal si |a = «;, = % .
Dans la situation étudiée :
' = Fflcosasina £fmg cos asin v
F —Jmg___ donc I'p = cosa + fsina
cos a+f sin a
On a donc
14 14 1 1
I'p=— g — = I° avec Ola) = ——— +
Fona T cosa D) fsina  cosa

Si ay,, désigne la valeur de o pour laquelle I'p est maximale, o, est la valeur de o qui
rend ¢ minimale. Or :

do Cos & n sin «
da fsin2a = cos?a
Cette dérivée s’annule si -S5& = Sia " done si tana = —=. L’angle optimial est
fsin® o cos® {’/}7

_ 1
Q,y, = arctan 5—\/?

Si f =1, 'angle optimal est a,, = arctan1 = 7.
La tension du cable est F' = 707 N. La longueur de la corde est £ = 14 m.

Le bficheron est dans une situation dangereuse : il est a 10 m d’un arbre de 20 m de
haut qui va tomber. Il est temps pour lui de faire une figure représentant la situation en
faisant apparaitre les différents parametres, d’exprimer 1’énergie potentielle de pesanteur
E, de I'arbre en fonction de M, g, H, a et 6. Il peut ainsi déterminer I’angle critique 0.
Deés que l'arbre passe par I'angle critique 6y, il peut lacher le cable et courir tres vite!

L’énergie potentielle de pesanteur de larbre est E, = Mgzg. Or (cf figure ci-dessous) :

13
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zq = O—éﬂz = <;{ el — a@) U, = %cos(@) + asin(0)

et donc

E,= Mgy (g cos(0) + asin(9)>

L’énergie potentielle passe par un maximum pour % = 0, ce qui conduit & —g sin(6) +

acos(f) = 0 et donc tan(f) = 24 soit :

2a

0 = 6y = arctan <ﬁ>

Lorsque 6 est supérieur a cette valeur, I’arbre tombe sur le biicheron.

B Chute d’un arbre vivant

Q9. Un vent violent a une vitesse de l'ordre de 100 km/h ce qui fait U ~ 30 m/s.

Q10. La force élémentaire 5? » qui s’exerce sur la tranche comprise entre z et z 4+ dz s’applique
en M de coordonnées (—2a, 0, z). Son moment élémentaire en O s’écrit :

- = —~ —~ —~ —~
oMo = OM A 5? = (—2aty + zu;) A 20C,paU? A2y = 2aCpaU? 2 dz Uy
Le moment résultant en O est la somme de ces moments élémentaires :
= H N N
Mo, = / 2aC’xan2 zdzuy = aC'gcan2 H? Uy
0

et donc :

_> R
L'y = Mo y.uy = aC'Ian2 H?

I(0%) = BT

Iy (6c) =To(8—1)

Or I, (07) = Ty, donc 8 = 1. Dans ce cas I, (6.) = 0. On constate sur la courbe que le
couple s’annule pour # = 10°, donc 6, = 10°

Q11. On considére la formule : T',.() = Ty (ﬁ + 49% — 5%). Alors {

Avec T',(0) =Ty (1 + 4% - 52—;) on obtient :

dr”_r <4_109>
a0 ~ °\g. 62

C
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Q12.

2
Cette dérivée s’annule si 0 = %00. D’ou |6, = 590 =4°|. De plus Iy, = ' (0,,) =

Lo (1442 —555), donc T, = 2T.

Finalement :

2 9
am:gec et Fm:gro

Les données "expérimentales" permettent d’estimer 6, = 4° ce qui correspond a la valeur
précédente et Ty, ~ 1,71, ce qui differe de 5% de la valeur précise.

D’apres le théoréme scalaire du moment cinétique, si .J est le moment d’inertie de ’arbre
par rapport a l'axe Oy, alors :
JO=T,.0)+T,

Les positions d’équilibre correspondent & V¢, 6 = 0 et sont donc les racines de 1’équation
r.(0)+1r,=0.

Comme T',(0) = 0, # = 0 ne peut étre une position d’équilibre que si I';, = 0 (pas de
vent). Si on écarte légerement l'arbre de cette position d’équilibre en faisant 6 = & > 0,
comme I';(g) < 0, le moment aura tendance & ramener I’arbre vers sa position d’équilibre
6 = 0 : celle-ci est donc stable. Bien siir, pour que cela fonctionne il ne faut pas un seul
souffle de vent !

On étudie maintenant des positions d’équilibre possibles telles que 0¢q, # 0. Graphique-
ment, cela correspond aux abscisses des points situés a l'intersection de la courbe I'.(9)
et de la droite horizontale —I', < 0. Plusieurs cas se présentent :

I (0) Cos 1 I'(6) Cas 2
as as

eéqul 0équ2 (90

Cas 3

15



MP1&2 Janson de Sailly Corrigé du DS n°4bis

e Cas 1Ty < —TI'y <0 :1 seule position d’équilibre.
Cela correspond & I', < —T'g = |[Tg| donc p <1
e Cas 21, < —-T', <Ty: 2 positions d’équilibre

On rencontre cela lorsque I', > =Ty = [Tyl et I'y, < =T, = |I'| = 1,70
Finalement, ce cas est réalisé lorsque 1 < p < 1,7

e Cas 3 —-I', <T', : aucune position d’équilibre

Dans ce cas 'y > —I'y, = [I'),| = 1,7|To| donc p > 1,7

Etude de la stabilité

En I'absence d’énergie potentielle on peut étudier la stabilité d’une position d’équilibre
en regardant ’équation différentielle des petits mouvements au voisinage de cette position
d’équilibre. On pose : € = 6 — gy et on fait un développement limité de I'.(6) + I', au
voisinage de fgqu.

dr,
I (0) + Ty =T (0equ) + T +—d9 (Oequ) (0 — bsqu) + -
N———
=0
Le TMC conduit a : L dr
F g ap Ve =0

Une position d’équilibre stable conduit & une équation d’oscillateur harmonique. Comme
J > 0, cela implique que :

dr,
dé

Equ Stable <= (Oequ) <0

En conclusion :
Dans le cas 1, fsqu est instable. Dans le cas 2, ¢qu1 est stable mais O¢qu2 est instable.

Cependant une rafale peut faire basculer 'arbre. D’autre part, le comportement des
racines varie surement avec le temps.

Q13. Le théoreme scalaire du moment cinétique s’écrit :

.. 2
JO =T.(0)+T, =T (1 +49ﬁ - 5%) —plo

[

d’ott en multipliant par 6 et en posant u = 6 /0. :

d [ Jb? du du
— [ == ) =T (1 +4u — 5u?) — — pLof.—
dt<2) offe (1+4u—5u”) = plobe g,

d 5
=Ty0, T <u +2u® — §u3 — pu)
Sachant que 6(0) = 0 et 6(0) = 0, cette équation s’intégre en :

1. 5 5
§J02:F090 (u+2u23u3pu> :—FOQ (p]_2u+3u2>
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Q14.

et donc :

5
P(u):pflfQqugu2

L’arbre pourra étre déraciné si § ne s’annule jamais dans lintervalle 0 < 8 < 6,, ce qui
signifie que le polynéme P(u) ne doit pas s’annuler dans l'intervalle 0 < u < 1.

Or P(u) est minimal lorsque P’'(u) = 0, c’est & dire pour u = u,, = 3/5. Pour cette
valeur on calcule P(3/5) = p—1— 2. Si on veut que P(u) reste strictement positif, il est
nécessaire que :

3
p>1—|—5:1,6 d’ou p.=1,6

Pour cette valeur on a :

r
Ty = aCup UH? = p.|To| dou |U = _Pellol  _ 12,7 m.s™! =46 km.h !
aCyppo H?

On a dans cette question p < p. : 'arbre ne sera donc pas déraciné. Le graphe de
P(u) = % —2u + %uQ est donné ci-dessous :

P(u)
Zone interdite au
mouvement

T

Umax

Comme 62 > 0 le mouvement ne peut se faire que dans la zone ott P(u) > 0, ce qui
correspond & 0 < u < Umax OU Umax €st la racine de P(u) qui est strictement inférieure a
1.

Le discriminant vaut A = %. Il y a donc deux racines positives :

24+4/3 644
,u’:t = =
2x5/3 10
On a donc umax = %, ce qui correspond a BOpax = 2°. Ce sont donc de trés petits

mouvements. En pratique les mouvements finissent par s’amortir en raison des effets
dissipatifs comme les frottements
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