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I.
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1.B.2)

1.B.3)

1.B.4)

I1.B.5)

Ondes de Schumann. Centrale TSI 2011

R = 6400 km et h = 100 km. Le rayon de la Terre est donc tres supérieur a la distance
entre les deux parois conductrices, ce qui permet localement d’assimiler les surfaces a
deux plans paralleles.

Une onde électromagnétique correspond a la propagation simultanée de champs électrique
et magnétique.

Dans le cas d’une onde plane, les surfaces ot I’onde prend la méme valeur a chaque instant
t sont des plans. Dans le cas étudié, cela se traduit par le fait que les champs E et B ne
dépendent que de z et de t.

Une onde progressive se propage dans le sens des x croissants.
Une onde monochromatique ne contient qu’une seule fréquence. Elle est de la forme :

s(x,t) = Sy, cos(kr — wt + @)

L’intérieur de la cavité étant supposée vide de charges et de courants :

— —
divB}f =0 divEl =0

— Ef ——  oBF
1"—0_%32r = M0€Q I‘—O_%E; = — 8tn

En utilisant ces équations et le formulaire, on peut écrire :

— — Yo 1 92BF
ot (5l B) = -8 =l (o ) - L0

ot 2 o2

On en déduit par projection sur 'axe Oy avec

— 0’B 1 0°B)}
B; = B;{(.ﬁb‘,t)e—y) C 8$2n = _07 ath

On obtient alors k2 = (“’7”)2

— —
Il faut pour tout = que B, (z4) = B, (z_). Cela suppose donc que la circonférence de
la cavité soit égale & un nombre entier de longueurs d’onde : 2r R = nA,

fi =746 Hz; fo = 149 Hz; f3 = 224 Hz; on trouve des valeurs proches de celles
mesurées expérimentalement.

L’onde étudiée est une onde plane se propageant dans la direction de 'axe Ox avec :
—
B, = B[(x,t)¢,

, . - —
Le champ électrique est donc de la forme E;f = Ef(z,t)el.

—
" — 2 v -
La projection de rot E;f = — ﬁtn sur 'axe Oy permet d’écrire :
—
E = —¢ By, cos (wnt — k) er
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_> %
I.B.6) a) B, (z,t) = Boy, cos (w,t + knz) €

b) On a alors :

— — —
By (x,t) = B;l (x,t) + B, (x,t) = 2Boy cos (wyt) cos (k) €

en utilisant la relation de trigonométrie donnée.

De méme :
— — —
En(mat) = E:(ZE, t) + E,;(:E,t)
= —cBoy, cos (wpt — kpx) e, + By, cos (wnt + knx) el
et donc :

_>
Ep(x,t) = —2¢Bop sin (wpt) sin (k,x) €

en utilisant la relation de trigonométrie donnée.

L’onde résultante est une onde stationnaire. Elle est aussi polarisée rectilignement
selon e_z>

R = = - = —
I.B.7) A linterface entre deux milieux 1 et 2 : Fy — F] = %n—lg) et By — By = ugjs A n—12>
L’ionosphere et la Terre sont considérées comme étant parfaitement conductrices. Les
champs E et B y sont donc nuls.

on(2=0) =

_>
e On obtient alorsen z=0: FE, = o € donc :

‘O'(Z =0,z,t) = —2ceg Boy, sin (wpt) sin (kyx) ‘

= —
La densité surfacique de courant est donnée par B,(z = 01) = ugjsn(z = 0) A er.

On en déduit :

— B 2B
Jen(w,z2=0,t) = ——" &7 = — 0 cos (wnt) cos (knz) €
Ho Ho
— _
e Deméme en z = h: Ey(z=h")=—22E=Rg7 qone :

€0

‘O’(Z = h,x,t) = 2ceq Bop sin (wyt) sin (k) ‘

= —
et comme By (z =h™) = —ppjsn(z = h) A €7, on obtient :
— B 2B
Jenl@,z=ht) = " er = 0 cos (wnt) cos (knz) €5
Ho Ho

I.C Facteur de qualité de la cavité atmosphérique
I.C.1) L’énergie électromagnétique volumique a pour expression

.%
|Bal? _ 2B3,

=—||E
tem 2 1]+ 2410 Ho

(cos? (wnt) cos®(knz) 4 sin® (wpt) sin?(k,z))

32
Sa valeur moyenne temporelle vaut donc : (Uepm) = TR
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L’énergie de la tranche considérée s’obtient alors par intégration :

= /// (Uem ) dzdydz
tranche

On obtient :

I.C.2) a) La densité volumique de courant J,, s’exprime en A.m~?2 et la densité surfacique de
courant jg, en A.m~! donc d;, est bien homogeéne & une longueur.

7112
b) ps =120

c) L’énergie dissipée dans la Terre est dissipée dans une couche d’épaisseur dy,, la den-
sité volumique de courant étant nulle pour une profondeur supérieure. La puissance
volumique dans cette tranche s’écrit :

| Tn(@, 2, ) _ Nldon(z,2 = 0,0)|* _ 4B3,
o 62 1307, vt

Py = cos?(wnt) cos? (knx)

La puissance dissipée par effet Joule dans la tranche terrestre considérée s’obtient
alors par intégration de pj; dans ’espace :

P n—/// cos t) cos? (kpx) dr
It tranche Modtn')/t ( ) ( )
cos (wn ) 6tnb / cos? (kpx)dz

M05t2n7t
2BOn 2

= cos”(wpt)A\,b
M%fstn% (©nt)An

L’énergie dissipée par effet Joule sur une période est I'intégrale sur le temps :

Tn 2B2 T, B3, \.2mb
WJtn = PJtn dt On b)\ = ) On il
0 Moétnf}/t 2 ,uo(stn’}’t Wn,

On obtient finalement, en utilisant ’expression de la conductivité donnée dans

92 7. _ 2 .
I’énoncé : v = Towd?

Bgn 5tn bﬂ)\n
Ko

WJtn =

Bgném b\,
Ho

d) De méme : | Wy, =

e) ‘WJn = Wytn + Wyin ‘

2h

I.C.3) On obtient alors | Q,, = oo
in tn

AN Q1 = 10%] et | Q2 = 1,5.10%),

Ces deux facteurs de qualité sont suffisamment élevés pour que 'on puisse considérer
les pertes énergétiques dans la Terre et 'ionosphére comme des perturbations et donc
utiliser les expressions des champs déterminées dans la partie 1.B.
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II.

Excitation d’ondes de surface - X PC 1994

A. Réponse du métal en présence du champ électromagnétique

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Equations de Maxwell :

.= P .3 — = OB — = . 10E
divE=— divB=0 rotFk=—— et rotB= + ==
v €0 v : ot : HOI ™ 279
Le principe fondamental de la dynamique s’écrit :
dv - m
m— = —ell — —7
dt T
oz . — S
La densité volumique de courants vaut j = —nev donc :
(9; m - 27
m—,+—j=nek
at 1’
On prend la divergence de I’équation précédente en remarquant que divE = % et que
divf = —% et on obtient :
&p  1dp 2
—+—=4wp=0
oz "ot P

2 _ ne?
avec wp = meo”

En particulier, si la force d’amortissement est négligeable, 7 — 400 et on obtient une
équation d’oscillateur harmonique a la pulsation w, :

62
7p +w2

8752 pp =0

Pour Na, w, = 9,18 x 10" rad.s™, hw, = 9,68 x 107 J = 6,05 eV, Ap = 277: = 205

nm. Ce rayonnement est dans le proche ultraviolet.

Pour Al, w, = 2,40 x 10 rad.s™!, hw, = 2,53 x 10718 J =15,8 eV, )\, = 78,5 nm. Ce
rayonnement est dans 'ultraviolet lointain.

Partant de I’équation obtenue & la question 3), on obtient en passant dans le domaine
complexe :

(m(—iw)+ T) j=ne’E
~)i

On en déduit immédiatement z: 7 (w) E avec :
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7) Partons de ’équation de Maxwell-Ampere dans le domaine complexe et appliquons-lui
I'opérateur rot :

— — p— — 1 drot £
rotrot B = graddivB — AB = _AEZMOVTOtE-I-*QT*
- c

B 0B 1 0’B
T T2 or

compte tenu de I’équation de Maxwell-Faraday. Il vient :

0B 1 9°B

9B _10B 5
ot 2 ot?

AB — poy

Or B est nécessairement de la forme EO expli(kx — wt)]. Les régles de calcul dans le
domaine complexe conduisent donc & :

9 ) w2\ = =
K+ poyiw + =5 ) B=10

Cette équation impose :

2
w .
EQ = 2 + poy w

relation de dispersion pour 'onde étudiée ici.

8) On utilise encore les régles de calcul dans le domaine complexe :

d’apres la question précédente. On en déduit que :

ipoc?y L2

&(w) =1+

En remplagant vy par son expression, on obtient bien :

w?

gr(w)=1- ﬁ
4

B. Etude des plasmons de surface
%
9) L’équation de d’Alembert vérifiée par E; dans le vide s’écrit :

%
— 1 9’E;

N G
=L 2 o2 0

AE = LA lithe — wt)] — K28 (2) explilhe — wh)
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

et

= —w? z(z) expli(kz — wt)]

ce qui implique :

(pilf) + <w2 k2) Gi(z) =0

c2

On veut une solution exponentielle (et non pas sinusoidale) pour chacune des deux com-
posantes &1, et &, ce qui impose (w?/c? — k?) < 0 et donc :

‘w2—02k‘2<0‘

La solution générale de 1’équation différentielle précédente s’écrit :
BL(2) = & s D (012) + &y exp (—a12)

avec ap = / k2 — ‘;’—22 Cette solution ne diverge pas lorsque z — +00 si que si zml =0.

On a:
dé,
divE_l> =0 <— ik‘(oﬁlx(Z)—F(liz(Z) =0

ce qui conduit & :

Vz>0, ik 1z(2) = a1 612(2)

%
Dans l'espace z < 0, E, vérifie 'équation obtenue a la question 8, avec &, (w) = 1— wg/wz
réel. En suivant la méme démarche on obtient :

_>
d?é; 2 —wy ~
&), <w e kz) &(z) =10

Pour avoir une solution exponentielle on veut :

42
w W 2

L k<0 = | —wl-k <0

C

On remarque que si la condition imposée a la question 10 est vérifiée alors la condition
précédente est réalisée automatiquement.

On a comme ci-dessus : R
Ex(2) = Ema exp (a22)

2 2
_ w Wy
2

avec ag = 1/ k2 -

La encore, la divergence nulle du champ électrique impose :

V2 <0, ik (%) = — g &2:(2)

D’apres les relations de passage, seule la composante tangentielle £, est continue a l'in-

terface des deux milieux. En ce qui concerne B, toutes ses composantes sont continues
en I'absence de courants de surface jg.
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17) La continuité de la composante tangentielle de E en z = 0 entraine :

£12(07) = £:(07)

On calcule ensuite E a l'aide de ’équation de Maxwell-Faraday :

9B GE =V = (i)~ E0) oxpithe -t

et donc :
B=-(Lae+ L) eoplitke )z

7
w— w dz

La continuité de E en z = 0 entraine alors :

Z&L0T) + — ==(0") = = &,(0 - ==
L071( )+w dz( ) wi( )+

(07)

w dz

soit :
k&12(07) — i E1:(07) = k &22(07) + dag £,(07)

ou encore, compte-tenu des questions 12 et 15 :

(ik? _ ia1> £1a(07) = (‘““2 + m2> 6 (07)

(a1 a2
L’équation &15(0") = &5,(07) implique donc :
k2 —k2 PR
— == — + g <— k::oqag
ai as T

En élevant cette équation au carré, on obtient :

2 2 2
4 97 W g W W
= (k ‘2)(’“ —czp)

soit, apres développement et simplification :

) W2 w? — w2

pr=___ "P
c? 22 —w%

Cette expression n’est acceptable si on a & la fois k2 > 0 et :

4
w
w2—02k2:72 5 <0
2w —wp

ce qui conduit a :

w

V2

18) La relation de dispersion s’écrit encore

p

Qw2 — w?

w W — w2
¢ b

k(w) =

la courbe est tracée sur la figure 1. Elle est comparée a la relation analogue pour une
propagation dans le vide.
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Figure 1 - Relation de dispersion pour un plasmon de surface

La vitesse de phase sera supérieure a c si et seulement si % < c% soit w? —wf, < 2w? —wf),

ce qui est toujours vrai : la courbe correspondant au plasmon a, sur la figure 1, une pente
toujours supérieure a celle correspondant a la propagation dans le vide.

2 2
19) Onaici)\ozﬂet)\s:—wd’oﬁz
w k
A w o
Mo ck w? — w2

La distance demandée concerne une atténuation d'un facteur 10 d’une exponentielle,
c’est & dire exp(—aqdi) = 1/10 et exp(—aadsz) = 1/10, ce qui donne :

d In10 In10 ot d In10 In10
1 pr— pu— 2 pr— pu—
1 1 1 1 1
21
en posant A\, = —.
Wp

20) Pour l'aluminium, avec w = 2,40 x 10' rad.s™! donc \g = 785,4 nm, A\, = 781,4 nm et
Ap = 78,5 nm, on obtient :

di=284pum et dy=29nm

On remarque donc que ces ondes sont tres localisées au voisinage de la surface.



