
MP1 Lycée Janson de Sailly Règles de calcul avec les OPPS complexes

ANNEXE
Démonstration des règles de calculs avec les OPPS complexes

On considère un champ vectoriel complexe s’écrivant :

−→a (M, t) = −→Am e
i(ωt−

−→
k .−→r )

d’amplitude complexe −→Am = Amx
−→ex +Amy

−→ey +Amz
−→ez

−→
k est le vecteur d’onde (∈ R3) et −→r est le vecteur position du

point M (∈ R3). Dans la base cartésienne (−→ex,−→ey ,−→ez ) ils s’écrivent :
−→
k = kx

−→ex + ky
−→ey + kz

−→ez et −→r = x−→ex + y−→ey + z−→ez

d’où : −→
k .−→r = kxx+ kyy + kzz

Dans la suite nous poserons :

ax = Amx e
i(ωt−

−→
k .−→r )

ay = Amy e
i(ωt−

−→
k .−→r )

az = Amz e
i(ωt−

−→
k .−→r )

de sorte que :
−→a (M, t) = ax

−→ex + ay
−→ey + az

−→ez
En posant β = x, y ou z, les composantes cartésiennes aβ s’écrivent

donc toutes sous la forme :

aβ = Amβ e
−ikxx e−ikyy e−ikzz eiωt

d’où il s’ensuit que :
∂aβ
∂x

= Amβ e
−ikyy e−ikzz eiωt

∂

∂x

Ä
e−ikxx

ä
= −ikxAmβ e−ikxx e−ikyy e−ikzz eiωt

= ikx aβ

De la même façon nous aurons :

∂aβ
∂y

= −iky aβ et
∂aβ
∂z

= −ikz aβ

De même, la dérivée partielle par rapport au temps s’écrit :

∂aβ
∂t

= Amβ e
−ikxx e−ikyy e−ikzz ∂

∂t

(
eiωt

)
= iω Amβ e

−ikxx e−ikyy e−ikzz eiωt

= iω aβ

En résumé nous pouvons écrire, avec β = x, y ou z :

∂aβ
∂x

= −ikx aβ ;
∂aβ
∂y

= −iky aβ ;
∂aβ
∂z

= −ikz aβ et
∂aβ
∂t

= iω aβ

Les dérivées partielles secondes s’obtiennent alors facilement. Par
exemple :

∂2aβ
∂x2 = ∂

∂x

Å
∂aβ
∂x

ã
= −ikx

∂aβ
∂x

= (−ikx)2 aβ = − k2
x aβ

De même :

∂2aβ
∂t2

= ∂

∂t

Å
∂aβ
∂t

ã
= iω

∂aβ
∂t

= (iω)2 aβ = −ω2 aβ

En résumé :

∂2aβ
∂x2 = −k2

x aβ ;
∂2aβ
∂y2 = −k2

y aβ ;
∂2aβ
∂z2 = −k2

z aβ et
∂2aβ
∂t2

= −ω2 aβ

Venons-en maintenant à la démonstrations des relations de calcul.
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1. div−→a = −i
−→
k .−→a

En effet :

div−→a = −→∇ .−→a = ∂ax
∂x

+
∂ay
∂y

+ ∂az
∂z

= −ikx ax − iky ay − ikz az = −i
−→
k .−→a

2. −→rot−→a = −i
−→
k ∧ −→a

En effet :

−→rot−→a = −→∇ ∧−→a =
Å
∂az
∂y
−
∂ay
∂z

ã
−→ex +

Å
∂ax
∂z
− ∂az

∂x

ã
−→ey

+
Å
∂ay
∂x
− ∂ax

∂y

ã
−→ez

d’où :
−→rot−→a =

(
−ikyaz + ikzay

) −→ex + (−ikzax + ikxaz) −→ey +
(
−ikxay + ikyax

) −→ez
= −i

−→
k ∧ −→a

3. ∆−→a = −
Ä−→
k .
−→
k
ä −→a

En effet :
∆−→a = ∆ax−→ex + ∆ay −→ey + ∆az −→ez

Or :

∆ax = ∂2ax
∂x2 + ∂2ax

∂y2 + ∂2ax
∂z2

= − k2
x ax − k2

y ax − k2
z ax

= −
(
k2
x + k2

y + k2
z

)
ax = −

Ä−→
k .
−→
k
ä
ax

De la même façon nous obtenons :

∆ay = −
Ä−→
k .
−→
k
ä
ay et ∆az = −

Ä−→
k .
−→
k
ä
az

Il vient alors :

∆−→a = −
Ä−→
k .
−→
k
ä (

ax
−→ex + ay

−→ey + az
−→ez

)
= −

Ä−→
k .
−→
k
ä −→a

4. ∂−→a
∂t

= iω−→a

En effet :

∂−→a
∂t

= ∂ax
∂t
−→ex +

∂ay
∂t
−→ey + ∂az

∂t
−→ez

= (iω ax)−→ex + (iω ay)−→ey + (iω az)−→ez
= (iω)

(
ax
−→ex + ay

−→ey + az
−→ez

)
= iω−→a
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