
MP1 Janson de Sailly Exercices de mécanique quantique

Valeur numérique de la constante de Planck :

h = 6,62×10−34 J.s et ~ = 1,05×10−34 J.s

1 Pression de radiation
1) Aspect ondulatoire

Une OPPS électromagnétique dont le champ électrique est :
−→
Ei = Em e

i(ωt−kx)−→ey Em > 0

avec k = ω/c, arrive en incidence normale sur un métal par-
fait. Celui-ci donne naissance à une onde réfléchie dont le champ
électrique est : −→

Er = −Em ei(ωt+kx)−→ey

• x

y

O

onde incidente

onde réfléchie

a) Déterminer les champs magnétiques complexes −→Bi et
−→
Br as-

sociées aux ondes incidente et réfléchie.
b) Déterminer la densité volumique d’énergie électromagné-

tique ui associée à l’onde incidente, puis sa moyenne tem-
porelle 〈ui〉.

c) Déterminer le champ magnétique total réel −→B (x, t) puis la
densité surfacique de courant −→js à la surface du métal par-
fait. On utilisera la relation de passage :

−→
B2 −

−→
B1 = µ0

−→
js ∧ −→n12

d) On admet que l’onde électromagnétique exerce une force sur
le métal dont la densité surfacique est donnée par :

−→
f = 1

2
−→
js ∧

−→
B (0, t)

Calculer la moyenne temporelle 〈−→f 〉 et mettre le résultat
sous la forme 〈−→f 〉 = Pm

−→ex. Justifier que Pm est homogène
à une pression. Il s’agit de la pression de radiation.

2) Aspect corpusculaire
On considère maintenant que les ondes incidente et réfléchie

sont constituées de photons d’énergie hν où ν est la fréquence de
l’onde. On désigne par ni la densité de photons incidents, c’est à
dire le nombre de photons incidents par unité de volume.
a) Quelle est la relation entre les valeurs moyennes 〈ni〉 et 〈ui〉 ?
b) On considère le système constitué des photons incidents qui

se réfléchissent sur ce métal entre les instants t et t+ dt.
Quelle est la quantité de mouvement de ce système à l’ins-

tant t ? À l’instant t+ dt ?
c) En supposant qu’il est pertinent d’appliquer le principe fon-

damental de la dynamique à ce système, en déduire la force−→
F exercée par les photons sur la surface S du métal, puis
sa moyenne temporelle.

d) Retrouver de cette façon la pression de radiation Pm calculée
à la question 1)d).

2 Inégalité de Heisenberg
On considère un faisceau lumineux monochromatique de longueur

d’onde λ, formé de rayons parallèlles qui se dirigent vers un écran
percé d’un trou circulaire de diamètre D plus petit que le diamètre
du faisceau lumineux.
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θ

Montrer à l’aide de l’inégalité spatiale de Heisenberg (qu’on suppo-
sera applicable aux photons) que le faisceau lumineux qui traverse le
trou possède une ouverture angulaire θ vérifiant l’inégalité :

θ > λ

4πD

On supposera θ petit.

3 Effet photoélectrique

1) Citer une expérience qui met en évidence l’aspect corpusculaire
de la lumière.

2) Un électron est expulsé d’un métal sous l’effet d’une radiation
s’il absorbe une énergie au moins égale à We, énergie appelée
travail "d’extraction". Le tableau ci-dessous indique les valeurs
du travail "d’extraction" pour différents métaux :

Métal Cs Na K Ti Fe
We en eV 1,15 2,11 2,22 4,33 4,67

Avec quels métaux cités dans le tableau, la lumière bleue de
longueur d’onde λ = 475 nm permet-elle d’obtenir un effet pho-
toélectrique ? Justifier. Quelle sera la vitesse maximale des élec-
trons émis ? Commenter.

4 Émission de photons
1) On utilise une source optique de puissance 1 mW : évaluer l’ordre

de grandeur du nombre de photons qui sortent de la source par
unité de temps en supposant le faisceau rigoureusement mono-
chromatique de longueur d’onde λ = 632,8 nm.

2) À quel niveau de puissance faudrait-il descendre, pour une source,
pour que la lumière qu’elle émet soit détectée photon par pho-
ton ? On admet que les détecteurs photoniques ont un temps de
réponse de l’ordre de la picoseconde (le préfixe pico correspond
à 10−12)

5 Atome d’hydrogène
Dans son état fondamental d’énergie E0, l’électron (de masse m)

d’un atome d’hydrogène H dont le proton est supposé fixe en O (ori-
gine des coordonnées) est décrit par une fonction d’onde à symétrie
sphérique :

Ψstat(r, t) = A exp
(
−r
a

)
exp

(
−iE0t

~

)

où r est la distance à O, A une constante réelle positive et a = ~24πε0
me2 .

On donne pour α > 0 :
∫ +∞

0
xn exp(−αx) dx = n!

αn+1

Données numériques :

e = 1,6.10−19 C ; ε0 = 8,85.10−12 F.m−1 ; m = 9,1.10−31 kg

1) Déterminer la valeur de A.
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2) En utilisant le volume d’une coquille sphérique comprise entre
les sphères de rayon r et r + dr, déterminer la probabilité pour
que l’électron soit situé dans cette coquille en la mettant sous la
forme : dP = f(r) dr et en donnant l’expression de f(r).

3) Pour quelle valeur r0 de r la densité linéique de probabilité f(r)
est-elle maximale ? Quelle est la valeur moyenne 〈r〉 ? A.N. : cal-
culer 〈r〉.

4) Donner l’expression de l’énergie potentielle V (r) de l’électron.
5) En utilisant l’équation de Schrödinger indépendante du temps,

en déduire l’expression littérale de l’énergie E0 de cet état fon-
damental, en fonction de e, ε0 et r0. A.N. Calculer E0 en Joules
puis en eV.

Dans les deux exercices suivants, on utilisera les intégrales gaus-
siennes suivantes, avec α ∈ R∗+ et β ∈ C :

∫ +∞

−∞
exp(−αu2 + βu) du =

√
π

α
exp

(
β2

4α

)

et ∫ +∞

−∞
u2 exp(−αu2) du =

√
π

4α3

6 Oscillateur harmonique quantique
On étudie un modèle unidimensionnel dans lequel un quanton

de masse m est soumis à une énergie potentielle de la forme
V (x) = 1

2mω
2
0 x

2 (oscillateur harmonique de pulsation propre ω0).
La théorie quantique prévoit que son énergie est quantifiée, les diffé-
rentes valeurs possibles formant une suite :

En = ~ω0

(
n+ 1

2

)

où n ∈ N est un entier naturel appelé nombre quantique. L’état fon-
damental correspond à n = 0 et, pour cette énergie particulière, l’état
stationnaire du quanton s’écrit :

Ψstat(x, t) = C exp
(
−mω0x2

2~

)
exp

(
−i E0t

~

)

1) Déterminer C. Quelle est sa dimension ?
2) En utilisant l’équation de Schrödinger indépendante du temps,

déterminer l’expression de E0 et vérifier la cohérence avec l’ex-
pression générale de En donnée au début de l’exercice.

3) Représenter l’allure générale de la densité de probabilité de pré-
sence du quanton en fonction de x. En déduire sans calcul que,
dans cet état quantique, 〈X〉 = 0.

4) Calculer l’indétermination quantique ∆X sur la position.
5) Malheureusement, ∆X est difficile à mesurer car, à température

T non nulle, il existe aussi une incertitude sur la position ∆XT

liée à l’agitation thermique et qui est donnée par :

∆XT =
√
kBT

mω2
0

où kB = 1,38.10−23 J.K−1 est la constante de Boltzmann.

a) Quelle est la température T0 en dessous de laquelle l’indé-
termination quantique devient plus importante que l’incer-
titude sur la position liée à l’agitation thermique ?

b) A.N. : calculer T0 pour une masse m = 50 g accrochée à un
ressort de raideur k = 300 N.m−1.

c) Même question pour un atome de masse m = 9.10−26 kg
qui oscille autour de sa position d’équilibre stable dans un
cristal, avec la pulsation propre ω0 = 0,52.1013 rad.s−1.
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7 Paquet d’onde gaussien
On étudie un quanton libre (V = 0) dans un modèle unidimension-

nel où sa fonction d’onde est de la forme Ψ = Ψ(x, t). La position
de ce quanton peut prendre toute valeur sur l’axe (Ox) entre −∞ et
+∞.
1) On cherche un état stationnaire Ψstat(x, t) = ϕ(x) exp

(
−i Et~

)

associé à une énergie E > 0 donnée. En utilisant l’équation de
Schrödinger indépendante du temps, déterminer l’expression gé-
nérale de ϕ(x). On introduira : k =

√
2mE
~2 et deux constantes

complexes A et B.

Dans la suite, on ne s’intéressera qu’à l’état stationnaire qui
se propage dans la direction +−→ux et on notera A la constante
associée.

2) Pourquoi un tel état ne peut décrire convenablement l’état quan-
tique de la particule ? Pour remédier à ce problème on considère
une superposition continue de ces états stationnaires que l’on
écrit sous la forme :

Ψ(x, t) =
∫ +∞

−∞
A(k) exp(ikx) exp

(
−i Et

~

)
dk

où le coefficient A(k) dépend de k selon l’expression :

A(k) = A0 exp(−a2 k2)

où A0 et a sont deux constantes réelles positives. On parle de
paquet d’onde gaussien. Quelle est la dimension de a ?

Pour simplifier, on étudie ce paquet d’onde à l’instant t = 0.
3) Déterminer l’expression de Ψ(x, 0).
4) Représenter l’allure de la densité de probabilité de présence

ρX(x, t = 0) en fonction de x. Indiquer ses caractéristiques re-
marquables : maximum, largeur à mi-hauteur.

5) Déterminer la constante A0.

6) Montrer sans calcul que 〈X〉(t = 0) = 0. Calculer l’indétermina-
tion quantique ∆X(t = 0) sur la position du quanton à l’instant
t = 0.

8 Mécanique quantique - Mines / Ponts

MP1 Lycée Janson de Sailly 2016 - 2017 TD n°2 : révisions oraux

avec une tension sinusoïdale ue(t) = 5 cos(2fift). On observe à l’os-
cilloscope les courbes ci-dessous, avec f = 500 Hz (la première) et
f = 1000 Hz.

1. Calculer H0, f0 et Q.
2. Déterminer la tension de sortie us(t) pour f = 300 Hz et

f = 3000 Hz. Représenter us(t) pour f = 300 Hz.

Réponse : 1. H0 = 2, f0 = 1000 Hz et Q = 2,0

8 Électromagnétisme - Thermodynamique
(Centrale)

Une OPPM de vecteur Ę = E0 exp i(Êt≠kiz) ęx arrive en incidence
normale depuis le vide (z < 0) sur un métal occupant le demi-espace
z > 0. Caractéristiques du métal : conductivité électrique “, conduc-
tivité thermique Ÿ, masse volumique µ, capacité calorifique massique
c. Dans le métal, on note j̨e et j̨Q les vecteurs densité de courant
électrique et thermique.

On étudie la variation de température à l’intérieur du métal. On
suppose fle = 0 et jdeplact π je.

1. Établir l’équation de propagation du champ électromagnétique
dans le métal.

2. Montrer que Ę = E0 exp(≠z/”) exp i(Êt ≠ z/”) ęx est solution
de cette équation. Déterminer ” en fonction de Ê, “ et µ0.

3. Quelle est la signification de j̨e.Ę ? Calculer j̨e.Ę puis sa
moyenne temporelle notée p.

4. On s’intéresse maintenant à l’aspect thermique. On suppose que
Ê est assez grand pour pouvoir assimiler l’e�et de j̨e.Ę à celui
de p. On se place en régime permanent.
a) Quelle est la relation entre jQ(z) et p en fonction des données

de l’énoncé ?
b) Déterminer T(z) dans le métal sachant que T æ T0 si z æ

+Œ

9 Mécanique quantique (Mines)

Soit une particule de masse m et
d’énergie E. On suppose que son
énergie potentielle vérifie :

Y
_]
_[

x < 0 : V (x) = +Œ
0 6 x 6 a : V (x) = 0
x > a : V (x) = V0

On s’intéresse aux états liés et on
pose :

k =
Û

2mE

~2 et q =

Û
2m(V0 ≠ E)

~2

1. Montrer que : qa = ≠ ka cotan(ka).
2. Déterminer (ka)2 +(qa)2. La figure ci-dessous donne une repré-

sentation de l’application x ‘æ ≠x cotan(x) sur [0, 2fi].

4

Soit une particule de masse m et
d’énergie E. On suppose que son
énergie potentielle vérifie :





x < 0 : V (x) = +∞
0 6 x 6 a : V (x) = 0
x > a : V (x) = V0

On s’intéresse aux états liés et on
pose :

k =
√

2mE
~2 et q =

√
2m(V0 − E)

~2

1. Montrer que : qa = −ka cotan(ka).

2. Déterminer (ka)2 + (qa)2. La figure ci-dessous donne une repré-
sentation de l’application x 7−→ −x cotan(x) sur [0, 2π].
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0

≠1

ka

qa

fi 2fi

En raisonnant dans le plan (ka, qa), en déduire :
a) Que l’énergie est quantifiée.
b) La valeur minimale de a pour qu’une particule dans ce puit

ait un état lié.

10 Cristallographie CCP
Le cobalt, de rayon atomique R = 125 pm cristallise dans le système

hexagonal compact. On rappel que ABC est un triangle équilatéral
d’arête a et que tous les atomes (assimilés à des sphères de même
rayon R) sont en contact. La figure ci-dessous donne la maille à base
losange de cette structure :

1. Déterminer le rapport c/a de cette maille.
2. Calculer la compacité C de ce réseau cristallin. Étant donné un

atome Co du réseau, quel est son nombre de plus proches voisins
[Co]/[Co] ?

3. La masse volumique expérimentale est fl = 8,90 g.cm≠3. En
déduire a et c. On donne M(Co) = 58,9 g.mol≠1.

Réponses : 1. c
a

=


8
3 , 2. C = fi

3
Ô

2 , 12 ppv, 3. a ¥ 250 pm et c ¥ 408 pm.

11 Diagramme E-pH Centrale

P. Brasselet – Lycée Hoche – PSI* 200639

205.ENSI
Soit une enceinte de volume V0 = 22,7 L maintenue à T1 = 820°C. On étudie la dissociation du CaCO3 selon :

CaCO3 (s) = CaO(s) + CO2 (g) de constante K° = 0,3 à 820°C. On introduit du CaCO3 dans l’enceinte.
a) Déterminer le nombre de mole de CO2 à l’équilibre chimique.
b) On augmente le volume de l’enceinte en maintenant la température constante. Comment évolue K° ?
Quelle est la condition sur le nombre de mole de CO2 pour que le système reste à l’équilibre ? Tracer
P = f (V) et n(CO2) = f (V).

c) On reprend le volume V0. On introduit 0,1 mole de CaO dans l’enceinte vide, puis du CO2 ajouté
progressivement. Tracer P = f (n(CO2)) où n(CO2) est la quantité introduite.

206.ENSI
Donner le mécanisme réactionnel et le(s) produit(s) formé(s) lors de l’addition sur le propène de :

- HBr. - H2O en présence d’acide sulfurique H2SO4.

207.ENSI
Soit Z un métal solide d’oxyde solide ZO et de pression de corrosion Pc1 = 1/3 bar. Soit M un métal solide

d’oxyde solide MO et de pression de corrosion Pc2 = 2/3 bar. On place dans un récipient de volume V
initialement vide, maintenu à température constante, du dioxygène, une mole de Z et une mole de S.
a) Trouver la pression d’équilibre en fonction du nombre de mole O2 introduit.
b) Si une mole de O2 est introduite, déterminer la pression d’équilibre en fonction de V.

208.ENSI
Données : E°(Fe2+/Fe) = ! 0,44 V ; E°(Zn2+/Zn) = ! 0,76 V ; E°(Cu2+/Cu) = 0,34 V.
a) Deux béchers A et B sont remplis d’eau salée et reliés par un pont salin. On plonge une plaque de fer dans
chacun d’eux et on fait barboter O2 (sous 1 bar) dans A. On mesure une différence de potentiel de 1 V
entre les deux électrodes, le pôle + de la pile étant A. Donner les réactions aux électrodes, l’équation
bilan, le sens du courant et le mode de transport des charges en solution.

b) Comparer la différence de potentiel théorique à celle mesurée ([Fe2+] = 10-6 mol/L et pH = 7).
c) On met une plaque de fer seule dans un bécher d’eau salée, une extrémité étant en contact avec le
dioxygène. Que se passe-t-il à l’autre extrémité ?

d) Dans le même bécher, on place une plaque de cuivre et une plaque de fer. On mesure une différence de
potentiel de 0,2 V entre les deux électrodes, le pôle + de la pile étant le cuivre. Que se passe-t-il ? Peut-on
interpréter avec certitude la réaction ? Et si on remplace le cuivre par une plaque de zinc ?

209.ENSI
a) Déterminer la masse de CaCO3 solide restant quand on en place 1 g dans V = 500ml d’eau pure.
b) Même question si l’eau est remplacée par une solution de carbonate de sodium.
Données : pKs(CaCO3) = 8,2 ; CO2 : pKa1 = 6,4 et pKa2 = 10,3 ; M(Ca) = 40,1 g.mol!1.

210.ENSI
On envisage le diagramme E-pH du nickel pour une concentration

c0 = 10!3 mol.L!1. Les espèces envisagées sont : Ni, Ni2+, Ni2O3 (s),
Ni(OH)2 (s) et NiO2 (s).
a) Placer les espèces dans le diagramme.
b) Calculer le produit de solubilité de Ni(OH)2.
c) Déterminer les pentes des droites.
d) Calculer les potentiels des couples.

211.ENSI
Données : E°(O2/H2O) = 1,23 V ; E°(H2O/H2) = 0 V ; E°(Al3+/Al) = ! 1,66 V. L’aluminium peut former un

précipité et un complexe : pKs(Al(OH)3) = 32,5 et pKd (Al(OH)4!) = 33,3.
a) Tracer le diagramme E-pH de l’eau.
b) Construire le diagramme E-pH de l’aluminium pour une concentration c0 = 10!4 mol.L!1.
c) Que se passe-t-il si une table en aluminium est laissée dehors ? Protection nécessaire contre la corrosion ?
Quelle réaction se produit en milieu acide ? Quel gaz se dégage ?

pH

E (V)

7,53,5

! 0,34

1,77

On envisage le diagramme E-pH
du nickel pour une concentration
de tracé C0 = 10≠3 mol.L≠1. Les
espèces envisagées sont : Ni(s),
Ni2+

(aq), Ni2O3(s), Ni(OH)2(s) et
NiO2(s).

1. Placer les espèces dans le diagramme.
2. Calculer le produit de solubilité de Ni(OH)2(s).
3. Déterminer les pentes des droites frontières des couples NiO2(s)/

Ni2O3(s) et Ni2O3(s)/Ni2+
(aq).

4. Calculer les potentiels standard des couples Ni2+
(aq)/Ni(s) et

Ni(OH)2(s)/Ni(s).

Réponses : 2. Ks = 0,01 2. ≠0,06 V/pH et ≠0,18 V/pH 3. E0(Ni2+/Ni) = 0,25 V
et E0(Ni(OH)2/Ni) = 0,11 V

5

En raisonnant dans le plan (ka, qa), en déduire :
a) Que l’énergie est quantifiée.
b) La valeur minimale de a pour qu’une particule dans ce puit

ait un état lié.

9 Particule dans une boîte à deux dimensions
Une particule de masse m est confinée dans un puit à deux dimen-

sions, caractérisé par une énergie potentielle :

V (x, y) =
{

0 si (x, y) ∈ ]0, a[×]0, b[
+∞ partout ailleurs

On étudie un état stationnaire d’énergie E > 0 : Ψ(x, y, t) =
ϕ(x, y) exp

(
−iEt~

)
.

1. Montrer que la partie spatiale ϕ vérifie pour tout (x, y) ∈
]0, a[×]0, b[ l’équation :

− ~2

2m ∆ϕ = E ϕ (1)

2. On cherche une solution de (1) par séparation des variables, sous
la forme ϕ(x, y) = f(x) g(y) où f et g sont deux applications
à valeurs complexes. Comme ϕ n’est pas identiquement nulle,
∃x0 ∈ ]0, a[, f(x0) 6= 0 et on pose :

C1 = − ~2

2m
f”(x0)
f(x0) ∈ C

a) Montrer que, pour tout y ∈ ]0, b[, l’application g vérifie
l’équation différentielle :

− ~2

2m g”(y) = (E − C1) g(y) (2)

Dans la suite on posera C2 = E − C1.

b) Montrer grâce aux conditions aux limites que C2 6= 0.
c) On pose C2 = |C2| eiβ, où β = argC2. Déterminer la solu-

tion générale de (2). Montrer que les conditions aux limites
imposent β = 0 et qu’il existe un entier m ∈ N∗ tel que :

C2 = |C2| =
~2

2m
π2m2

b2

d) Montrer que pour tout x ∈ ]0, a[, l’application f vérifie
l’équation différentielle :

− ~2

2m f”(x) = C1 f(x) (3)

En déduire qu’il existe un entier n ∈ N∗ tel que :

C1 = ~2

2m
π2n2

a2

3. Déterminer l’expression complète de l’énergie E.

5
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4. L’état stationnaire peut donc s’écrire :

Ψ(x, y, t) = A sin
(
nπx

a

)
sin
(
mπy

b

)
exp

(
−iEt

~

)

et on supposera qu’on peut toujours s’arranger pour que A soit
une constante réelle. Déterminer l’expression de A en fonction de
a et b.

10 Niveaux d’énergie d’un neutron dans le
champ de pesanteur

On commence par se placer dans le cadre de la mécanique classique.
Une particule de masse m est lâchée depuis une hauteur H dans le
champ de pesanteur terrestre, avec une vitesse initiale nulle. Elle est
soumise à la seule force de pesanteur. Le sol en z = 0 est impénétrable
et correspond à une barrière de potentiel d’amplitude infinie. On sup-
pose que le rebond sur le sol se fait sans perte d’énergie mécanique,
la vitesse verticale voyant son sens changer mais pas sa norme. L’axe
(Oz) est vertical ascendant.

1) Donner l’expression de l’énergie po-
tentielle de pesanteur V (z) de la
particule. On suppose V (0) = 0.
Que peut-on dire de l’énergie mé-
canique de la particule au cours de
son mouvement ? Représenter V (z)
en fonction de z sur un graphe et
y faire figurer l’énergie mécanique E. Quelles sont les altitudes
accessibles à la particule ?

2) Déterminer l’expression de l’énergie cinétique de la particule à
une altitude z quelconque comprise entre 0 et H. L’exprimer en
fonction de m, g, H et z.

3) La probabilité classique dPcl de présence de la particule entre les
altitudes z et z + dz est proportionnelle au temps passé entre ces
deux altitudes. Mettre dPcl sous la forme dPcl = f(z) dz et repré-
senter f(z) en fonction de z. On veillera à normaliser correctement la
probabilité.

4) On propose maintenant de déterminer les états stationnaires d’un
neutron d’énergie E et de masse m dans le champ de pesanteur au-
dessus de la surface z = 0 par résolution de l’équation de Schrödinger.
La fonction d’onde qui décrit le mouvement du neutron est :

Ψ(z, t) = ϕ(z) exp
(
−i Et

~

)

Le neutron ne peut pas pénétrer dans le sol dont la surface consti-
tue une barrière de potentiel infinie : on considère donc toujours que
V (z < 0)→ +∞.

a) On définit la grandeur suivante : `g =
(

~2

2gm2

)1/3

. Quelle

est sa dimension ?
b) Écrire l’équation de Schrödinger indépendante du temps

sous forme adimensionnée en utilisant l’altitude adimension-
née ξ = z/`g et l’énergie adimensionnée ε = E

mg`g
.

c) Quelles sont les conditions aux limites qui s’imposent à
ϕ(ξ) ?

La solution acceptable de l’équation de Schrödinger indé-
pendante du temps adimensionnée s’écrit :

ϕ(ξ) = C Ai(ξ − ε)

où C est un facteur de normalisation (qui n’est pas à cal-
culer). Toutes les informations utiles sur la fonction d’Airy
Ai sont données ci-dessous.
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d) Donner les valeurs numériques des niveaux d’énergie εn pour
les deux premiers niveaux d’énergie n = 1 et n = 2.

e) Représenter l’allure de la densité de probabilité de présence
d’un neutron en fonction de z pour ces deux premiers ni-
veaux d’énergie. On explicitera la démarche suivie.

11 Le retour du théorème d’équipartition -
cas du puits quantique infini

Le but de cet exercice est de démontrer le théorème d’équipartition
de l’énergie dans un cas particulier : celui du puits de potentiel infini
de largeur L à "haute" température.
1) Montrer que les niveaux d’énergie accessibles pour une particule

quantique de masse m piégée dans un puits de potentiel infini de
largeur L peuvent s’écrire :

En = n2Ef avec n ∈ N∗

où Ef est une constante à déterminer en fonction de m, ~ et L.

Ce modèle représente une particule libre enfermée dans une boîte
unidimensionnelle de longueur L. La valeur infinie du potentiel

sur les parois de la boîte, c’est à dire en x = 0 et en x = L
empêche la particule de sortir de la boîte.

On considère maintenant un ensemble de N � 1 particules
identiques enfermées dans la même boîte unidimensionnelle de
longueur L, sans interaction les unes avec les autres et en équi-
libre thermique avec un thermostat à la température T .

2) Quel est le seul niveau d’énergie occupé à "très basse" tempéra-
ture ? On précisera ce que signifie le terme de "très basse" tem-
pérature.

3) On considère maintenant que la température T est quelconque.
Montrer que la valeur moyenne 〈E〉 de l’énergie d’une particule
donnée peut s’écrire sous la forme :

〈E〉 = Ef

∞∑

n=1
n2 exp

(
−n

2

τ

)

∞∑

n=1
exp

(
−n

2

τ

)

où τ est une grandeur adimensionnée dont on précisera l’expres-
sion.

4) Commenter les figures ci-dessous, qui représentent ε = 〈E〉/Ef
en fonction de τ à différentes échelles. Quelle conjecture peut-on
raisonnablement faire à "haute" température ?
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5) Justifier pourquoi à "haute" température on peut approximer les
sommes infinies intervenant dans l’expression 〈E〉 par des in-
tégrales en utilisant les figures ci-dessous représentant respec-

tivement n2 exp
(
−n

2

τ

)
et exp

(
−n

2

τ

)
en fonction de n pour

τ = 1000. En déduire une nouvelle expression de 〈E〉 faisant
intervenir des intégrales.
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6) Calculer 〈E〉 à l’aide d’une intégration par partie et retrouver le
théorème d’équipartition de l’énergie dans ce cas particulier.
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