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Corrigé exercice 10 : Mécanique quantique

4 Niveaux d’énergie d’un neutron dans le
champ de pesanteur. Centrale MP 2017

On commence par se placer dans le cadre de la mécanique classique. Une
particule de masse m est lachée depuis une hauteur H dans le champ de
pesanteur terrestre, avec une vitesse initiale nulle. Elle est soumise a la
seule force de pesanteur. Le sol en z = 0 est impénétrable et correspond a
une barriere de potentiel d’amplitude infinie. On suppose que le rebond sur
le sol se fait sans perte d’énergie mécanique, la vitesse verticale voyant son
sens changer mais pas sa norme. L’aze (Oz) est vertical ascendant.

1) Donner l'expression de l’énergie poten- Z
tielle de pesanteur V (z) de la particule.
On suppose V(0) = 0. Que peut-on dire z=Hpr em lﬁ

de l'énergie mécanique de la particule

au cours de son mouvement ¢ Repré-

senter V(z) en fonction de z sur un 2=0

graphe et y faire figurer l’énergie mé-
canique E. Quelles sont les altitudes accessibles a la particule ?

On a:

V(z) = mgz

En I’absence de forces non conservatives, par exemple des forces
de frottement, ’énergie mécanique est conservée.

2)

3)

0 H

Zone permise Zone interdite

Les valeurs de z permises vérifient : E — V(z) = 2mv? > 0 d'ou
V(z) < E. Ce sont donc les valeurs :

‘ZG[O,H] avec H tel que E:mgH‘

Déterminer l'expression de l’énergie cinétique de la particule d une altitude
z quelconque comprise entre 0 et H. L’exprimer en fonction de m, g, H et
z.

Raisonnement avec 1’énergie. La particule étant lachée depuis une
hauteur z = H sans vitesse initiale, on a E = mgH. La conservation
de E entraine donc :

1
—mv? 4+ mgz =mgH dot |v=/2g(H — z)

2

ou seules les valeur z € [0, H| sont permises.

La probabilité classique AP, de présence de la particule entre les altitudes z
et z+dz est proportionnelle au temps passé entre ces deuz altitudes. Mettre
dZ.; sous la forme AP, = f(z)dz et représenter f(z) en fonction de z.
On wveillera a normaliser correctement la probabilité.

La particule va et vient sans arrét entre 0 et H puisqu’elle rebondit
en z = 0 sans perte d’énergie mécanique. De plus, la durée de chute
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entre deux altitudes z; et zo < z1 est la méme que la durée de montée
entre zz et 21 (il suffit pour s’en convaincre d’imaginer qu’on filme la
chute puis de passer le film a l’envers).

On analyse la phase de montée. La durée dt pour aller de z & z +dz
se calcule par :

dz dz
= =1/29(H —2) dou dt = ——n——=
29 (H — 2)

T
Pour un aller-retour, le temps total passé entre les altitudes z et
z 4 dz est donc :

(Y

B 2dz

At V29 (H —2)

et la probabilité classique est proportionnelle & ce temps :

2K d
APy = K dty, = —me
29 (H — z)
avec K constante, d’ou :
2K dz

fz) =

V29 (H —2)

On normalise cette probabilité. La probabilité de présence de la par-
ticule entre les altitudes 0 et H valant 1, on a :

H 2K dz 2K H
o vaE—s v T

d’ou :

H:

K=Y"2
4 H

et finalement :

Représentation :

)

f(2)

1
2H

0 H

La densité linéaique de probabilité f(z) augmente fortement lorsque
z — H, ce qui est cohérent puisque la particule passe plus de temps
aux altitudes proche de H qu’en z = 0.

On propose maintenant de déterminer les états stationnaires d’un neutron
d’énergie E et de masse m dans le champ de pesanteur au-dessus de la

surface z = 0 par résolution de l’équation de Schrédinger. La fonction d’onde
qui décrit le mouvement du neutron est :

W(z, 1) = o2) exp (—z‘ f;f)

Le neutron ne peut pas pénétrer dans le sol dont la surface constitue une
barriére de potentiel infinie :
+00.

on considére donc toujours que V(z < 0) —

B2 o\ /3
a) On définit la grandeur suivante : £, = (29m2) . Quelle est sa

dimension ?
On a:

f 3] _ J?. 52 _
g m.s—2 kg?

N2.m?.s? kg?.m*.s.s 3
— —m

m.s—2kg? m.kg?

et donc £, est homogene a une longueur.
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b) Ecrire Uéquation de Schrédinger indépendante du temps sous

forme adimensionnée en utilisant l'altitude adimensionnée & =

E

is . . Lo
z/ly et Uénergie adimensionnée € = oty

Ah la question classique de l’adimensionnement d’une
équation différentielle! On détaille.

L’équation de Schrodinger indépendante du temps est vé-
rifiée par la partie spatiale :

h2
~ 5 ©"(z) + mgzp(z) = Ep(z)| (1)

On pose & = gi d'ott z = {4 & et on introduit la nouvelle

g
fonction :

X E = p(2) = p(£4€)

Afin de faciliter les calculs de dérivées on peut introduire
la fonction :
u:€— L&

On a donc :

x(§) = (pou)(E)
d’ou :
X'(6) = (@' ou)(§) x u'(§) = (¢ o u)(§) x &
et
X'(€) = (¢ o u)(€) x u'(€) x by = £g* " [u(€)] = 45" ¢ (2)

c’est a dire :

On remplace dans (1) :
h2

- W X" (&) +mgly & x(&) = emgly x (&)

ce qui donne :
hQ "
2myg €g3 X
———

=1

(&) +&x() =ex(&)

et finalement :

—X"(&) +&x(§) =ex(é)

Remarque :

Mathématiquement la fonction y est différente de la fonction ¢
puisque x = ¢ o u. Cependant les physiciens ont le défaut de la
noter pareil (!!) c’est a dire qu’ils vont simplement écrire ¢(&)
a la place de x(§) (cf. question suivante), ce qui est une cause
d’embrouilles sans fin ... mais on ne change pas comme cela 3
siecles d’habitudes!

Quelles sont les conditions aux limites qui s’imposent a p(§) ?

La barriere étant de hauteur infinie, on a nécessairement
©(z) = 0 pour z < 0. On doit imposer la continuité de ¢ en
z =0 ce qui donne :

p(z=0)=0 dou |[x(0)=0

D’autre part, si on veut :

“+oo “+o0o
1:/ \\Il(z,t)\2dz:/ o(2)2dz  finie
0 0
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Ai(¢)

alors cela impose que :

lim ¢(z) =0 etdonc lim x(§) =0

z—+00 E—+o0

Par la suite je continuerai & utiliser x(§) & la place de ¢(§).

La solution acceptable de ’équation de Schridinger indépendante
du temps adimensionnée s’écrit :

@(§) = CAi(€ —¢)

ot C est un facteur de normalisation (qui n’est pas d calculer).
Toutes les informations utiles sur la fonction d’Airy Ai sont don-

nées ci-dessous.

0,6
Comportement asymptotique en +oo
0,4 xp (—32%/2
, A o o)
z—+00 2ﬁz1/4
0,2
0
—0,2 . . i .
Trois premiers zéros de Ai(¢)
—0,4 ) 1 2 3
Cn —2,34 —4,09 —5,52
—0,6
—20 —15 —10 -5

¢

d) Donner les valeurs numériques des niveauz d’énergie £, pour les

deux premiers niveauzr d’énergie n =1 et n = 2.

x(0) = 0 entraine C' Ai(—¢) = 0. Ainsi, — e est un zéro de
Ai. On lit dans le tableau les deux premiers zéros :

e1 = 2,34 g9 = 4,09
Ey =2.34mgl, | By = 4,09mgl,

e) Représenter Uallure de la densité de probabilité de présence d’un
neutron en fo.jpgnction de z pour ces deur premiers miveauz
d’énergie. On explicitera la démarche suivie.

Pour n =1: x(§) = C Ai(§ —e1) = C Ai(§ — 2,34), ce qui
revient a décaler Ai(€) de 2,34 dans le sens des & croissants
(ce qui revient a placer le premier zéro en £ = 0) et & ne
garder que la partie physique £ > 0 (on annule x(§) pour
£ < 0). On obtient donc :

X(5) I'tcg) IL

'i I') o 'Je o' 3

De méme pour n = 2 : x(§) = C Ai({—e2) = C Ai(£—4,09)
et il faut décaler Ai(§) de 4,09 dans le sens des £ croissants
(ce qui revient a placer le deuxiéme zéro en £ = 0).

1)1
X(§)




