MP1 Janson de Sailly

Exercices de mécanique quantique

8 Corrigé mécanique quantique - Mines /

Ponts

Soit une particule de masse m et
d’énergie E. On suppose que son éner-
gie potentielle vérifie :

<0 : V(z) =+o00
0<z<a : V(x)=0
x>a Vi) =W

On s’intéresse aux états liés et on
pose :
2mE 2m(Vo — E)

P T e 2

1. Montrer que : gqa = —ka cotan(ka).

A
xF

On considére un état stationnaire quantique d’énergie F :

Ustat = () e~ i, La partie spatiale (M) vérifie I’équation
de Schrédinger indépendante du temps :

h2
=5, #7(@) + V() p(z) = Bp(z)
donc : o BV
(,0”(%) + m[ — (x)] SO(J?) -0
e Si0<z<a:V(x)=0donc:
@)+ 5 () =0

Comme d’apres le théoréeme du minimum d’énergie on a
E > Viyin = 0, en posant k = /2mFE/h?, on a k > 0 et la
solution générale de cette équation différentielle s’écrit :

plr)=A ek 4 Beike

o Siz>a:V(xr)="Vpetdonc:

(@) + MEZY oy g

On peut poser ¢ = %3—15), ce qui donne I’équation

différentielle ¢”(z) — ¢?p(x) = 0 dont la solution générale
est :
o) =Ce ¥ + De?

o Enfin on a ¢(z) = 0 si < 0 puisque c’est une marche de
potentiel infinie.

D’une part, il faut maintenant assurer la continuité de ¢ en
x = 0 et en x = a, ainsi que la continuité de la dérivée ¢’ en z = a.
D’autre part, pour éviter la divergence de ¢ lorsque x — 400
on doit imposer

Il vient :
A+ B =0 B =
Aeika 4 B eika = Ce ¢ = 2i Asin(ka) =
ik (Aetk® — Betka) = _g(Ce9® 2ik Acos(ka) =

La deuxieme équation donne C' = 2i Asin(ka) e?®. En reportant
ce résultat dans la troisiéme équation on obtient :

A [Ekcos(ka) + gsin(ka)] =0

Comme on veut A # 0 (sinon cela entrainerait A = B = C = 0)
on obtient :

‘qa = — kacotan(ka) ‘

2. Déterminer (ka)?+(qa)?. La figure ci-dessous donne une représentation
de Uapplication © — —x cotan(z) sur [0, 27].

—A
Ce 94
—qCe1?
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qa

On remarque que : 0 / s
-1

2mEa?  2m(Vy — E)a®?  2mVja?
2 2 0 0
(ka)® + (qa)* = 2 72 =—n = Cste
En raisonnant dans le plan (ka,qa), en déduire :

a) Que l'énergie est quantifice. b) La valeur minimale de a pour qu’une particule dans ce puit ait

un état lié.
52 : 2 2 _ 2mVpa?
Dans le plan (ka, ga), Iéquation (ka)*+(qa)” = pe - ost Cela correspond au cas ci-dessous. Le point My est de co-

celle d'un cercle de centre (0,0) et de rayon /2mVpa/h (plus

. : ordonnées (7/2,0). Le rayon du cercle est alors :
précisément un quart de cercle puisque ka > 0 et ga > 0).

Les solutions de ’équation ga = — ka cotan(ka) sont a 'in- V2mVpa/h = T et donc |a= mh

tersection de la courbe donnée par 1’énoncé et de ce quart 2 2 v2mVo

de cercle, ce qui donne une suite finie de solutions (Vj étant
fini).

Par exemple, pour une certaine valeur de V{y on peut obte-
nir les deux solutions représentées par les points My et M;
sur le graphique page suivante.
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