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On étudie ici le phénoméne d’induction électromagnétique dans le
cas de circuits immobiles dans le référentiel d’étude et plongés dans
un champ magnétique qui dépend du temps. Il s’agit de l'un des deux
cas de l'induction électromagnétique : le cas de Neumann. L’autre cas
(cas de Lorentz) ne sera pas abordé ici.

8 exercices sont donnés au fur et a mesure. Les solutions sont en
fin de document.

I. Loi de Faraday

1) Le probléme physique étudié

Nous allons étudier un circuit électrique, c’est a dire un ensemble
de dipdles électrocinétiques reliés par des fils de connexion (en pra-
tique ce sont des fils de cuivre), placé dans un champ magnétique qui
dépend du temps. Ce circuit est supposé immobile dans le référentiel
d’étude (#Z) muni d’un repere d’espace (Oxyz).

On suppose en outre que tous les points du circuit sont dans la zone
A.R.Q.S. (c’est a dire la région de I’espace ou s’applique I’approxima-
tion des régimes quasistationnaires). L’équation de Maxwell-Ampere
est donc simplifiable en :

rot B = o j (1)

ce qui entraine :

_+
div} = div <r°t§> =Ly (rot B) = 0

Ho Ho

par identité remarquable. Ainsi :

Le vecteur densité de courant est & flux conservatif en tout point du
circuit électrique étudié.

Sachant qu’un fil de connexion canalise les lignes de courant de j’,
cette propriété a pour conséquence que si on considere deux sections
droites (S7) et (S2) dans un fil de connexion, orientées de la méme
fagon (faces — et + "identiques", cf. figure 1) alors en posant :

i(t) = ®(j/S1) et ia(t) = D(5/52)

on a, pour tout ¢ :

D(j/S1) = ®(j/S2) donc |iy(t) = iz(t) (2)
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lignes de j

FIGURE 1 — Un fil de connexion canalise les lignes de courant élec-
trique. La conservation du flux de j entraine ’égalité de 'intensité
électrique qui traverse chaque section du fil.

L’intensité électrique est donc conservée le long d’un fil de
connexion et on la note i(t).

i(t)

D’autre part, on rappelle que la fleche du courant __, 7 représente
Porientation des sections du fil de connexion (elle est dirigée de la face
— vers la face 4+ de chaque section).

Lorsque la section S de chaque section est treés petite (ce qui est tres
souvent le cas) on peut faire 'approximation filiforme pour exprimer
;’ dans le fil : j est uniforme sur chaque section et il est orthogonal &
chaque section. On en déduit que :

jp.oy = ") 3)

ot w7 (P) est le vecteur unitaire tangent au fil au point P (c’est aussi

le vecteur unitaitre orthogonal a la section droite du fil passant par
P), orienté dans le sens de la fleche du courant (figure 2).

FIGURE 2 — Définition et orientation du vecteur unitaire 7.

2) Loi de Faraday
a) Cas d’une simple spire conductrice

Considérons le circuit électrique le plus simple possible : une spire
conductrice, c¢’est & dire un simple fil conducteur fermé sur lui-méme.

La spire est supposée immobile dans le référentiel d’étude (%) et
elle est plongée dans un champ magnétique qui dépend du temps (et

de l'espace dans le cas général) ?(M ,1) 1 (figure 3).

Les courants variables %ui créent E créent aussi un champ élec-

trique variable ﬁ relié & B par I’équation de Maxwell-Faraday :

——%ﬁ: 83

L’existence de E met en mouvement les électrons de conduction
dans la spire, ce qui crée un courant i(t), appelé courant induit.

On suppose que le matériau qui constitue le fil est ohmique, de
conductivité électrique ~. La densité de courant j dans le fil vérifie

1. L’origine de ce champ magnétique sera discutée plus loin.
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lignes de §

FIGURE 3 — Une simple spire conductrice placée dans un champ ma-
gnétique qui dépend du temps.

donc la loi d’0Ohm locale :

JPy = E(P1) avee jPt) = "D zp) (4)

ou P est un point de la spire et ou S est laire de la section du fil.

Ce fil constitue une courbe fermée (%) orientée par la fleche
du courant, qui délimite une surface (X) orientée par la régle de
la main droite. On note P un point de (%) et N un point de (X)
(figure 4).

En calculant la circulation de E le long de la courbe (%) nous
obtenons :

L .
]{ E(P 1) Eﬁp:f - (P,t).&?p:]( W) 2 py.dlp
© ¢ 7S

alp

s,
=
s
o
)

FIGURE 4 — Paramétrage géométrique de la spire.

%
Comme dfp = d¢p u—>T(P), nous obtenons finalement ;

f E(p,0).dl
4

ROVSY
-2 fcdep—%g (t) (5)

ou £ est la longueur totale du fil qui constitue la spire conductrice. On
reconnait dans le facteur multiplicatif de i(t) la résistance électrique
de la spire :

RY — (6)

ce qui fait que I’équation (5) s’écrit :
]f E(P,0).dlp = Ri(t)
4

Transformons maintenant le premier membre de 1’équation précé-
dente en utilisant le théoreme de Stokes :

§ Beody - [[ w B3 - [ 85“" OB

Comme la spire est immobile dans (#) et donc la surface () aussi,
on admet qu’il est légitime de permuter I'intégrale et la dérivée par
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rapport au temps. On obtient donc :
o(B/x
f BEptdlp——-3 {// B(N,t).ﬁN} __de(B/%)
4 dt » dt

oll @(3 /%) est le flux du champ magnétique (qu’on appelle aussi plus
simplement flux magnétique) a travers la surface (3).

Finalement ’équation (5) peut s’écrire sous la forme :

do(B/s)
% - Ri(t) (7)

La grandeur

w  do(B/5)

e(t) = 5 (8)

s’appelle force électromotrice induite dans la spire par le champ ma-
gnétique variable. Elle est homogéne a une tension et s’exprime donc
en Volts dans le S.I.

Les équations (8) et (7) peuvent étre décrites par un dessin qu’on
appelle schéma électrocinétique équivalent de la spire (figure 5) : tout
se passe comme si la spire contenait un générateur idéal de tension
de force électromotrice (f.é.m.) e(t) en série avec une résistance R :
c’est la loi de Faraday.

Loi de Faraday (cas d’une sipire)

Les effets d’'un champ magnétique variable sur une spire conductice
sont équivalents a un générateur idéal de tension de f.é.m.

. d@(ﬁ/m

qui serait placé dans la spire.

Une loi des mailles conduit en
e(t) () R effet directement a ’équation
ce(t) = Ri(t)

FIGURE 5 — Schéma électrocinétique équivalent de la spire placée dans
un champ magnétique variable.

Attention :

Dans le schéma électrocinétique équivalent, la fleche de la force
électromotrice e(t) doit toujours étre dans le méme sens que la fleche
du courant i(t).

Exercice 1 : force électromotrice induite dans un cadre

Un fil rectiligne infini est parcouru par un courant électrique d’in-
tensité ig(t). Calculer la f.é.m. e(¢) induite dans un cadre rectangulaire
conducteur ABCD de c6tés AB = a, BC = b, immobile et situé a la
distance d du fil.

D C

io(1)
b) Cas d’un cicuit série quelconque

La loi de Faraday se généralise & un circuit électrique quelconque
a condition que celui-ci ne contienne qu’une seule branche (on parle
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alors de circuit série) et que la surface (X) qu’il délimite soit défi-
nie sans ambigiiité. Le circuit est formée d’une association en série
de plusieurs dipdles, qui peuvent étre de toute nature : générateurs,
résistors, condensateurs, ... mais aucune inductance : le cas des
inductances sera traité plus loin. Cela signifie en particulier que si le
circuit contient une bobine alors dans ce qui suit, elle sera seulement
assimilée a un fil ayant une résistance ohmique mais sans plus.

Ds Dy

D3

i(t) o,

FIGURE 6 — Cas d’un circuit électrique série quelconque contenant
plusieurs dipdles électriques Dj, Do, ... La surface (X) délimitée par
le circuit est en gris.

Loi de Faraday (cas d’un circuit série)

Lorsqu’un circuit série est plongé dans un champ magnétique dépen-
dant du temps B, tout se passe comme si, en plus des dipdles (D)
déja présents dans le circuit, il existait un générateur idéal de ten-
sion de f.é.m. e(t) appelée force électromotrice induite (par le champ
magnétique) et dont ’expression est :

e d@(ﬁ/m

ou (X) est la surface délimitée par le circuit.

Remarques :

o Le circuit est assimilé a une courbe fermée (%) orientée par la
fleche du courant.

o La surface (X) est orientée par la regle de la main droite.

. @(ﬁ /X)) est le flur magnétique a travers la surface du circuit.

La figure 7 représente le schéma électrocinétique équivalent complet
du circuit, compte-tenu de 'existence de cette force électromotrice.

On peut aussi y faire figurer en série avec les autres dipdles un
résisor ohmique qui tient compte de la résistance électrique Rg)s des
fils de connexion. Toutefois, cette résistance additionnelle est souvent
négligeable (de l'ordre de 0,1 €2) si d’autres résistances bien plus im-
portantes sont déja dans le circuit.

Remarque trés importante :

La fieche de la f.é.m. induite doit toujours étre dans le méme sens
que la fleche du courant.

Exercice 2 : courant induit dans un circuit RC

Un circuit rectangulaire de dimension a X b et contenu dans le plan
(Ozy) est constitué d’une résistance R en série avec un condensateur
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Dy Dy Rﬁls

D,

£
W\_/ o
e(t)

FIGURE 7 — Schéma électrocinétique équivalent au circuit électrique
placé dans un champ magnétique qui dépend du temps. Un résistor
additionnel peut y étre mis en série avec les autres dipoles pour tenir
compte de la résistance des fils de connexion.

de capacité C. Le condensateur est initialement déchargé. Un champ
magnétique uniforme § = B(t) €2 est appliqué & partir de linstant
t = 0. Déterminer le courant induit i(¢) dans le circuit pour t> 0 :

Y
—L
R
b c——
a
0] T

1) Dans le cas ou B(t) = By Tib avec 7, > 0 (constante de temps).
2) Dans le cas ou B(t) = By cos(wt).

II. Inductances des circuits filiformes

1) Inductance propre d’un circuit série

Dans la section précédente nous n’avons pas discuté de I'origine du
champ magnétique dans lequel est placé le circuit série. De plus
nous avons explicitement exclu les inductances de notre étude. Le
moment est venu d’aborder cette question.

En général, § est la somme de deux champs magnétiques :

e D’une part le champ magnétique créé par le courant i(t) qui cir-
cule dans le circuit série. On 'appelle champ magnétique propre
du circuit et on le note B,,. Il est proportionnel au courant i(t) :

=7 .

By(M.t) = K(M)i(t)
ol I_(>(M ) est un champ vectoriel qui ne dépend que des coor-
données d’espace mais pas de U'intensité i(¢), ni du temps.

Le flux magnétique de ce champ propre a travers la surface (X)
du circuit est appelé fluxz magnétique propre et on le note ®,(t).
On a donc :

®, (1) ://Z BL(N,t).dSy = {//E?(N).&V} i(t)

ou N est un point de la surface (X). On remarque donc que ®,, est
proportionnel a i(t). Par définition, le facteur de proportionnalité
est l'inductance propre du circuit, notée L :

L / /E R(N).dSy donc [®,(t) = Li(t) 9)

L est une grandeur proportionnel a ug, dépend de la géométrie de
la spire et on démontre qu’elle est toujours strictement positive :
L > 0. Son unité dans le S.I. est le Henry : symbole H.
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o D’autre part il existe aussi éventuellement un champ magnétique
créé par d’autres sources que le circuit : aimants, autres circuits
électriques placés dans le voisinage du circuit étudié. On note

autre 1€ champ magnétique créé par ces sources et P, utre le flux
magnétique associé :

(bautre(t) = //E ﬁautre(Na t)dS—>N (10)

Le flux magnétique total ® a travers la surface (X) du circuit série
est donc la somme :

O(t) = @p(t) + Pautre(t)

et la force électromotrice induite est donc la somme :

e(t) = — d®p  d®autre
dt dt
o La force électromotrice propre aussi appelée force électromotrice

auto-induite du circuit est :

de,  di

—P—_ L= 11
dt dt (11)

ep(t) =

e La force électromotrice induite par les autres sources de champ
magnétique est :

. dq)autre
dt

Cautre (t) = (12)

La force électromotrice induite dans le circuit série est donc la
somme :

dz
e(t) = ep(t) + eautre(t) = — L T + eautre(t) (13)

L’équation (13) donne lieu & 'un des deux schémas électrociné-
tiques équivalents d’un circuit série qui contient déja des dipdles élec-
trocinétiques non inductifs (Dy), (D2), ..., etc... (figure 8)

Schéma a)

Deux générateurs de tension idéaux et de f.é.m. respectives e,(t)
et eautre(t) sont insérés dans le circuit série (les fleches des f.é.m.
étant dans le méme sens que la fleche du courant). On y a ajouté une
résistance Rg)s pour tenir compte éventuellement de la résistance des
fils de connexion.

La loi des mailles donne :

ds
€p + Cautre + U1 + Uz +uz +ur =0 avec uL:—L&

et donc : 4
7
— + €autre + U1 + Uz +ug +up =0

—L
dt

Schéma b)

Un seul générateur de tension idéal et de f.é.m. eauire(t) a été inséré.
On tient compte de la f.é.m. auto-induite grace a 'inductance propre
L du circuit placée en série.

La loi des mailles donne :
ur, + €autre + U1 +u2 +us +ug =0

donc
di
—L&+€autre+U1+UQ+U3+uR:0

Bien sur les deux schémas sont équivalents et conduisent a la méme
équation. Il faut cependant faire attention a ne pas mélanger les élé-
ments des deux schémas : on travaille soit avec l'un, soit avec l’autre.
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Dq
(%) D U2
€autre (t) C) 2

Uy, % L D3 U3
Rﬁls

D
eautre(t) C) 1 D

«—— «—
UR UR
Schéma a) Schéma b)

FIGURE 8 — Les deux schémas électrocinétiques équivalents d’un cir-
cuit série plongé dans un champ magnétique variable. Schéma a)
Deux générateur idéaux de tension en série avec les f.é.m. induites e,
et eautre- Schéma b) Un seul générateur idéal de tension de f.é.m.
€autre €N série avec une inductance L qui est I'inductance propre du
circuit.

Exercice 3

Un anneau métallique circulaire de rayon
ro posseéde une résistance R et une in-
ductance propre L. Il est contenu dans
le plan (Oxy). On le soumet a partir de
I'instant ¢ = 0 a un champ magnétique

y i(t)

autre = B, cos(wt) 2, uniforme.

Déterminer I'intensité i(¢) dans anneau, x
en régime sinusoidale forcé.

2) Inductance mutuelle entre deux circuits série
a) Définition

Considérons maintenant deux circuits séries représentés respecti-
vement par deux courbes fermées (%)) et (%2) orientées par leurs
fleches des courants et parcourues par des courants électriques d’in-
tensité i1 (t) et i2(t). Chaque circuit délimite une surface : (X1) pour
et (€1) et (X2) pour (%2) (surfaces orientées par la regle de la main
droite).

FIGURE 9 — Deux circuits série en influence magnétique mutuelle.

En un point M et a l'instant ¢, on note :
. gl(M, t) le champ magnétique créé par (1) ;
. §2(M ,t) le champ magnétique créé par (43).

On définit les flux magnétiques :

D1 ://2231(1\72,@.@% ot oy ://21 Ba(N1,).d5n,

(14)

De facon imagée, on dit que ®1_,9 est le flur magnétique envoyé par

le circuit (47) a travers la surface du circuit (%2). De méme, ®o_,1 est

le flux magnétique envoyé par le circuit (%2) a travers la surface du
circuit (61).
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Comme 31 est proportionnel a i1 (¢) et ?2 est proportionnel & io(t)
on peut écrire :

’ <I)1_>2 = M21 il(t) et CI’2_>1 = M12 ’iQ(t) ‘ (15)

Les deux coefficients Mo et Moy s’appellent inductances mutuelles
entre les deux circuits. Ce sont des coefficients qui sont proportionnels
a po, qui dépendent de la forme de chaque circuit ainsi que de la
position relative d’un circuit par rapport a 'autre.

Contrairement a linductance propre L qui est toujours positive, les
inductances mutuelles peuvent étre positives ou bien négatives : cela
dépend des orientations des deux circuits, c’est a dire du sens de la
fleche du courant dans les deux circuits.

b) Loi de Faraday

Les deux flux ®1_,9 et ®o_,; variables dans le temps produisent des
forces électromotrices induites dont I’expression est donnée par la loi
de Faraday :

o dPa dia
e1 = e Mdt dans (%)) (16)
et
o dPy diy
€9 = e M g” dans (%) (17)

Du point de vue électrocinétique, tout se passe comme si le circuit
(1) (resp. le circuit (63)) contenait, en plus des dipdles déja présents,
un générateur idéal de tension de force électromotrice ey (resp. ez).

On peut donc dresser les schémas électrocinétiques équivalents des
deux circuits (figure 10), e; (resp. ez) jouant le role du ezutre de la
partie 1).

e = —M%f Ly Loy

Rgis Dy Rgis Dy,

= =

" D1, "2 Do, Doy,
(41) (¢2)

FIGURE 10 — Schéma électrocinétique équivalent des deux circuits.

Remarques :

e Les fleches des f.é.m. e; et es sont orientées dans le méme sens
que les fleches des courants.

e On a placé les deux inductances propres L; et Lo dans chaque
circuit pour tenir compte de 'auto-induction.

e On a de plus inséré deux résistances Rgs dans chaque circuit
pour tenir compte de la résistance des fils de connexion. Dans
la tres grande majorité des cas cette résistance est négligeable
devant les autres résistances des circuits.

3) Propriétés des inductances

On démontre et nous admettrons les deux propriétés suivantes.
Soient (1) et (%2) deux circuits séries d’inductances propres res-
pectives L1 et Ly et d’inductances mutuelles M5 et Moy :

1. Symétrie :

Mo = Moy " p (18)

er = —M1
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2. Couplage :

M| < /L1 Ls

(19)

Le coefficient k = , sans dimension et tel que k € [—1,1]

M
vV L1Lo

est appelé coefficient de couplage magnétique des deux circuits.

Exercice 4 : Circuits couplés par une inductance mutuelle

Deux circuits ont la méme inductance propre L et une inductance
mutuelle M > 0. On suppose que le coefficient de couplage magné-
tique est tel que 0 < k& < 1. Les circuits contiennent deux conden-
sateurs de méme capacité C. On néglige les résistances totales des
deux circuits. Pour ¢t < 0 les deux condensateurs sont déchargés et les
courants sont nuls dans chaque circuit. Les deux interrupteurs K et
K sont fermés de facon instantanée a l'instant ¢t = 0.

L M L
11 Z‘2
q1 q2
C C
X X
K; K>

1) Ecrire le systéme d’équations différentielles auxquelles satisfont
les charges ¢ et ¢2 des armatures supérieures des deux conden-
sateurs, pour ¢ > 0.

2) Résoudre ce systéme et donner pour ¢t > 0 I'expression de ¢ (t)
et de ga2(t) avec les conditions initiales suivantes : ¢;(0) = Qo;
QQ(O) = 0; il(O) = iQ(O) = 0.

10

4) Loi d’addition des inductances
a) Cas de 'inductance propre

Considérons un circuit série parcouru par un courant d’intensité i(t)
et assimilé & une courbe fermée (%) orientée par la fleche du courant.
Ce circuit contient des dipdles D7, Ds, ... de nature quelconque. Il
délimite une surface (X).

Placons n points Py, Ps, ..., P, = P sur ce circuit tous distincts
deux a deux, sauf le dernier P,, confondu avec Pj, et rangés dans le
sens de la fleche du courant (figure 11). Cela permet de définir n — 1
trongons [Py; Pry1], 1 < k<n—1.

D3 P4 D2

FI1GURE 11 — Découpage d’un circuit série assimilé a une courbe fermée
(¢) en n — 1 trongons.

— —
Soit B, le champ magnétique propre de ce circuit et A, le potentiel
%
vecteur magnétique associé a B, :

- ——
B, =rot A,

Le potentiel vecteur magnétique est hors programme mais on va
I'utiliser pour démontrer une propriété intéressante de l'inductance
propre L : la propriété d’additivité.
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Grace au théoreme de Stokes :

Li(t) = ®, = //EEP(N,t).ﬁN

:// rol (N, £).d8 :f AP b).dlp
= 4

ou N est un point de (X) et P un point de (%¢). Or la circulation de
% A Id Ve .
A, le long de (¢) peut étre "découpée” de la fagon suivante :

_>
Ap(P, t).dlp =
@ = Ipw

— —
Comme B), est proportionnel & i(t), cela est aussi vrai pour A4,. Il

s’ensuit que chacune des intégrales de la somme a droite de 1’égalité
est proportionnelle & l'intensité électrique i(¢). On peut donc poser :

Pey1 — — ‘
/ Ap(P, t).dgp = Lk-’k-Jrl Z(t)
Py,

On a donc :
n—1
=Y Ligs1i(t)
k=1

d’ou :

(20)

n—1
L= Lipn
k=1

On peut interpréter I'équation (20) en disant que Ly 4 est U'in-
ductance du troncon de spire compris entre Py et Py .

L’équation (20) indique que I'inductance propre L de la spire est la
somme des inductances Ly 41 de chaque trongon. C’est la loi d’ad-
dition des inductances.

11

b) Loi d’addition des inductances mutuelles

On peut refaire le méme raisonnement avec les inductances mu-
tuelles. Considérons deux circuits série assimilés a des courbes fermées
(¢1) et (62), orientées par les fleches des courants.

_>
Au champ magnétique By créé par (%2) est associé le potentiel
vecteur magnétique Ay. Le flux magnétique envoyé par (%2) a travers
la surface (31) de (%)) s’écrit donc :

By 1 = //Z BN, 0.8y "2 | Apo.al
1 61

ou N est un point de (X1) et P un point de (%7).

En découpant le circuit (1) en n — 1 trongons [Py; Pr11], 1 < k <
n — 1 de sorte que P,, = P, on peut écrire l'intégrale de circulation
sous la forme d’une somme.

Pt —> —
Pyy1 = Z / t).dlp

%
D’autre part, sachant que By est proportionnel a l'intensité élec-
trique i9 et qu’il en est de méme pour As, chaque terme dans la somme
a droite de I’égalité est proportionnel a i3. On a donc :

12) .
N i 2
k=1

ou :

(12) 1 Prt1 — -
M2, = = /Pk APyl

12)

La grandeur M,g ki1 €st linductance mutuelle du trongon de circuit
(¢1) compris entre Py et Pyi1. En notant que ®9_1 = Mg iz, on
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obtient finalement :

n—1
12
My =" M2, (21)
k=1

ce qui est la loi d’addition des inductances mutuelles pour le
circuit (7).

On peut faire le méme raisonnement pour le circuit (%2) en le dé-
coupant en m — 1 trongons. On obtient alors le résultat :

m—1
21
Moy = 3 My, (22)
q=1

Remarque :

La propriété de symétrie M5 = Moy ne s’applique qu’aux deux
inductances mutuelles totales des circuits (%1) et (42) mais jamais
aux inductances mutuelles des trongons (c’est logique puisque
les nombres et les tailles des trongons peuvent étre vraiment différents
dans les deux circuits, sans relations les uns avec les autres).

c) Application a une bobine

La démonstration de la loi d’addition (pour L ou pour M ) est hors
programme mais on peut trés bien en utiliser le résultat. Son applica-
tion la plus importante concerne les bobines.

Considérons une bobine, c’est a dire un fil en métal enroulé sur un
cylindre. Chaque tour de fil constitue ce qu’on appelle une spire de la
bobine (figure 12).

o Cette bobine est insérée dans un circuit série (¢) et on peut la
considérer comme un troncon du circuit : il est donc possible
de parler de l'inductance de la bobine L; et de son inductance
mutuelle M, avec un autre circuit.

12

FIGURE 12 — Bobine : enroulement de fil sur un cylindre.

Si L désigne I'inductance de (%) et M son inductance mutuelle
avec un autre circuit, alors la loi d’addition donne :

’ L = Lieste du cicuit + Lo et M = Mieste du cicuit + My ‘

En général, la bobine est constituée de NV tours de fils (c’est a dire
N spires), chaque spire étant un trongon de fil. En numérotant
les spires par un entier n on a donc par la loi d’addition :

N N
Ly=Y L, et My=Y M,
n=1 n=1

ou L, est 'inductance de la spire n et M, son inductance mu-
tuelle avec un autre circuit.

Lorsque les enroulements de fil de la bobine sont jointifs et que
la section du fil est suffisamment petite, comme apres avoir fait
un tour on revient quasiment au méme point, on peut considérer
que les spires forment des courbes fermées (%,,) "collées" les unes
a la suite des autres (figure 13).

Chaque spire est donc une courbe fermée (%) orientée par la
fleche du courant et qui délimite une surface (X,,) orientée par la
regle de la main droite.
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1 spire = une courbe quasi-

fermée : Py ~ Pyiq Spire (%)

FIGURE 13 — Une spire d’une bobine a spires jointives, dans 'hypo-
these ou la section du fil est tres petite, de facon a pouvoir assimiler
chaque spire a une courbe fermée.

_>
En désignant par B, le champ magnétique propre du circuit
(€), proportionnel a Uintensité ¢ qui le traverse, on a donc, par
définition de L, :

Lni(t):jf AP, t).dlp S // rot (N, £).d8
Gn n

_ // By(N,t).dSy = ® (B,/<,)

ce qui entraine :

N N
L= %@ (By/Sa) et Ly=> L= % > @ (By/%,)
n=1 n=1

ou encore

N
S @ (By/S) = Lyit) (23)

n=1

13

De la méme fagon, si By désigne le champ magnétique créé par
lautre circuit (ce qui crée 'inductance mutuelle M), proportion-
nel a l'intensité io dans cet autre circuit, on a :

Mnig(t):jg As(P,t).dlp Sti‘es// rot Ap(N, 1).dS

:/ BS(N,1).dSy = @ (B3/S)
Yin

et donc :
N N
My= @ (Bo/S,) et My=3 M,=+ > @ (B/S,)
12 1 2 5
Oou encore
N —
> @ (B2/%n) = Myia(t) (24)
n=1

Les équations (23) et (24) sont la base pour calculer l’inductance
propre Ly, et linductance mutuelle My d’une bobine.

Enfin, la contribution d’une bobine a I'inductance du circuit et a
I'inductance mutuelle est ultra-prépondérante. On peut tres
bien négliger la contribution des autres trongons du circuit, ce
qui implique :

‘L = Lyeste cire. T Lb ~ Lb et M = Meste cire. + Mb ~ Mb ‘
(25)

Dans le cas ou il y a plusieurs bobines en série dans le circuit
(deux par exemple), la loi d’addition conduit & :

‘L — Lreste circ. T Lb1 + ng ~ Lb1 + Lbz ‘ (26)

et

‘M = Mreste circ. + Mb1 + Mb2 ~ Mb1 + sz ‘ (27)
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Exercice 5 : inductance propre d’une bobine

On considére une bobine finie constituée de N spires circulaires
jointives de rayon r, parcourues par un courant d’intensité i(¢). La
bobine a pour axe de symétrie Oz et pour longueur ¢ selon cet axe.
On adopte un modele tres rudimentaire pour lequel on suppose que le
champ magnétique 5 créé par la bobine a l'intérieure de celle-ci est
le méme que celui créé par un solénoide infini. Cela revient a négliger
completement les effets de bord.

Calculer 'inductance propre L de cette bobine.

Exercice 6 : Inductance mutuelle de deux bobines

Deux bobines (b1) et (b2), de sections circulaires Sy et Sy, ont pour
caractéristiques :

e nj et ng spires par unité de longueur,

o longueurs {1 et o (1 < {3) suffisamment grandes pour pouvoir
négliger les effets de bord,

(b1) est placée entierement a l'intérieur de (b2) et leurs axes de
symétrie sont confondus.

(b2)

Déterminer 'inductance mutuelle M entre ces deux bobines.

14

Exercice 7 : Pince ampeéremétrique (Mines-Pont)

Une pince amperemétrique est un appareil dont 'extrémité possede
la forme d’un tore. En disposant ce tore autour d’un conducteur par-
couru par un certain courant le dispositif équipant la pince permet
d’en mesurer l'intensité.

Son principal intérét est I'absence de contact physique avec le
conducteur et le fait qu’il ne soit pas nécessaire d’ouvrir le circuit
pour mesurer le courant qui le traverse contrairement a l'implanta-
tion d’un amperemetre classique.

Le dispositif de mesure de la pince amperemétrique est formé d’un
bobinage torique comportant N spires enroulées sur un tore de section
rectangulaire de rayon intérieur a, de rayon extérieur b, d’épaisseur
¢, d’axe (Oz). Le fil conducteur utilisé pour le bobinage possede une
résistance linéique .

)

'i\JRFil A tester

Un point M intérieur au tore est repéré par ses coordonnées cylin-
driques : OM = ru, + zu; avec r € [a,b] et z € [0,c].

Un fil rectiligne infini de méme axe (Oz) est parcouru par un cou-
rant d’intensité i(¢). On note i1(¢) l'intensité du courant circulant
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dans la bobine torique. On se place dans 'approximation des états
quasi-stationnaires.

1) Montrer qu’au point M intérieur au tore, le champ magnétique
peut se mettre sous la forme § = B(r) up ou l'on précisera 'ex-
pression de B(r) en fonction de g, i(t), i1(t), N et r.

2) Calculer le flux ® de B a travers le bobinage et en déduire les
expressions des coefficients d’autoinductance L du bobinage et
de mutuelle inductance M entre le fil et le bobinage.

3) Déterminer I'expression de la résistance totale R, du bobinage
en fonction de a, b, ¢, N et A.

On se place en régime sinusoidal forcé avec
i(t) = Ipv/2 cos(wt) associée a l'intensité complexe i = Ip\/2e/“
et i1(t) = I1v/2cos(wt+ ¢1) associée a lintensité complexe
i = [1\/§ejwt ele1

4) Le bobinage formant un circuit fermé, déterminer 1’expression de

i
la fonction de transfert H = == en fonction de M, w, R, et L.
1

5) Dans quel régime de pulsation ce dispositif peut-il former une
pince amperemétrique ?

Exercice 8 : Impédance d’un circuit couplé par inductance
mutuelle & un autre circuit

Un circuit (1) alimenté par une source idéale de tension de f.é.m.
e1(t) = Ey, cos(wt) et contenant une bobine (Bp) d’inductance L; et
de résistance Ry est couplé, avec un coefficient de mutuelle inductance
M, & un circuit (%2) contenant une bobine (Bz) d’inductance Lo et
de résistance Ry fermée sur elle-méme par un court circuit.

15

M
I e B
i Ry 3 3 Ry 3 12
61(t)|<> | 14 ! Lo i
Ty Tm

. . . , [
Déterminer 'impédance complexe Z = == entre les bornes de (By),
4]
en régime sinusoidal forcé de pulsation w.
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I11. Solutions des exercices

Exercice 1

Considérons que Oz est I’axe du fil et plagcons-nous pour commencer
en coordonnées cylindrique : un point M sera repéré par (r, 0, z). Les
symétries et invariances de la distribution de courants indiquent que

B(M,t) = B(r,1) &.

10

M

Dans I’A.R.Q.S. le théoréme d’Ampeére est valable comme en régime
stationnaire et conduit a :

jo(t jo(t
B(r1) = P00 gone | Bar ) = ool 2
mr 27r

Replacons maintenant ce résultat dans le contexte de l'exercice, le
cadre étant supposé étre situé dans le plan (Oxz).

16

X
D C €z
XrTl----4----- MD 6—1,)
% a
A d : B ®v
z
0 io(t) ~

En un point M intérieur au cadre de coordonnées (z, z), le champ
magnétique s’écrit :

1o(t
Bary =403
Orientons le cadre en définissant une fleche du courant comme cela
est indiqué sur le schéma, c’est a dire dans le sens A - B — C —
D — A. Cela a pour effet d’orienter la surface du cadre par la regle
de la main droite : le vecteur de surface élémentaire en M est donc :
(ﬁ v =dxdz e_;.

Le flux magnétique a travers la surface du cadre a pour expression :

; d+b . za+a
o (B/3) = / Hoto() 2 a7 — / Hoio(t) g, / dz
d z

2mx 2mx 4

poio(t) (d + b)
= 1
27 @ d

Selon la loi de Faraday :

4o (B/x ;
e(t) = <dt/ ) __;L;aln (M) dio

- d /) dt
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Exercice 2

Yy .
—_—
R
b (C—
yp--{- M8
"
x

O

Commencons par orienter le circuit en définissant la fleche du cou-
rant comme cela est indiqué sur le schéma ci-dessus. Cela a pour effet
d’orienter la surface du circuit : en un point M de cette surface, de
coordonnées (z,y), cﬁM = —dzdye;.

Le flux magnétique est donc :
o (B/s) = // B(t) & .(—~dzdy &) = — B(t) ab
b

puisque B(t) est uniforme. La force électromotrice induite est donnée
par la loi de Faraday :

d@(?/E) dB
e(t) = % T

Le schéma électrocinétique équivalent du circuit est donc :

UR
L

LA

e(t) ‘ D ?o:: Iuc

17

La loi des mailles conduit a :

d
i =

e(t) —ur —uc =0 avec ugp= Ri et &

d’ou I’équation différentielle :

dug | uc _ ab dB
dt ~RC RC dt

Dans la suite on posera , constante de temps du circuit RC.

t
1) Cas ou B(t) = By — avec 7, > 0 (constante de temps).
Ty

. Boab
= Tb

e(t)

= Cste. L’équation différentielle devient :

duc  uc  Boab

dt T TTh
dont la solution générale est :

By ab
uc(t) = xe 7+ 7(;: :

A Cste

La continuité de la tension aux bornes d’un condensateur en-
: uc(07) = ue(07) = 0 puisque le condensateur est dé-
chargé pour ¢t < 0. On obtient donc :

traine

uo(t) = 2020 (1—e7)

T

2) Dans le cas ou B(t) = By cos(wt).

Dans ce cas : e(t) = — Bpabwsin(wt) et ’équation différentielle
s’écrit :
duc uc B() ab .
— 4+ = =- w sin(wt)
dit T T
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La solution générale de 1’équation homogene est encore A e /7.
Une solution particuliere peut étre obtenue a I’aide des complexes
en posant :

Bo ab BO ab

(wf) —
- w sin(wt) -

BO ab
T

we]w/Q eJwt

w oS (wt— g) :Re{

On cherche une solution particuliere complexe de la forme
uc(t) = Uy, €% €% solution de :

duc  uc _ Boab | jrjo jer
dt T T
d’ou : ‘ '
uc (14 jrw) = Boabw eI™/2 giwt
donc :
g = Byabw oT/2 it
- 14 j7w
On a donc :
Byab
Un = uc| = 1?_(1(:_:)2 et = g — arctan(Tw)

En repassant dans le domaine réel, la solution particuliere s’écrit
donc :

Bpab
uc(t) = Re[uc | = Uy, cos(wt+p) = S sin[wt—arctan(7w)]
1+ (Tw)?
La solution générale est donc :
Boab
uc(t) = e V7™ — e sinwt — arctan(Tw)]
1+ (Tw)?

et la condition de continuité uc(0") = ue(07) donne :

Boab

A = — ———— sin[arctan(7w)]

Vit (o

18

Exercice 3

X

Dans cet exercice la fleche du courant est déja définie par I’énoncé.
On a donc (ﬁM = +dSy es.

Le flux magnétique créé par ?autre a travers la surface du circuit
s’écrit :

Dautre = // By, cos(wt) e,.dSy el = By, cos(wt) 777“8
T

on en déduit la f.é.m. induite par ce champ grace a la loi de Faraday :

dq)autre

2
Cautre = — dt

= wB,, sin(wt) 7rj

De plus, afin de tenir compte de la force électromotrice auto-
induite par le champ magnétique propre de ’anneau, on peut dresser
le schéma électrocinétique équivalent de I’anneau, avec l'inductance
propre L et la résistance R.

i(t)

ur
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La loi des mailles conduit & :
. ds
—eautre(t) + ur +ur, =0 avec upr = Ri et uL:L&

ce qui donne :

di R wBp, 2
+—i—7sin wt) mr

T 7 (wt) 7rg
En régime sinusoidal forcé on ne s’intéresse qu’a la solution parti-

culiére qui est sinusoidale, de pulsation w. Dans ce but on peut poser :

7 = L/R (constante de temps du circuit RL) et poser :
{ wB

wBy, . . ,
™ sin(wt) wre = M gIT/2 eIt

B
"™ cos (wt — g) 7re = Re

On cherche une solution particuliere sous forme complexe, de la

forme :
i(t) = I, 79 &It

Il vient : i ' B
d% + % — WOm —jm/2 gt 7rr(2)
d’ou : B
w T iy
i(t) = 7Lm m oiT/2 giwt m,(z)
On obtient alors :
wBm, T
I, =i(t)| = t — __ _arct
m = [i(t)] R m mry et o= 5 —arc an(Tw)
et donc :
i(t) = Re[i] = L, cos(wt + @)
soit :

i(t) =

7rr0 sin[wt — arctan(Tw) |

R \/+Tw
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Exercice 4

L M L
11 7:2
q1 q2
C C
X X
K Ky

1) Les deux inductances du schémas sont placées pour tenir compte
des f.é.m. d’auto-induction de chacun des deux circuits. Le
schéma électrocinétique équivalent doit en plus tenir compte des
forces électromotrices induites mutuelles :

dis diq
— - M=2 ot eg=—M—-L
a & di
Pour t > 0 on a donc :
Ur, UL,
«— — >
i 5000 iy
L L

LM E C)kel %C) QCE— Tu@

uCIT —

La fleche de la f.é.m. e; (resp. e3) est dans le méme sens que la
fleche du courant i (resp. i2).

Les lois des mailles donnent :

ﬂ'u—dilei— dar
c B h dt dt

uc, —ur,+e1 =0 avec wug, =
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2)

et
uc,—ur,+es =0 avec uc -2 . ur, :L% et 19 =——
2 2 2 C’ 2 dt dt
On obtient donc :
q1 d*q d?qo q2 d?qo d*q
—+L—F+M—"FF=0 ¢t =+L—F+M—7-=0
o hae T e ot h e T

1l s’agit de deux équations différentielles couplées.

Posons X = g1 + ¢ et Y = ¢ — ¢o. En additionnant les deux
équations précédentes puis en les soustayant, on obtient :

X d2X Y d?y
—+L+M)— =0 et =+L—-—M)— =0
o tE+M) s et ot )
avec 0 < M < L puisque M > 0 par hypothése d’énoncé et
M M

que k = T = L < 1. En introduisant les deux pulsations
propres :
1 1

Wy = —FF——— et wy=—F—F——
L+ M)C (L - M)C

on obtient deux oscillateurs harmoniques :

d?X d?y
+w2X =0 et W%—sz:O

de?

dont les solutions sont :

X (t) = Ay cos(wyt)+Bysin(wyt) et Y (t) = Ay cos(wyt)+By sin(wyt)

La continuité de la tension aux bornes d’un condensateur et celle
de l'intensité traversant une inductance impliques les conditions
initiales suivantes :

@ (07) =q1(07) = Qo ; ¢2(07) =q(07) =0

dgo

! i1(07) =41(07) =0 ; i2(07) =i(07) =0
On a donc :

X(0M) =Qo ; X(07)=0; Y(0")=Qo; Y(0F)=0
d’ot :

X(t) = Qo cos(wyt) et Y(t) = Qo cos(wyt)

ce qui conduit a :

q(t) = X ; Y % [ cos(wyt) + cos(wyt) ]
et
q(t) = X ; Y = % [ cos(wgt) — cos(wyt) |

Exercice 5

On suppose que le champ magnétique de la bobine peut étre assi-
milé & celui d’un solénoide infini avec un nombre de spires par metre
n = N/{. En plagant la fleche du courant comme dans la figure ci-
dessous on a donc :
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B =o'y ilt) 22

Le flux de ce champ a travers une spire circulaire est :
N N
¢ (?/1 spire) = // po~y i(t)e;.dSe; = po~y i(t) 2

puisque le champ magnétique est uniforme. De plus, le flux a travers
une spire ne dépend pas de la position de cette spire en raison a
nouveau de 'uniformité de B. En numérotant les spires par un entier
n on a donc :

N 2
N N
Li(t) = —i(t) mr? = po— i(t) mr?
i(t) n§:1uo£ i(t)mr® = po—p- i(t) mr
et donc :
N2
LZMDT 7r? >0

Exercice 6

(b2)
i.(bl

On va utiliser la propriété de symétrie des inductances mutuelles
pour choisir entre ®1_,0 = M1 et P91 = Mis lequel des deux est le
plus simple a calculer. Ici ¢’est manifestement $o_.q.

On commence par orienter les deux circuits en définissant les fleches
des courants comme indiqué sur la figure ci-dessus.

(b1) étant au centre de (b2) on peut considérer que le champ magné-
tique produit par (b2) au niveau de chaque spire de (b1) est quasiment
celui d’un solénoide infini :

=7 .
Bs = pignaia €]
Pour une spire de (b1) on a donc (on note ¥; la surface d’une spire) :

_>
(I)g_)l(l spire) = / BQdSQ—; = uongig Sl
¥

En numérotant les spires de (by) par un entier n et en appelant
Ny = ny¢; le nombre de spires de (b;), on obtient :

Ny
by = Z ®y_,1(1 spire) = ponaiz S1 X Ny
n=1
Finalement :
1
M = & ®y_y1 = poning S1 4

Exercice 7

)

'i\JRFil a tester

21
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1) Le champ magnétique ﬁ est celui créé par les deux courants ¢ et
i1 et il faut donc tenir compte des symétries de ces deux courants.
On va supposer que les spires du tore sont jointives. Dans ce cas :

e Le plan (M, 4,,u;) est un plan de symétrie des courants
contenant M. Par conséquence il s’agit d’un plan d’antisy-
. On a donc :

B(M,t) = B(r,0,2,0) T

métrie de

e La distribution de courants est invariante par rotation au-

tour de Oz et il en est de méme pour B, d’ou :

B(M,t) = B(r, 2, t) 15

Le théoreme d’Ampere s’applique en régime stationnaire. On
choisit comme courbe d’Ampeére (¢4) un cercle de rayon r et
d’axe Oz :

2T
?{ ?(M,t).cTzM: B(r,z,t)rdd = 27 r B(r, z,t)
Ca 0

Le courant enlacé étant ¢ + N 1, il vient :

po (i + Niq)

2mr B t) = i+Nip) d
r B(r, z,t) = po (i+Ni1) donc 5

B = B(r,t) =

On remarque que B ne dépend pas de z.

2) On commence par calculer le flux de B & travers la surface d’une
seule spire du tore, repérée par ’angle 6 et dont le vecteur surface
élémentaire est dS = drdzug compte-tenu de orientation des
spires du tore. On a donc :

c b . N .
®(1 spire) = //B(r, t)ug.drdzug :/ dz x / Mdr
0 a

2rr
_ Ho (l—f—NZl) cln (b)

2T a

22

On remarque que ce flux ne dépend pas de la position de la
spire sur le tore : il est donc identique pour toutes les spires. On
en déduit (en numérotant les spires par un entier n) :

N . 9 -
. o (Ni+ N“iy b
o = Z ®(1 spire) = ( o ) cln (a)

n=1

po (N?4y)

cln (%) est le flux propre du
T
tore. Il est de la forme ®, = Li; et donc :

o Le terme ¢, =

o N?

cln (9>
2 a

po (N i)

le fil & travers la surface du tore. Il est de la forme ®gj_ytore =

M7 et donc :
M = Ho N cln <b>
2 a

L

o Le terme ®g_yiore = cln (3) est le flux envoyé par

3) A\ étant la résistance linéique du fil conducteur du bobinage, de
longueur totale £ on a :

Ry=X=Ax20b—a+c¢c)x N=2NX(b—a+c)

4) Le bobinage est un circuit fermé. On peut donc dessiner son
schéma électrocinétique équivalent, en tenant compte de I'induc-
tance propre L, de la f.é.m. d’induction mutuelle ey et de la
résistance I, du bobinage :
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L) proportionnelle a Iy, ce qui est réalisé pour Lw > R,. Dans ce
21
cas :

I

L — -
I R, + jLw jLw L N
— M R U
€mut Mdt | C) C+ P R d’ou :

I =

—jMw ’N'jMw‘_M 1

1
N

Remarque :

Exercice 8
La fleche de eyt est dans le méme sens que la fleche du courant

i. Dressons le schéma électrocinétique équivalent des deux circuits,

compte-tenu des inductances mutuelles :
La loi des mailles donne :

dio diq
dz eimut = —M— et egmut = —M—
UR + U, —emut = 0 avec up, :L£ et up = Ryiq e dt e dt
dotr : S R
diy di !
L—+4+R,i; = =—-M—
a + Ryt €mut dt R R i
, . . , . e1(t) C * Ly UL, ULy Loy C
En régime sinusoidal forcé, on passe dans le domaine complexe : +
di, _ di O Y
€1mut €2mut
c’est a dire :
(Bp +jLw) iy = = jMwi Les lois des mailles donnent ;
d’ou :
gob_ —jMw €lmut + €1 — UR, —ur, =0 et eimu —ur, —ur, =0
= i Ry+jlw
r et donc :
5) Il faut pouvoir mesurer la valeur efficace Iy du courant dans le diy dis dis diy
fil. Le plus efficace est que la valeur efficace I soit directement er =L T +Ryin+ M I et Lo T + Rois + M Frie 0
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Loi de Faraday. Inductance propre et inductance mutuelle.

En régime sinusoidal forcé on utilise la notation complexe : e;(t) =
E., /%t et on pose iy (t) = I /%1 e/t et iy(t) = Iy /%2 €/“t. On ob-
tient :

€1 = (Rl —|—]L1w) 21 +]MW 12 et (RQ + jLQOJ) 12 +_]MOJ@1 =0

On élimine iy pour trouver :

. JMw
lg—— ————1
2 Ry + jLow
d’ou : 5 o
M=w
e1 = (R +jLliw) iy + ————— 1
€1 ( 1T Ja )71 Rg—l—ngw’l
et donc :
M?32w?
=Ry +jLiw+ ——"-7+-—
Z 1T 74 Ra + jLow
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