Intégrales ; intégrales a parametre

1
1)*(cos) Existence et calcul de fo 1 — E(1)dt.

+oo . - 3z . 400 . 4
2)*(M09) Montrer que pour > 0, on a : fm %;t dt = % fz %’;t dt. En déduire la valeur de j;) %;t dt

+o00 +oo .
3)**(xo05) Etablir lexistence de f : R +* R définie par f(x) = f 5 dt (resp. f(z) = f Bt qp).
Prouver l'existence de ‘]; > f(x)dx et donner sa valeur.

4)***(xo7) Formule de Stirling.
+oo
a) Evaluer, pour n e N* : [, = f (1+ Lymetdt.
b) Donner un équivalent, lorque n — +oo, de J,, = fn (1+ %)"e_tdt.

c) En déduire la formule de Stirling.

5)**(C) /M/X...

Existence et valeur de lim,—, 1o, de I, =
a) f arctan (nx)e " dx.
b) fR 1) dt, ou f est continue bornée sur R.

2+t2
c) nf f(t™)dt, ou f est continue sur [1,e].
d) f L)"In(t)dt ; en déduire la valeur de I(1).

6)***(U07) Soit f : R+ — R, continue et vérifiant f(z) = O(Z%) lorsque x — +oo. Etudier la limite quand h
“+o00
tend vers 01 de ¢(h) = . hf(nh).
n=0

+oo
7)**(x02) Existence et équivalent lorsque n tend vers +oo de I, = j;) sin(t™)dt.

8)**(E04) Théoréme de convergence monotone. Soit (f,) une suite d’applications positives, continues
par morceaux et intégrables sur I ; on suppose que la suite (f,,) converge simplement en croissant vers f

continue par morceaux. Montrer que f est intégrable sur I si et seulement si la suite I, = f] fn converge,
et que dans ce cas fIf = lim(fl fn)-

9)**(u0o8) D’ Alembert-Gauss par l’indice.
2w

a) Soit f de R dans C* 27-périodique et C*. On pose d(f) = 7 o ];’((f)) dt. Montrer que d(f) € Z ;

donner une interprétation géométrique.
b) Soit P € C[X] non constant. On suppose que P ne s’annule pas sur C, et on considére, pour
r>0: f.(t) = P(re). En étudiant les variations de d(f,.), aboutir & une contradiction.

10)**(x07) Soit f de R dans C continue intégrable sur R. Pour z € R, on définit F'(z f |f(z+t)— f(t)|dt.
Montrer que F' est définie sur R, et étudier son comportement lorsque z tend vers 0 ou +o00.

+o0 sin(2 1
11)**(Mo5) Soit pour a > 0et n € N: [, = fo = M
sin x

+ —t
12)*(Mo1) Donner un équivalent simple en oo de f Te dt.

z t

e~ dx. Existence et limite de I,,.

. . . , 1 x4+t .
13)**(Lo8) Soit une fonction f : R — [0,4o00[ continue et bornée, et m(z,t) = %fit f(z)dz, puis
M(f)(z) = Su(}))m(m,t).

=

a) Montrer que l'on a pour tout z: f(z) < M(f)(x) < Sup f.

1



b) Montrer que M f est continue.

c) On suppose que f est intégrable, fRf =1Tet lirin xzf(xz) = 0. Montrer que lirf am(z,t) =0 (&
t fixé).

d) Soit « €]0, 1[. Montrer que hrf Sup |z|m(x,t) = 0. Que vaut 1irJ£1 |z|m(x, (1 4+ a)x) ?
ToT0 < (1—a)x T—Too

e) Montrer que lim 2Mf(z) =11

T—+00 T2
14)*(co5) Soit I,(x) = [~ Latiasdt ar.
a) Pour quels a I, est-elle définie sur R} ? Calculer I5.
b) Limites de I; en 0 et +o0.
c) Dérivabilité de Iy. Calculer I.

“+oo
15)**(Mo07) Soit u, = f dz . Limite et équivalent de u,, quand n tend vers 'infini.
0 (2 4+ 1)(z2 +n)

16)**(Mo5) Etudier I'existence des limites suivantes, et comparer leurs valeurs:

1w 1 :
lim SINIT 44 ot lim ot? SILIT gy
r—o00 JO t rx—0o0 J0 t

+o0 . . PP . P
i/\ pour A réel. Déterminer le domaine de définition puis un équivalent

17)**(co it I(\) =
) (Co4) Soi ( ) f—oo (1 +l‘2)
de I(X) lorsque A tend vers Uinfini. Indication: d’abord A entier; la formule de Stirling peut servir.

Lo o /4 . P
18)*(Mo02) Etudier 'intégrale j;) i In(sinz) dz et en donner un équivalent lorsque n — +oo.

19)*(co4) Soit f € C(Ry), intégrable. Montrer que f: tf(t)dt = o(x). Indication: primitive

12" In(x)

* z. . . . .
20)*(co3) Etudier j;) P dz (existence, limite).

’ +
21)**(x05) Soit f continue et intégrable sur R. Etudier la suite I,, = f = cos™ tf(t)dt.

dt
1 2) (22 — 2

22)*(Co0) Etudier j: ( dt et limite quand x — 0.

. +
23)**(M03) Etudier (limites, équivalents) F(z) = fo = VT T tzet dt

24)*(Co3) Soit f définie par f(x) = fOJrOO ln(izgtz) dt.
a) Domaine de définition de f7
b) Etudier la dérivabilité de f.
c) Calculer f et f’. On pourra calculer f(0) et f(1).

25)*(co8) Soit f(x) = f T _dt . engemble de définition? Montrer que f est monotone convexe, de classe

1 FOFD-
C> et calculer f).
Calculer f(x)+ f(z + 1) ainsi que f(n).
Donner un équivalent de f en 0% et en +oo.
26)**(co6) Soit E =C([0,1],R) muni de || - ||oo. Pour f € E et x €]0,1], on définit F(z) = ‘]: ﬁ—? dt.
a) Montrer que F' se prolonge en une application de F.
b) u: f+— F est-elle continue?
¢) Soit G = {g € C(]0,1],R)/3Ik (dépendant de g), tl_i)%rl+ tFg(t) = 0}. Lien entre E et G? Montrer que
feG@= FedG.
Montrer que @ : f € G — I € G est continue.



d) Trouver les vecteurs propres de ® et montrer que tout réel strictement positif est valeur propre de
.

> 2
27)**(x08) Fonction d’erreur. Soit ¢(z) = f exp(— L) dt.
xr
a) Etude sommaire de 1 (régularité, variations).
b) Montrer que (% — i) exp(f Z—Z) < ¢Y(x) < lexp(f ﬁ) .
¢) Montrer que ¥(z) < ac-s—x/ﬁ exp( 2) Indication: on peut poser g(x) = () exp(m;) et h(z) =
ﬁ pour découvrir des (in)équations différentielles vérifiées par g, h.
o Calcul d 1 d & préci F _ [ 23
28)***(x08) Calculer, pour des valeurs de x et a & préciser, F'(a,z) = J; exp(—at — ¢)dt.

29)*(M07) Etudier la fonction f(z) = j;x \/%, puis donner un équivalent de f(1) — f(x). Indication:
encadrer \/1 — tP par pt\/1 —t et pv/1 —t.

30)*(M06) Soit f continue sur R, et telle que pour tout y: f(y) = kf e~ 1t=vl £ () dt. Vérifier que f est de

classe C', et satisfait une équation différentielle. Calculer alors f.
N.B. Dans les exercices qui suivent on considere une fonction f continue sur Ry ou R} et on pose

Lf(p) = L+m e PLf(t)dt pour p > 0.

31)*(co1) Soit f continue sur Ry & valeurs dans R et xy > 0. Montrer que si Lf(z) existe alors Lf(z) existe
pour tout x > xg. Que peut-on dire de ’ensemble de définition de L(f) ? Exemples ?

32)*(Mo8) Etudier Lf pour la fonction f(t) = (14 ¢2)~1/2 (equivalent en 0 et en +oc0).

+oo ,
33)*(Mo1) Soit f(z) = fo % e~tdt. Etudier la définition de f, sa continuité, sa dérivabilité. Comment

calculer f 7

34)*(M03) Soit I(x) = j:o Iocostr o=t q¢. Etudier la régularité de I (classe C2), puis la calculer.

35)*(x07) Etudier Lf pour f(t)) = (t2 +1)~'/2 (domaine de définition, continuité, limites).

0o ¢~ Pt
36)**(co7) Equivalent de L(p) = f0+ e\/é(t)

dt pour p — +o0, f étant continue bornée. Indication: voir
le cas ou f est constante.

37)**(Lo7) Injectivité. Montrer que la transformation de Laplace est injective sur 'espace E formé des
fonctions f continues sur R, et dominées par un polynome, c’est-a-dire qu'il existe N € N tel que t — ¢V f(t)
soit bornée. Indication: utiliser le théoréme de Weierstrass.

38)*(E06) Calculer pour a,b, s réels convenables I'intégrale:

+ _
j;) me_tslcosat : cos bt dt

Indication: par changements de variable se ramener au cas a =0, b =1; cas s = 0 a part.

39)**(x04) Une forme intégrale du théoréeme de Tauber. Soit f:R% — R continue, telle que Lf(x)
existe pour tout x > 0, cette intégrale ayant une limite finie ¢ au voisinage de 0. On suppose de plus que
Em tf(t) = 0. Démontrer que Lf(0) = ¢
o0
—~ + .
40)**(co3) Transformée de Fourier. a) Soit f intégrable sur R; montrer que f(z) = f = F®)e™ " dt est
—o0

définie pour =z € R, que J?est continue et bornée, et lim J/”\(x) =0.
r—00

b) On suppose de plus que f est continue a support compact ; établir que fest de classe C*. Que
peut-on dire si f = 0 (fonction identiquement nulle) 7



—00 et(iw—l)

41)*(M99) Calculer fo 7

—+o0o .
42)**(cos) a) Existence de f(x) = j;) sint_ dt pour x > 0.

ert—1
b) Montrer que f est C*° sur R, et qu’elle peut s’écrire sous la forme d’une série de fonctions rationelles.
dt

1+t222

+oo
c) Pour z fixé, comparer f et fo et en déduire un équivalent de f en 0.

+oo
43)**(co8) Calculer, pour des valeurs de = & préciser, f(z) = fo 7'12332(;3” dt. En déduire la valeur de
+oo Arctan(t)\2
oAz,
—00 eit —00 eit
44)***(x05) Calculer j;) 1 —&—tdt' Indication: on peut introduire I(a) = j;) Tra dt et dériver par

rapport a a.

+oo S
45)***(cos) Transformée de Fourier d’une distribution de Cauchy. Soit f(z) = f cos(tz)

0 14 ¢2
a) Définition de f.
b) Montrer que f est bornée et continue sur son domaine.
c) Montrer que f est deux fois dérivable sur un domaine a préciser.

+oo
d) Calculer f. Indication: on peut admettre que 5 = fo w du. Réponse: f(x) = ge_m.

1 n 1 — n + _
46)"(Mo1) Justifier que lim [ 1=USHT dr = [ I=e dtet quelimy o [ Y at = [T dt.I

Hk : "a—1(1 _ t\P _ oo z—1,—t A
47)**(co3) a) Montrer que REIEOO o t (1 n) dt = fo t*~ e~ dt, pour z > 0 donné.
1
b) On pose B(zx,y) = j; t*=1(1 — t)¥=tdt. Pour quelles valeurs du couple de réels (z, y) cette
expression a-t-elle un sens?
¢) Calculer B(x, n + 1) par récurrence sur 'entier naturel n.
d) Déterminer lim n*B(z, n+1).

n—-+oo

48)**(M06) T selon Weierstrass. a) Montrer que I'(z) = nlingo On(1 e
' x
b) En déduire: T'(z) = li Y '
) En déduire: T(z) oo 2(z +1)... (z +n)

c) ...et que F(lx) = ze’® H(l + %)e‘x/k (y=constante d’Euler).
49)***(Los) Formule des compléments. Montrer que pour s €]0,1[ on a I'(s)I'(1 — s) = ——. In-

sin(sm)
dication: comme il s’agit d’un probléme multiplicatif, on peut recourir a la formule de Weierstrass pour
T.
50)***(U07) Zéros de la fonction I'.  a) Montrer qu'on peut définir , pour z € C tel que Re(z) > 0,
+
I(z) = j; = t=%e~tdt, et qu'en identifiant C & R?, il s’agit d'une fonction de deux variable de classe CT°°.
b) Etablir qu’on peut prolonger I' sur C\ Z— en une fonction continue.
1
¢) On suppose qu’il existe z € C, Re(z) > 0, vérifiant I'(z) = 0. Montrer que VP € C[X], j;) (—=In(u))*"1P(u)du :I
0 puis aboutir a une contradiction.
51)***(E04) La méthode de Laplace. Supposons que dans |a,b[ (borné ou non) les fonctions g et h soient
de classe C?, que la fonction g(t)e™®) soit intégrable et que h/ ne change de signe qu’en un seul point ¢ tel

que a < ¢ < b, ou de plus h atteint un maximum et g(c) non nul, A”(c¢) < 0. Alors on a, pour z voisin de
+00:

b
zh(t) ~T l zh(c) 2
J. e de~ TRg(e)e ) |22



Indication: tout se passe au voisinage de c, travailler & gauche puis a droite de ¢ en utilisant un D.L. de h.
“+ o0 “+ o0
Exemples: Formule de Stirling; Equivalents de j; ert(1-Int) 4t et j; t—te de.



