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Écoles Normales Supérieures - MP

1. [P]F L’ensemble des permutations de N est-il dénombrable?

2. [PLSR]F � Si n ∈ N∗, soit σ(n) la somme des diviseurs de n dans N∗. On dit qu’un
élément P ∈ N∗ est parfait si σ(P ) = 2P .
a) Soit p ∈ N∗ tel que 2p − 1 est premier. Montrer que p est premier.
b) Montrer que, si p est un élément de N∗ tel que 2p − 1 est premier, alors 2p−1 (2p − 1) est
parfait.
On admet dans la suite que tout nombre parfait pair est de la forme précédente. On considère
un nombre parfait pair, que l’on écrit donc sous la forme P = 2p−1 (2p − 1) où p ∈ N∗ est
tel que 2p − 1 est premier. Dans les question c), d), e) , on suppose p 6= 2.
c) Déterminer la classe de P modulo 12.
d) Montrer que P − 1 et P + 1 ne sont pas des carrés.
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e) En considérant la classe de P −1 modulo 4 et celle de P +1 modulo 3, montrer que P −1
et P + 1 ne sont pas parfaits.
f) Montrer qu’il n’existe pas de couple de nombres parfaits consécutifs.
g) Prouver le résultat admis.

3. [L] F a) Soit α un nombre réel irrationnel. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, il existe (p, q)

de Z× [[1, n]] tel que
∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

qn
.

b) Soit d ∈ N∗. On suppose que d n’est pas un carré parfait.
Montrer que l’équation a2 − db2 = 1 possède une solution (a, b) ∈ Z2 telle que b 6= 0.

4. [L]F �Montrer que, si m et n sont dans N∗, n divise
n∑
k=1

mk∧n.

5. [P]F Pour n ∈ N∗, g(n) désigne le nombre de diviseurs premiers de n comptés avec
multiplicité ; par exemple, g(52) = 2. Calculer, pour n ∈ N∗,

∑
d|n

(−1)g(d).

6. [SR] F On note Z[i] = {a+ ib ; (a, b) ∈ Z2}. Pour z ∈ Z[i], soit N(z) = |z|2.
a) Montrer que Z[i] est un sous-anneau de C. Déterminer ses éléments inversibles.
b) Si x et y sont deux éléments de Z[i] et x 6= 0, montrer qu’il existe (q, r) ∈ Z[i]2 tel que
y = qx+ r et N(r) < N(x). En déduire que les idéaux de Z[i] sont principaux.

c) Pour n et k dans N∗, soit sn,k =
1

4

∑
x∈Z[i]
N(x)=n

xk. Montrer que sn,k ∈ Z[i].

7. [P]F Pour n ∈ N∗, soit g(n) le maximum des ordres des éléments de Sn. Pour quels n
l’entier g(n) est-il impair ?

8. [P]F Pour n ∈ N∗, on note g(n) le maximum des ordres des éléments de Sn. Montrer que

∀k ∈ N∗,
g(n)

nk
→

n→+∞
+∞.

9. [P] F Les sous-groupes stricts de (Q,+) sont-ils monogènes?

10. [P]F Soit G un groupe.
a) On suppose que G possède un nombre fini de sous-groupes. Montrer que G est fini.
b) Le résultat de la question précédente subsiste-t-il en remplaçant « fini » par « dénom-
brable »?

11. [P]F Soient G un groupe, δ ∈ R+∗, Eδ l’ensemble des applications f de G dans R telles
que ∀(x, y) ∈ G2, |f(xy)− f(x)f(y)| 6 δ.
a) Montrer que, si f ∈ Eδ n’est pas bornée, alors ∀(x, y) ∈ G2, f(xy) = f(x)f(y).
b) Trouver C > 0 tel que, pour toute f ∈ Eδ , on ait soit ∀x ∈ G, |f(x)| 6 C, soit
∀(x, y) ∈ G2, f(xy) = f(x)f(y).
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12. [P] F Soit (G, .) un groupe. Si f est une fonction de G dans R, on dit que f est un
quasi-morphisme s’il existe C > 0 tel que ∀(x, y) ∈ G2, |f(xy) − f(x) − f(y)| 6 C
et que f est un quasi-caractère si ∀(n, x) ∈ Z × G, f(xn) = nf(x). Montrer que, pour
tout quasi-morphisme M de G dans R, il existe un unique quasi-morphisme qui est aussi un
quasi-caractère Q de G dans R tel que M −Q soit bornée.

13. [PLSR] F Soient n > 2 un entier, a et b deux éléments distincts de {1, . . . , n}, Ga,b le
sous-groupe de Sn engendré par (a b) et (1 2 . . . n). À quelle condition a-t-on Ga,b = Sn ?

14. [L]F �Montrer qu’il existe P ∈ Z[X] ayant huit racines de module 1, deux racines dans
R+∗, tel que P (0) = 1 et irréductible sur Q.

15. [P]F Soit P ∈ R[X] tel que P (R+∗) ⊂ R+∗. Montrer qu’il existe n ∈ N tel que
(1 +X)nP soit à coefficients dans R+.

16. [P]� F Soit n ∈ N∗. Trouver les fonctions f deMn(R) dans R telles que
∀(X,Y ) ∈Mn(R)2, f(XY ) 6 min{f(X), f(Y )}.

17. [P] F Soient (m,n) ∈ N∗ × N∗, A1, . . . , Am des éléments idempotents de Mn(R),

c’est-à-dire vérifiant AkAk = Ak. Montrer que
m∑
i=1

(n− rg(Ai)) > rg

(
In −

m∏
i=1

Ai

)
.

18. [P]F � Soit (A,B) ∈Mn(R)
2 avec B2 = B.

Montrer que rg(AB −BA) 6 rg(AB +BA).

19. [P] F Soient n > 2 un entier,A etB dansMn(R), t1, . . . , tn+1 des nombres réels deux à
deux distincts. Montrer que ∀i ∈ {1, . . . , n+1}, det(A+tiB) = 0 si et seulement s’il existe
deux sous-espaces V et W de Rn tels que A(V ) ⊂W,B(V ) ⊂W et dim(W ) < dim(V ).

20. [PLSR] F Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie, f ∈ L(E). On dit que f
est cyclique s’il existe x ∈ E tel que E = {P (f)(x) ; P ∈ C[X]}.
a) On suppose que f est cyclique. Montrer que tout endomorphisme induit par f est cyclique
et que l’ensemble des sous-espaces de E stables par f est fini.
b) On suppose que l’ensemble des sous-espaces de E stables par f est fini. Montrer que f
est cyclique.

21. [L] F Soient n ∈ N∗, A ∈ GLn(Z). Montrer que soit A a une valeur propre de module
strictement supérieur à 1, soit il existe k ∈ N∗ tel que Ak − In est nilpotente.

22. [P]F Soient n > 2 un entier, A et B dans GLn(C), X et Y dans Cn.
a) On suppose que ∀k ∈ N∗, AkX = BkY . Montrer que X = Y .
b) Déterminer le plus petit N de N∗ tel que, pour toutes matrices A,B ∈ GLn(C) et tous
vecteurs X,Y de Cn, la condition ∀k ∈ {1, . . . , N}, AkX = BkY implique X = Y .

23. [P]F Soient A ∈Mn(C) et P = det(XIn −A).
On pose P = Xn + c1X

n−1 + · · ·+ cn = (X − z1) · · · (X − zn).



4 Revue de la filière Mathématiques

a) Calculer de deux façons
n∑
k=1

P (x)

x− zk
pour x ∈ C avec |x| > max

16i6n
|zi|.

b) Soit k ∈ [[1, n]]. Montrer : ck =
(−1)k

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

tr(A) 1 0 · · · 0

tr(A2) tr(A) 2
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0

tr(Ak−1)
. . . . . . k − 1

tr(Ak) tr(Ak−1) · · · tr(A2) tr(A)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

24. [P] F Soient A et B deux matrices de M2(R) telles que det(A) > 1, det(B) > 1 et
AB = BA. On s’intéresse aux suites (vk)k∈N de vecteurs de R2 telles que v0 6= 0 et, pour
tout k ∈ N, vk+1 = Avk ou vk+1 = Bvk. Montrer qu’il existe v0 tel que toute suite ainsi
définie de premier terme v0 soit non bornée. Le résultat subsiste-t-il si on omet l’hypothèse
AB = BA?

25. [P] F Soit n > 2 un entier.
a) Soient A et B dans Mn(C), L la matrice de Mn(n−1)2,n(C) dont les lignes sont les
AiBj − BjAi, 1 6 i, j 6 n − 1. Montrer que A et B ont un vecteur propre commun si et
seulement si rg(L) < n.
b) Montrer que l’ensemble des A de Mn(C) tels que A et tA n’admettent aucun vecteur
propre commun est un ouvert dense deMn(C).

26. [P]F Soient n ∈ N∗, (E, 〈 , 〉) un espace euclidien de dimension n, (e1, . . . , en) une
base orthogonale de E. Si 1 6 i 6 n, soit di = ‖ei‖. Soit m ∈ {1, . . . , n}. Montrer que les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :
- il existe un sous-espace V de E de dimension m telle que les projections orthogonales de
e1, . . . , en sur V ont même norme.

- pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a di2

 n∑
j=1

1

dj
2

 > m.

27. [L]F Soit E l’espace des fonctions polynomiales de [−1, 1] dans R. On munit E du

produit scalaire donné par ∀(f, g) ∈ E2, 〈f, g〉 =

∫ π

0

f(cos θ) g(cos θ) dθ. Pour n ∈ N,

soient En le sous-espace de E constitué des fonctions polynomiales de degré au plus n, Πn

le projecteur orthogonal de E sur En. On fixe g ∈ E. Pour n ∈ N, soit Mn,g l’endomor-
phisme de En défini par ∀f ∈ En, Mn,g(f) = Πn(fg). Étudier asymptotiquement la suite
(tr(Mn,g))n∈N.

28. [PLSR] F � Soient A et B dans Sn(R). Comparer tr(ABAB) et tr(A2B2).

29. [SR] F On appelle parfait de R toute partie non vide de R fermée sans point isolé.
a) Donner un exemple de parfait d’intérieur vide de R.
b) Donner un exemple de parfait de R ne coupant pas Q.
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30. [SR] F Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, v1, . . . , vp des vecteurs de E,
C = R+v1 + · · ·+ R+vp. Montrer que C est fermé dans E.

31. [P]F a) Montrer que l’on ne peut partitionner R2 en cercles de rayons strictement posi-
tifs.
b) Peut-on partitionner R2 en disques ouverts de rayons strictement positifs ?
c) On appelle triade toute partie de R2 homéomorphe à la réunion des trois segments reliant
le point (0, 0) aux points (0, 1), (1, 0) et (1, 1). Montrer que l’on ne peut partitionner R2 en
triades.

32. [PLSR] F On fixe n ∈ N∗. Une matrice M de Mn(R) est dite bistochastique lorsque
tous ses coefficients sont positifs ou nuls et que la somme de ses coefficients sur une ligne ou
une colonne quelconque vaut 1. On note Dn(R) l’ensemble formé par ces matrices.
a) Montrer que Dn(R) est compact et connexe par arcs.
b) On pose F : M ∈Mn(R) 7→ (m2

i,j)16i,j6n. Comparer F (On(R)) à Dn(R).
c) Est-ce que F (On(R)) est dense dans Dn(R)?
d) Est-ce que F (On(R)) est connexe par arcs?

33. [PLSR] F Soit ϕ une fonction convexe de R+ dans R+ telle que ϕ(0) = 0.
a) Montrer que ϕ est continue.
b) On noteEϕ l’ensemble des fonctions f : R→ R continues par morceaux telles que ϕ◦|f |
soit intégrable sur R. Montrer que Eϕ est un sous-espace vectoriel de RR si et seulement s’il
existe C > 0 tel que : ∀x ∈ R+∗, ϕ(2x) 6 Cϕ(x).

34. [P] F Soient n ∈ N∗, f une application continue de Rn dans R telle que, pour tout (x, y)
de Rn × Rn, t ∈ [0, 1] 7→ f((1 − t)x + ty) est monotone. Montrer qu’il existe une forme
linéaire ϕ sur Rn et une application continue monotone g de R dans R telles que f = g ◦ ϕ.

35. [P]F Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur R. Soit f : E → F telle que
f(0) = 0 et que pour tout (x, y) ∈ E2, ‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖.
a) On suppose que E = F = R. Montrer que f est linéaire.
b) On suppose que E = F et que la norme est euclidienne. Montrer que f est linéaire.
c) On suppose que f est surjective. Montrer que f est linéaire.
d) Donner un exemple dans lequel f n’est pas linéaire.

36. [P]F Soient s ∈ R+∗ et (un)n>1 la suite définie par u1 = 1, u2 = s et ∀n ∈ N∗,
un+2 =

un un+1

n
. Étudier la convergence de (un)n>1.

37. [PLSR]F Pour d ∈ N∗, soit N(d) le nombre de couples (m,n) de N∗ × N∗ tels que

n 6 m et
(
m

n

)
= d.

a) Montrer que (i, j) 7→
(
i+ j

j

)
est strictement croissante en i et en j.

b) En considérant B = min

{
b ∈ N∗ ;

(
2b

b

)
> d

}
, montrer que N(d) = O(ln(d)).
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c) Montrer que
1

x

x∑
d=1

N(d) →
x→+∞

2.

38. [P]F Soient (an)n>0, (bn)n>0 deux suites d’éléments de R+ telles que
∀n ∈ N, an+1 6 an + bn et que

∑
bn converge. Montrer que (an)n>0 converge.

39. [P] F Pour λ ∈ ]0, 1[, soit Aλ l’ensemble des k de N∗ tels que le nombre de 9 dans
l’écriture décimale de k soit majoré par λnk, où nk est le nombre de chiffres de k. Étudier la

sommabilité de
(

1

k

)
k∈Aλ

.

40. [SR]F Soient f et g deux fonctions convexes continues de [0, 1] dans R telles que
∀x ∈ [0, 1], max(f(x), g(x)) > 0.
Montrer qu’il existe λ ∈ [0, 1] tel que ∀x ∈ [0, 1], (1− λ)f(x) + λ g(x) > 0.

41. [P]F Déterminer les fonctions dérivables f de R+ dans R telles que :
f(1) = 1 et ∀(x, y) ∈ (R+)

2
, f(x) f(y) 6 f(xy).

42. [P]F On considère n ∈ N∗ et f1, . . . , fn des fonctions périodiques de R dans C telles
que g = f1 + · · ·+ fn tende vers 0 en +∞. Montrer que g = 0.

43. [SR]F Soit f une fonction continue de R dans C. Pour t ∈ R, soit ft la fonction définie
par ∀x ∈ R, ft(x) = f(x− t). Si ε > 0 et T ∈ R, on dit que T est une ε-presque période de
f si ‖f − fT ‖∞ 6 ε. On dit que f est presque périodique si, pour tout ε > 0, il existe R > 0
tel que tout segment de longueur R de R contienne une ε-presque période de f .
a) Donner des exemples de fonctions presque périodiques.
b) Montrer qu’une fonction presque périodique est bornée.
c) Montrer qu’une fonction presque périodique est uniformément continue.
d) On suppose que f est presque périodique.
Montrer que, si (tn)n>0 est une suite réelle, il existe une extraction ϕ telle que, pour tout
ε > 0, il existe N tel que ∀(p, q) ∈ N2, p, q > N ⇒ ‖ftϕ(p)

− ftϕ(q)
‖∞ 6 ε. Qu’en

déduit-on?
e) La réciproque de la question précédente est-elle exacte?

44. [P] F Déterminer l’ensemble des nombres réels c tels qu’il existe une fonction deux fois
dérivable f de R dans R telle que f ′ > f + c et f ′′ > f ′ + c.

45. [L] F Soient E = C0([0, 1],R) et, pour n ∈ N et f ∈ E, Mn(f) =

∫ 1

0

tnf(t) dt.

a) Soient f et g dans E telles que ∀n ∈ N, Mn(f) = Mn(g). Montrer que f = g.

b) Existe-t-il f ∈ E telle que ∀n ∈ N, Mn(f) = exp

(
−n

2

10

)
?

c) Existe-t-il f ∈ E telle que ∀n ∈ N, Mn(f) =
1

1 + 10n2
?



Revue de la filière Mathématiques 7

46. [P] F Soit f une fonction continue de
[
−1

2
,

3

2

]
dans R.

Montrer que
∫ 3/2

−1/2
xf(3x2 − 2x3) dx = 2

∫ 1

0

xf(3x2 − 2x3) dx.

47. [PLSR] F Le but de l’exercice est de montrer que ln(2) est irrationnel. On raisonne par
l’absurde en considérant a et b dans N∗ tels que ln(2) =

a

b
.

a) Pour n ∈ N, montrer qu’il existe cn ∈ Z tel que∫ 1

0

xn

1 + x
dx = (−1)n ln(2) +

cn
ppmc(1, 2, . . . , n)

.

b) Soient n ∈ N∗ et Pn =
1

n!
(Xn(1−X)n)

(n). Montrer qu’il existe An ∈ Z∗ tel que∫ 1

0

Pn(x)

1 + x
dx =

An
b× ppmc(1, 2, . . . , n)

.

c) Soit, pour n ∈ N, πn le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux à n. On admet
que πn ∼

n

ln(n)
. Montrer que, pour n assez grand, ppmc(1, 2, . . . , n) 6 3n.

d) Conclure.

48. [L] F Soit f : R→ R de classe C2 et 2π-périodique telle que :
∀x ∈ R, (f(x), f ′(x)) 6= (0, 0).
a) Montrer que l’ensemble Z des zéros de f sur [0, 2π[ est fini.
b) Soit g une fonction de classe C1 de R dans R tendant vers 1 en +∞, vers −1 en −∞.

Montrer que |Z| = −1

2

∫ 2π

0

g′
(
f ′

f
(x)

)(
f ′

f

)′
(x) dx.

c) Montrer que |Z| = − 1

π

∫ 2π

0

f ′′f − f ′2

f2 + f ′2
.

49. [P] F Soit (pn) ∈ RN définie par p0 = p1 = 1 et, pour n > 2,

pn =

∫ 1

0

(∫ 1−x1

0

. . .

∫ 1−xn−1

0

dxn dxn−1 . . .
)

dx1. Calculer
+∞∑
n=0

pn(π/6)n.

50. [P] F Soit f une fonction continue et de carré intégrable de R+ dans R. Déterminer la

limite en +∞ de x 7→ e−x
∫ x

0

f(t) et dt.

51. [SR] F Soient X une partie non vide d’un espace normé, (fn)n>1 une suite de fonctions
continues de X dans R.
a) On suppose que (fn)n>1 converge uniformément sur X vers une fonction f . Montrer que
f est continue.
b) On suppose que X est compacte et que, pour toute suite (xn)n>1 d’éléments de X et
tout x de X tels que xn → x, on a fn(xn)→ f(x). Montrer que f est continue et que la
convergence est uniforme.
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52. [P] F Soit f une fonction de R dans R. On suppose qu’il existe une suite (Pn)n>0 de
polynômes à coefficients dans R+ convergeant simplement vers f sur R. Montrer que f est
de classe C∞ sur R.

53. [L] F Soit k ∈ N, (an)n>k+1 une suite réelle telle que
∑
|an| converge et, pour x ∈ R,

f(x) =

+∞∑
n=k+1

an cos(nx). Minorer le nombre de zéros de f sur [−π, π[.

54. [P] F Déterminer la limite en +∞ de

(
+∞∑
k=1

xk

kk

)1/x

.

55. [PLSR]F Existe-t-il une fonction g : R+ → R telle que, pour toute fonction f : R→ R
somme d’une série entière, on ait f(x) = o(g(x)) quand x tend vers +∞?

56. [P]F Déterminer la limite de
1

A

∫ A

1

A1/x dx lorsque A tend vers +∞.

57. [P] F Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi
uniforme sur {−1, 1}. Soit λ ∈ ]0, 1[.

a) Montrer que, pour tout réel t, l’ensemble At =

(
+∞∑
n=0

λnXn 6 t

)
est un événement.

b) Montrer que la fonction t ∈ R 7→ P(At) est continue.

58. [PLSR] F a) Soit A une partie de Rn. Soit x dans l’enveloppe convexe de A. Montrer
que x peut s’écrire comme combinaison convexe d’une famille de n+ 1 points de A.
b) On munit Rn de sa structure euclidienne standard. Soit T une partie de la boule unité
fermée, et x un point de l’enveloppe convexe de T . Montrer que pour tout k ∈ N∗ il existe

une liste (x1, . . . , xk) ∈ T k telle que
∥∥∥x− 1

k

k∑
i=1

xi

∥∥∥ 6
1√
k
·

Ind. Introduire des points deux à deux distincts y1, . . . , yp de T et des réels positifs λ1, . . . , λp

tels que x =

p∑
i=1

λiyi et 1 =

p∑
i=1

λi, puis considérer une variable aléatoire X telle que

P(X = yi) = λi pour tout i ∈ [[1, p]].

59. [P] F On considère une suite infinie de tirages à pile ou face avec une pièce équilibrée.
On considère la variable aléatoire T donnant le premier instant k pour lequel il existe i ∈
[[1, k − 1]] tel que k − i soit pair, les lancers aux instants k et i aient donné face, et les
lancers à tous les instants strictement compris entre k et i aient donné pile. Montrer que T est
d’espérance finie, et calculer son espérance.

60. [P] F On lance une pièce équilibrée jusqu’à ce que le nombre de Pile soit égal au double
du nombre de Face. Quelle est la probabilité de ne jamais s’arrêter ?
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61. [P] F Soit (Xn)n>1 une suite i.i.d de variables aléatoires à valeurs dans R+. On suppose
que, pour tout x ∈ R+, P(X1 > x) > 0.
Montrer l’équivalence entre les conditions suivantes :
i) pour tout réel α > 1, on a P(X1 > αx) =

x→+∞
o
(
P(X1 > x)

)
;

ii) il existe une suite (bn)n>1 divergeant vers +∞ et telle que, pour tout ε > 0,

P
(∣∣∣ 1

bn
max
16i6n

Xi − 1
∣∣∣ > ε

)
−→

n→+∞
0.

Écoles Normales Supérieures - PSI

62. F � Dénombrer les permutations de l’ensemble {1, . . . , n} dont les cycles, dans la dé-
composition en cycles à support disjoints, sont tous de longueur paire.

Écoles Normales Supérieures - PC

63. F Soit V un hyperplan deM2(R) dont tous les éléments sont diagonalisables dans R.
a) Montrer que I2 ∈ V .
b) Donner un exemple de tel hyperplan V .
c) Montrer qu’il existe P ∈ GL2(R) telle que P−1V P contienne toutes les matrices diago-
nales.
d) Montrer qu’il existe Q ∈ GL2(R) telle que Q−1V Q = S2(R).

64. F � Soit f : R→ R. On dit que f vérifie (∗) si et seulement si :
∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) = f(x) + f(y).
a) Déterminer les fonctions continues vérifiant (∗).
b) Si f vérifie (∗) et si f n’est pas linéaire, montrer que le graphe de f est dense dans R2.
c) Déterminer les f vérifiant (∗) et pour lesquelles il existe n > 1 tel que :
∀x > 0, f(xn) = f(x)n.

65. F Soient, pour n ∈ N∗, Xi,j , 1 6 i, j 6 n, des variables aléatoires i.i.d suivant la loi
uniforme sur {−1, 1}, Mn la matrice aléatoire (Xi,j)16i,j6n.
a) Calculer E

(
tr
(
(Mn)k

))
pour k ∈ {1, 2, 3, 4}.

b) Calculer E (det(Mn)) et E
(

(detMn)
2
)

.

c) Soit f : R+ → R telle que f(x)→ +∞ quand x→ +∞.
Montrer que P

(
|det(Mn)| > f(n)

√
n!
)
−→

n→+∞
0.

École Polytechnique - MP

66. F � Soient a et b dans N∗, (xn)n∈Z et (yn)n∈Z deux suites à valeurs dans un ensemble
E, respectivement a-périodique et b-périodique. On suppose qu’il existe a+ b− a∧ b entiers
relatifs consécutifs tels que xn = yn. Montrer que (xn)n∈Z = (yn)n∈Z.
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67. � F Soit p > 3 un nombre premier. On définit l’application v de Q dans Z ∪ {+∞} en
posant v(0) = +∞ et, si (a, b, k) ∈ Z∗ × Z∗ × Z vérifie a ∧ b = ab ∧ p = 1, v

(
pk
a

b

)
= k.

a) Pour (x, y) ∈ Q2, montrer que v(xy) = v(x) + v(y), v(x+ y) > min(v(x), v(y)).
b) Pour n ∈ N∗, montrer que v(n!) <

n

p− 1
.

c) Soit P =
∑
k∈N

akX
k ∈ Q[X]. Pour i ∈ N, soit v(i)(P ) = min{v(aj) ; j ∈ N, j > i}.

On fixe m ∈ N, R = (X −m)P . Montrer que ∀i ∈ N, v(i+1)(R) > v(i)(P ).

d) Soient (dn)n∈N ∈ ZN et, pour n ∈ N, bn =

n∑
k=0

(
n

k

)
dkp

k. Montrer que, si la suite

(bn)n∈N s’annule une infinité de fois, elle est identiquement nulle.

68. F Soit G un groupe fini. Pour x ∈ G, on note x la classe de conjugaison de x :
x = {gxg−1 ; g ∈ G} ; on dit que x est ambivalent si x−1 ∈ x.
a) Montrer que si une classe de conjugaison contient un élément ambivalent, alors tous ses
éléments le sont.
b) Pour x ∈ G, soit ρ(x) le nombre de g ∈ G tels que g2 = x. Montrer que

1

|G|
∑
x∈G

ρ(x)2

est le nombre de classes de conjugaison ambivalentes de G.

69. F � Soit P un polynôme complexe non nul ayant au moins deux racines distinctes et tel
que P ′′ divise P .
a) Montrer que P est à racines simples.
b) Montrer que les racines de P sont alignées.

70. F � Soient λ1, . . . , λd des nombres complexes de module au plus 1, P =

d∏
i=1

(X − λi).

Pour n ∈ N, soit f(n) =

d∑
i=1

λi
n. On suppose que P ∈ Z[X].

a) Montrer que f(N) ⊂ Z.
b) Montrer que f est périodique à partir d’un certain rang.
c) Montrer que, pour tout i ∈ {1, . . . , d}, λi est nul ou racine de l’unité.

71. F Soient m1, . . . ,mn des éléments de N∗, x1 < · · · < xn des nombres réels, λ ∈ R+∗

et, pour x ∈ R \ {xi ; 1 6 i 6 n}, f(x) =

n∑
i=1

mi

x− xi
. Montrer que f−1([λ,+∞[) est une

réunion finie d’intervalles bornés. Calculer la somme des longueurs de ces intervalles.

72. F Pour n ∈ N∗ et σ dans Sn, soit Pσ la matrice de permutation associée à σ. Pour n ∈ N,
soit Tn =

∑
σ∈Sn

det(In + Pσ).

a) Calculer
∏
ω∈Un

(1 + ω).
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b) Pour n ∈ N∗ et σ dans Sn, calculer det(In + Pσ).
c) Montrer que, pour tout n ∈ N∗, Tn+1 = 2Tn + n(n− 1)Tn−1.
d) Donner une formule simple pour Tn.

73. F Soit A ∈Mn(R). Comparer les polynômes minimaux de A dansMn(R) etMn(C).

74. F Déterminer les n ∈ N∗ tels qu’existeA ∈Mn(R) de polynôme minimalX3+2X+2.
Même question dansMn(Q).

75. F Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 0.
a) Montrer que pour tout u ∈ GL(E) il existe un unique polynôme Iu ∈ C[X] de degré
minimal tel que u−1 = Iu(u), et justifier que deg Iu < n.
b) Étudier la continuité de u ∈ GL(E) 7→ Iu ∈ Cn−1[X].

76. F Soit M ∈M2(R). Montrer que la classe de similitude de M est connexe par arcs si et
seulement si M est diagonalisable.

77. F Soient C = [−1, 1]2 et f ∈ L(R2). Étudier la suite (f◦n)n>0 sous les hypothèses
suivantes : i) f(C) ⊂ [−1/2, 1/2]2, ii) f(C) ⊂ ]−1, 1[

2, iii) f(C) ⊂
6=
C.

78. F Soient C l’algèbre des fonctions continues de [0, 1] dans R, A une sous-algèbre de C,
A l’adhérence de A pour la norme ‖ ‖∞.
a) Montrer que, si f et g sont dans A, il en est de même de min(f, g).
b) Soient m ∈ N∗, f1, . . . , fm dans A. Montrer que min(f1, . . . , fm) et max(f1, . . . , fm)
sont dans A.
On suppose désormais que A sépare les points : pour a et b dans [0, 1] distincts, il existe
f ∈ A telle que f(a) 6= f(b).
c) Soient a et b deux éléments distincts de [0, 1], α et β deux nombres réels. Montrer qu’il
existe f ∈ A tel que f(a) = α et f(b) = β.
On admet que, de tout recouvrement ouvert de [0, 1], on peut extraire un recouvrement fini.
d) Soit f ∈ C. Montrer que, pour ε ∈ R+∗ et x ∈ [0, 1], il existe gx ∈ A telle que
gx(x) = f(x) et gx 6 f + ε.
e) Montrer que A = C.

79. F Soient θ1, θ2, . . . , θn ∈ R avec 0 < θ1 < θ2 < · · · < θn < 1 et a1, . . . , an ∈ R.

On suppose que la suite de terme général up =

n∑
j=1

aj cos(πp θj) tend vers 0. Montrer :

∀j ∈ {1, . . . , n}, aj = 0.

80. F Si (un)n∈N∗ est dans RN∗ , soit (vn)n>2 définie par ∀n > 2, vn =
1

ln(n)

n∑
k=1

uk
k

.

a) Que dire de (vn)n>2 si (un)n>1 converge vers le réel `?
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b) On suppose que un est égal à 1 si le premier chiffre de l’écriture de n en base 10 est 1, à 0

sinon. On pose, pour n ∈ N∗, wn =
1

n

n∑
k=1

uk. Étudier la convergence de (vn)n>2, puis celle

de (wn).

81. F Si f est une fonction de N∗ dans R, on note M(f) la fonction de N∗ dans R telle que

∀n ∈ N∗, M(f)(n) =
1

n

n∑
k=1

f(k).

a) Montrer que, pour toute fonction f de N∗ dans R, ∀n ∈ N∗, M (k)(f)(n) −→
k→+∞

f(1).

b) Montrer que, si f est polynomiale, il en est de même de M(f).

82. F Si k ∈ N∗, soit d(k) le nombre de diviseurs de k dans N∗.

a) Pour n ∈ N∗, soit Dn =

n∑
k=1

d(k). Donner un équivalent de Dn.

b) Soit γ la constante d’Euler. Montrer que Dn = n ln(n) + (2γ − 1)n+O
(√
n
)
.

83. F On fixe un nombre premier p. On note Fp le corps Z/pZ, P l’ensemble des polynômes
unitaires de Fp[X], H le demi-plan des nombres complexes de partie réelle strictement supé-
rieure à 1.
a) Soit s ∈ H . Montrer que la famille (p−s deg(F ))F∈P est sommable : on note ξ(s) sa
somme dans la suite de l’énoncé.
b) On note D l’ensemble des polynômes unitaires de Fp[X] qui sont sans facteur carré,
autrement dit sans facteur multiple dans leur décomposition en facteurs irréductibles. Soit

s ∈ H . On note ξ2(s) =
∑
F∈D

p−s deg(F ). Montrer que ξ(2s) =
ξ(s)

ξ2(s)
·

c) Soit k > 2 entier. Montrer qu’il y a exactement pk − pk−1 polynômes unitaires de Fp[X]
de degré k et sans facteur carré.

84. F Soit I un intervalle de R non trivial.
a) Montrer qu’il n’existe pas de R ∈ R(X) sans pôle dans I tel que x ∈ I 7→ R(x) e−x

2

soit une primitive de x ∈ I 7→ e−x
2

.
b) Soient G ∈ R(X) sans pôle dans I , H ∈ R[X,Y ].
On suppose : ∀x ∈ I, H(x, eG(x)) = 0. Montrer que H = 0.

85. F On note E l’espace vectoriel C0([0, 1],R). Une suite (gn)n∈N ∈ EN est appelée base
de type S lorsque pour tout f ∈ E il existe une unique suite (cn)n∈N ∈ RN telle que

f =

+∞∑
n=0

cngn avec convergence uniforme.

a) Montrer qu’il existe une suite (xn)n∈N d’éléments deux à deux distincts de [0, 1] telle que
x0 = 0, x1 = 1, et {xn | n ∈ N} soit dense dans [0, 1].
b) Soit (gn)n∈N une base de type S. Montrer que

( gn
‖gn‖

)
n∈N

est une base de type S.
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c) Soit f ∈ E. Pour tout n ∈ N∗, on note Fn la fonction de [0, 1] dans R qui est continue,
affine sur chaque intervalle ouvert inclus dans [0, 1] \ {x0, . . . , xn}, et coïncide avec f en
x0, . . . , xn. Montrer que (Fn)n>1 converge uniformément vers f sur [0, 1].
d) En déduire l’existence d’une base de type S.

86. F a) Soient (a, b) ∈ R2 tel que a < b, g une fonction continue par morceaux de [a, b]

dans C. Montrer que
∫ b

a

g(t) sin(λt) dt →
λ→+∞

0.

b) Soit f une fonction de classeC1 par morceaux et 2π-périodique de R dans C. Pour k ∈ Z,

soit ck =
1

2π

∫ π

−π
f(t) e−ikt dt.

Montrer que, pour t ∈ R,
n∑

k=−n

cke
ikt −→

n→+∞

1

2

(
f(t+) + f(t−)

)
.

87. F a) La fonction g est définie par g(0) = 0 et ∀x ∈ R∗, g(x) = exp

(
− 1

x2

)
. Montrer

que g est de classe C∞ sur R mais n’est développable en série entière sur aucun intervalle
ouvert contenant 0.
b) Soit f une fonction de classe C∞ de R dans R. Montrer que f est développable en série
entière en 0 si et seulement s’il existe a > 0, M > 0, A > 0 tels que :
∀n ∈ N, ∀x ∈ [−a, a], |f (n)(x)| 6MAnn!.
c) Établir l’existence de A > 0 tel que ∀n ∈ N, ∀x ∈ R, |g(n)(x)| 6 (n!)3/2An.

88. F SoientR > 0 et (an)n>1 ∈ CN∗ avec a1 6= 0. On suppose que le rayon de convergence
de
∑

anz
n est supérieur ou égal à R. On cherche à construire (bn)n>1 ∈ CN∗ telle que

g : z 7→
+∞∑
n=1

bnz
n ait un rayon de convergence > 0 et (f ◦ g)(z) = z au voisinage de 0.

a) Montrer qu’il existe une unique suite (bn)n∈N∗ ∈ CN∗ telle que : (∗) :

∀N ∈ N∗, f

(
N∑
n=1

bnz
n

)
= z + o(zN )

b) Soit (An)n>1 ∈ (R+)N
∗

telle queA1 = |a1| et, pour n ∈ N∗,An > |an|. On suppose que
le rayon de convergence de

∑
Anz

n est strictement positif. On définit, au voisinage de 0, la

fonction F : z 7→ A1z −
+∞∑
n=2

Anz
n. On considère la suite (Bn)n>1 ∈ CN∗ telle que, pour

tout N ∈ N∗, F

(
N∑
n=1

Bnz
n

)
= z + o(zN ). Montrer que, pour tout N ∈ N∗, Bn > |bn|.

c) Soit r ∈ ]0, R[ et M =

+∞∑
n=1

|an|rn. Pour N ∈ N∗, on pose AN =
M

rN
. Montrer que les

rayons de convergence de
∑

Bnz
n et de

∑
bnz

n sont strictement positifs.
d) Conclure.
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89. F Pour x ∈ ]−1, 1[ et n ∈ N∗, soit Pn(x) =

n∏
k=1

1

1− xk
.

a) Montrer que, si x ∈ ]−1, 1[, (Pn(x))n>1 converge. On note P (x) la limite.

b) Montrer que, pour x ∈ ]−1, 1[, P (x) = 1 +

+∞∑
n=1

pnx
n, où, pour n ∈ N∗, pn est le nombre

de façons d’écrire n comme somme d’éléments de N∗ sans tenir compte de l’ordre.

c) Montrer que, lorsque x→ 1−, P (x) = exp

(
π2

6(1− x)
(1 + o(1))

)
.

d) Montrer que, lorsque n→ +∞, pn 6 exp

(
π

√
2n

3
(1 + o(1))

)
.

90. F On munit Rn de la norme euclidienne canonique, notée ‖ ‖ et on considère ρ ∈ R+∗, v
une application de Rn dans lui-même ρ-lipschitzienne pour ‖ ‖, X une application de classe
C1 telle que ∀t ∈ [0, 1], X ′(t) = v(X(t)). Soit N ∈ N∗. Pour k ∈ {0, . . . , N}, on pose

XN
k = X

(
k

n

)
et on définit par récurrence ξN0 = X(0) et si k > 1, ξNk = ξNk−1+

1

N
v(ξNk−1).

On note pour k ∈ {0, . . . , N}, εNk = ‖ξNk − XN
k ‖ et εN = max{ρNk ; k ∈ {0, . . . , N}}.

Montrer que εN → 0 quand N → +∞.

91. F On note G le groupe des bijections affines du C-espace vectoriel C dans lui-même.

a) Montrer que G est isomorphe au groupe des matrices de la forme
(
a b
0 1

)
où (a, b) ∈

C∗ × C.
b) Pour g ∈ G, on note (ag, bg) l’unique couple de complexes tel que g : z 7→ agz + bg . À
quelle condition sur (ag, bg) l’application g admet-elle un unique point fixe?
c) Soit (g1, g2, g3) ∈ G3. On pose h = g31g

3
2g

3
3 . Calculer ah et bh en fonction des agi et bgi .

d) On admet que si ag1ag2ag3 = j et si ag1 , ag2 , ag3 sont tous distincts de j, alors

bh = −j2a2g1ag2(ag1 − j)(ag2 − j)(ag3 − j)(α+ βj + γj2),

où α, β, γ désignent les points fixes respectifs de g2g3, g3g1 et g1g2.
On se donne un triangle directABC du plan complexe. On note respectivement a, b, c les me-
sures principales des angles orientés (

−−→
AB,

−→
AC), (

−−→
BC,

−−→
BA) et (

−→
CA,
−−→
CB). On note α l’unique

point tel que
b

3
soit une mesure de (

−−→
BC,

−→
Bα) et

c

3
soit une mesure de (

−→
Cα,
−−→
CB) ; β l’unique

point tel que
a

3
soit une mesure de (

−→
Aβ,
−→
AC) et

c

3
soit une mesure de (

−→
CA,
−→
Cβ) ; γ l’unique

point tel que
a

3
soit une mesure de (

−−→
AB,

−→
Aγ) et

b

3
soit une mesure de (

−→
Bγ,
−−→
BA).

Montrer que le triangle αβγ est équilatéral. On appliquera ce qui précède en prenant pour g1

(resp. g2, g3) la rotation de centre A (resp. B, C) et d’angle de mesure
2a

3
(resp.

2b

3
,

2c

3
).

92. F Soient ϕ une fonction de classe C1 de R2 dans R, Z = ϕ−1{0}.
a) Soit z ∈ Z tel que ∇ϕ(z) 6= 0. Que dire de Z au voisinage de z ?
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b) On suppose que Z compacte, non vide, et que ∇ϕ ne s’annule pas sur Z. Quelle est

l’image de z ∈ Z 7→ ∇ϕ(z)

‖∇ϕ(z)‖
?

93. F Soient c et λ deux éléments de ]0, 1[, (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires réelles
définie sur un espace probabilisé (Ω,F , P ) telle que X0 = c et, pour n ∈ N et x ∈ R
P(Xn+1 = (1− λ)x+ λ |Xn = x) = x, P(Xn+1 = (1− λ)x |Xn = x) = 1− x.
a) Montrer que, si n ∈ N, Xn est presque sûrement à valeurs dans ]0, 1[ et que l’ensemble
{x ∈ ]0, 1[ ; P(Xn = x) > 0} est de cardinal majoré par 2n.
b) Si n ∈ N, calculer E(Xn).
c) Montrer qu’il existe µ2 > 0 tel que ∀n ∈ N, |E(Xn

2)− c| 6 exp(−µ2n).
d) Soit p ∈ N∗. Montrer qu’il existe µp > 0 et mp > 0 tels que
∀n ∈ N, |E(Xn

p)− c| 6 mp exp(−µpn).
e) Si t ∈ R+∗, quelle est la limite de la suite (E(tXn))n>0 ?

94. F Soit n ∈ N∗. On considère une famille (Xi,j)16i,j6n de variables aléatoires indépen-

dantes suivant toutes la loi de Bernoulli de paramètre
1

2
. On note A l’événement : la matrice

(Xi,j)16i,j6n est inversible. Montrer que P(A) >
+∞∏
k=1

(
1− 1

2k

)
.

95. F Soient n ∈ N∗, M une matrice aléatoire deMn+1(R) dont les coefficients sont des
variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur {−1, 1}, N une matrice aléatoire de
Mn(R) dont les coefficients sont des variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur
{0, 1}. Montrer que P(M ∈ GLn+1(R)) = P(N ∈ GLn(R)).

96. F Soit n ∈ N∗.

a) Montrer que
+∞∑
k=1

knk−1

(n+ k)!
=

1

n!
.

b) Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires i.i.d. suivant la loi de Poisson de paramètre 1.

On pose Sn =

n∑
i=1

Xi, Tn =
Sn − n√

n
. Montrer que

∫ +∞

0

P(Tn > x) dx =
√
n
(n
e

)n 1

n!
.

École Polytechnique - ESPCI - PC

97. F � Soient n > 3, a1, . . . , an des complexes de module 1. Montrer qu’il existe z ∈ C de

module 1 tel que
n∏
i=1

|z − ai| = 1.

Mines-Ponts - MP

98. F � a) Soit n ∈ N∗. Montrer que ∀(A, t) ∈Mn(R)× R+, det(A2 + tIn) > 0.
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b) On suppose n ∈ N impair. Montrer que −In n’est pas somme de deux carrés deMn(R).

99. F Soient A ∈ GLn(C), B =

(
A A2

A−1 In

)
. Donner une condition nécessaire et suffi-

sante sur A pour que B soit diagonalisable.

100. F Soient n ∈ N∗, m ∈ N∗, A ∈ Mn(C), B ∈ Mm(C), C ∈ Mn,m(C). Montrer

que M =

(
A C
0 B

)
est diagonalisable si et seulement si A et B sont diagonalisables et il

existe X ∈Mn,m(C) tels que AX −XB = C.

101. F Soient E = C0([0, 1],C), g une surjection continue croissante de [0, 1] sur lui-même
et Φ l’endomorphisme de E défini par ∀f ∈ E, Φ(f) = f ◦ g. Soit V un sous-espace de
dimension finie de E stable par Φ. Montrer que Φ induit un automorphisme ϕ de V dont la
seule valeur propre est 1. En déduire que ϕ = idV .

102. F Soient n ∈ N∗, Un(C) l’ensemble des matricesM ∈Mn(C) telles que tMM = In.
a) Soit A ∈ Un(C) symétrique. En considérant les parties réelle et imaginaire de A, montrer
que A s’écrit eiS où S ∈ Sn(R). Réciproque?
b) Soit A ∈ Mn(C). Montrer que A ∈ Un(C) si et seulement si A s’écrit OeiS avec
O ∈ On(R) et S ∈ Sn(R).

103. F Soient C une partie convexe d’un espace normé réel E, D une partie de E telle que
C ⊂ D ⊂ C. Montrer que D est connexe par arcs.

104. F a) Si n ∈ N∗, montrer que GLn(R) est dense dansMn(R).
b) Montrer que, pour n = 2 et n = 3, On(Q) est dense dans On(R). Que dire pour n
quelconque?

105. F Pour n ∈ N∗, soit σ(n) la somme des diviseurs de n dans N∗. Donner un équivalent

de Un =

n∑
k=1

σ(k).

106. F Nature de l’intégrale
∫ +∞

0

x

1 + xα sin2(x)
dx.

107. F Soient n ∈ N∗, A et B dansMn(C). On pose [A,B] = AB − BA, on suppose que

A et B commutent avec [A,B]. Pour t ∈ R, soit f(t) = etAetBe−
t2

2 [A,B].
a) Pour k ∈ N∗, montrer que AkB −BAk = kAk−1[A,B].
b) Trouver une équation différentielle vérifiée par f .
c) Montrer que eA+B = eAeBe−

[A,B]
2 .

108. F On considère une urne contenant a boules blanches et b boules rouges. Après chaque
tirage, on remet c boules de la couleur tirée dans l’urne. On effectue n tirages et on note X la
variable aléatoire donnant le nombre de boules rouges tirées.
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a) Déterminer la loi de X et calculer son espérance.
b) On considère Y la variable aléatoire donnant le numéro du premier tirage pour lequel on
tire une boule rouge. Montrer que Y admet une espérance et calculer la loi de Y .

109. F Soient p ∈]0, 1[, (Xk)k>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires de Bernoulli de pa-
ramètre p. On pose L1 = max{k ∈ N∗ ; X1 = X2 = · · · = Xk} si cet ensemble est fini,
+∞ sinon.
a) Montrer que L1 est presque sûrement fini, donner sa loi, son espérance et sa variance.
b) Si L1 < +∞, soit L2 = max{` ∈ N∗ ; XL1+1 = XL1+2 = · · · = XL1+`} si cet
ensemble est fini, +∞ sinon. Montrer que L2 est presque sûrement fini, donner sa loi, son
espérance et sa variance.

Mines-Ponts - PSI

110. F SoitA ∈Mn(C). On suppose qu’il existe P ∈ C[X] tel que P (A) est diagonalisable
et P ′(A) est inversible. Montrer que A est diagonalisable.

Mines-Ponts - PC

111. � F SoientA etB deux événements indépendants de (Ω, T , P ). On pose Z = 1A+1B .
a) Déterminer Z(Ω).
b) Montrer qu’il existe k ∈ Z(Ω) tel que P(Z = k) > 4/9.

Centrale - MP

112. F Soient (an)n∈N∗ une suite de réels strictement positifs. Pour n ∈ N∗, soit Sn =
n∑
k=1

ak
2. On suppose que anSn −→

n→+∞
1.

a) Montrer que
∑

a2k diverge.
b) Donner un équivalent de an.

Centrale - PSI

113. F Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie.
a) Montrer que les boules de E sont convexes.
b) SoitC une partie convexe deE. On suppose queC est dense dansE. Montrer queC = E :

i) dans le cas où E = R ; ii) dans le cas général.

Centrale - PC

114. F � Soit P ∈ R[X]. On suppose : e2iπP (n) −→
n→+∞

1. Montrer : ∀n ∈ Z, P (n) ∈ Z.


