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Corrigé :
Partiel :

-1
1? 1] =1iX (p) . Donc p divise i X (p] . Or, p étant premier, il ne peut diviser i.
11— l l

l.Ona:Vie[[l,p—l}],px(

Donc p divise (p] , c'est-a-dire que (p] =0 (mod p).
l

1

2. On note respectivement Ok et 1k les éléments neutres pour 'addition et la multiplication dans K.

On pose : ¢ : Z——> K définie par : Vke Z, (k) = k.1k.

Dire que [, c K signifie qu'il existe d : F, —— K morphisme injectif de corps.

Donc : 8(0) =0k, 8(1) = g et Vke Z, 8(k )= 8(k 1) =k &(1) = k.1x.

En particulier, si ke pZ, k = 0 donc k.1 = O.

D'ot, par la formule du bindme : V(x, y)e K2, (x + y) = i(f} Py =+ Z( Jle xx' yP ey

i=0

Par la question 1. et ce qui précede, pour tout i€ [1, p—1], ( Jxl =Ok. lDonc V(x, e K2, (x + y) = + . ‘

m P
Supposons que, pour un me N*, on ait : V(xy, ..., x,,)e K", (Z x[) = fo' .
i=1

m+1

Alors : V(xi, ..., Xpu+ )K" 1, (z xij = (z xij xP ., d'apres ce qui a été vu plus haut.

i=1

m+1 m+1 m P
Puis, par hypothese : (Zx j in" . Donc, par récurrence : [Vme N*, V(xy, ..., x,)e K", (z x[j = fo’ .

i=1

De facon évidente, (z xij = Zx,.”o . On suppose ensuite que, pour un ne N, on a : Vme N*,
i=1

i=1

i=1

m p” m m pn+l m p” g m I3 m
Y(xi, ..., xp)e K", (in] = > x/" . Donc: (inj = {(le] J = (fo'"j = Z:xi””+l d'apres la
i=l i=1 i=1 i=1 i=1

m m
proposition précédente. Par récurrence sur n, on a : [Vne N, Vme N*, V(x, ..., x,,)e K", [Z x[j = inp
i=1 i

Soit alors Re [F,[X] ; si R # 0, il existe me N et (aq, ..., a,)e (F,)"" U tels que:R = Zaka .

k=0

D'apres les calculs précédents : Vxe K, R(x) z aj; "x*7" . Mais, par le petit théoreme de Fermat,
k=0

pour tout ke Z, k” = k (mod p), donc, par récurrence immédiate : Vne N, k” "=k (mod p).

Donc : Vke [0, m], a; =aget R(x) Zak( ) soit (R(x))”n =R(x"" )| (évident si R = 0).
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Partie Il :

On note 0 et 1 respectivement les éléments neutres pour 1'addition et la multiplication dans k.

l.a. Soient P, R, Set T dans k[X] telsque: P =T et R = S. Alors P - Te(Q) et R — Se (Q).

Comme (Q) est un sous-groupe additif de k[X], P + R — (T + S)e (Q) donc P+R = T+S.

On définit donc bien une loi interne en posant P + R = P+R..

De méme, il existe P; et P, dans k[X] telsque : P=T +P; xQetR=S + P, X Q.

Donc PR =TS + (TP, + SP; + P;P,Q) x Q donc PR — TSe (Q), donc PxR = TxS.

On définit donc bien une deuxiéme loi interne en posant P x R = PxR .

Enfin, AP — AT = A(P — T)e (Q) donc AP = AT donc on définit bien une loi externe a éléments dans k en posant
AP = AP.

A T'aide de ces définitions et de la structure de k-algebre de k[X], on vérifie aisément que + est associative et

commutative dans A. 0 est I'élément neutre pour + dans A et le symétrique de P pour + dans A est égal 3 —P .

De méme, X est associative, commutative et distributive par rapport 4 + dans A. 1 est 'édlément neutre pour X
dans A. Enfin, on vérifie sans probleéme les quatre propriétés qui permettent d'avoir la structure de k-espace

vectoriel de A. lDonc (A, +, X, .) est une k-algebre commutative et unitairel.

De plus, par les définitions des opérations + et X, ® : P> P est un morphisme d'algébres de k[X] dans A.

Par restriction, | : A > A est un morphisme d'anneaux de k dans AI
De plus, A=0 ke (Q) & JPek[X], A = P x Q. Mais, comme deg(Q) > 1, cette égalité n'est possible que si

P =0 donc A = 0. On a Ker(¢) = {0} donc [¢ est injectif].

1.b. Soit Be A. 1l existe Rek[X] tel que B = R.OnécritR = Za[Xi avec (ap, ..., aek'™t L

i=0

Comme P est un morphisme d'algebres : B = Za_l X' . Mais, comme on identifie k et ¢(k), on obtient :
i=0

B=Y4X =R(X).Donc{VBeA, FReX], B=R(X).

i=0

1.c. Posons d = deg(Q). d > 1. Soit B A ; il existe Pe k[X] tel que B = P.
Par division euclidienne : 3!(Q;, R)e (k[X])z, P=Q; Q+Retdeg(R)<d.

d-1 _ o d—1 .
Donc R = ZalX" avec (ag, ..., A4_1)€ et P=R = Za[X’ (d'apres la question précédente).

i=0 i=0
Donc (1, X, ... X4- 1) est une famille génératrice de A.
-1 __ d-1 ) d-1 )
Deplus: Y aX' =0 & > aX €(Q) & Y aX =0car, si Pe(Q\0}, QIP et deg(P) 2 deg(Q).
i=0 i=0 i=0

d-1 o o
Puis > a,X'=0 & (ao, ..., as-1) = (0, ..., 0). Donc (I, X, ..., X“~") est libre.
i=0

|D0nc 1, X, ...., X9 1) est une base de A et dim(A) =d = deg(Q)|.

2.a. R estinversible dans AssidPeA, P x R = | & PR - 1e€(Q) & JUek[X], PR -1 =QU
< 4P, U)e (k[X])Z, PR-QU =1 R A Q=1 dapres le théoreme de Bézout.
|D0nc Re k[X] vérifie R est inversible dans A ssi R est premier avec Q |
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2.b. A est un corps ssi tout élément non nul R est inversible dans A.
D'apres la question précédente, A est un corps ssi tout polyndome de k[X] qui n'est pas multiple de Q, est premier
avec Q. Donc A est un corps ssi Q est irréductible sur |

On remarque qu'un polyndme de degré 2 de k[X] n'est pas irréductible sur & ssi il est divisible par un polyndéme
de degré 1 ssi il admet une racine dans k.
Donc un polynome de degré 2 de k[X] est irréductible sur £ ssi il n'admet aucune racine dans k.

Sik="F,, 02+0+1=1#0et1%+1+1=1#%0.DoncX*+X + 1 est irréductible sur [F».
D'apres ce qui précede, Fo/(X> + X + 1) est un corps|.

Si k= [Fy;, on a le tableau suivant :

X

—|| ol
|| |
AN &I
wn|| Ol
ek
o

ENIRI
ENINoN
N
Sl|oel

NI

1
X+ 1 D)

On constate que X*+1na pas de racine dans [y, donc il est irréductible sur [F;.

lD'aprés ce qui précede, Fi1/(X* + 1) est un corps‘.

Sik=F3 5%+ 1 =0doncX*+1=(X-35)X+ 5)etX*+ 1 n'est pas irréductible sur [Fi3.
lDonc [F13/(X2 + 1) n'est pas un corps‘.

Partie I11 :

1. D'apres I1.1.c., K est un espace vectoriel sur [, de dimension d. Il est donc isomorphe a ([Fp)d.

Donc IKI = I(F,)*I = p. D'od| IK*| = p* — 1.

Or, (K*, X) est un groupe et, par théoreme, dans un groupe fini G de cardinal n, pour tout élément ge G, on a :

¢"=e.Donc: VyeK*, y”' ™ =1

Par hypothese, il existe me N* tel que m d = n. D'aprés la question précédente : X” ' =1donc X" = X.
On vérifie ensuite, par récurrence immédiate sur k, que X" = X .En particulier si k = m,on a: X" =X]|;
mais ceci équivaut a X’ " =X, soit Q divise X” Xl

3.a. D'apres ce qui précede, si Q divise X” — X, alors | X” = X.

D'apres I1.1.b., pour tout ye K, il existe Re [F,[X] tel que y = R(X).

De plus, d'apres IL.1.a., [, c K. En appliquant L.2., il vient que : y” "=R(X")=R(X)=y.

Donc | VyeK, y” =y.

3.b. On peut écrire n = g d + r avec (g, r)e Nx[0, d — 1]. D'apres la question 1., pour tout ye K*, y”d =y.

L . P dq n r . N n r
Par récurrence immédiate sur g : y” =ydonc y” = y” . Mais, d'apres a., y” =ydonc y” =y.

Puis, comme K est un corps : [Vye K*, y” '=1|

3.c. Le polyndme B =Y "™ — 1 est de degré p’ — 1 sauf si r = 0 auquel cas B = 0.
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Dong, si r # 0, B a au plus p” — 1 racines. Or, d'aprés la question précédente, B admet tous les éléments de K*
comme racines soit p* — 1 racines. Or, si £ 0, p’ = 1 > p" — 1 : contradiction.

Donc|Y” ™ — 1 est le polynéme nul| et r = 0 donc .

4. Soit P = X" — X. Supposons que P posséde un facteur carré. Il existe donc Qe F,[X] et Qe [F,[X] tels que
P= QZQI et deg(Q) = 1. Alors son polyndme dérivé vaut P' =2QQ;Q' + Q' Q2 donc Q | P'; mais, d'autre part,
P'=p" XP ' —1==1car p"=0(car F,cK).D'ou QI (- 1) : impossible. ‘Donc P est sans facteur carré‘.

Comme P est unitaire, par théoréme, il se décompose en produit de polyndmes unitaires irréductibles sur [,
Or, d'apres les questions 2. et 3., Q est un polyndme irréductible sur [, qui divise P ssi deg(Q) | n.
Donc X" -X =[] []Q}

d|n QeKY

Partie IV

1. D'apres IL4., deg(P) = p" = >’ > deg(Q) . Mais, pour tout Qe K, deg(Q) =d et IK{ =17

d‘n Qe[(‘;

Donc ;| p" = Zdli .
d‘n

2. En particulier : Vd > 1, p”=1' + ... +d 1% . Donc [Vd > 1, p* > d 19 |car > k1! >0.

k|d
k#d
n—1 n=1 _
Supposons que I’ = 0. Alors p' = Zdl‘; < Zpd < Zpd =p X P , carp = 2.
ZLn ils‘d<n ! p
p-1_p"-p
Mais p X = " <p"-p<p":contradiction. Donc/ I’ > 1|
p— p-

3.1l y a p polyndmes irréductibles sur [, unitaires de degré 1, ce sont les polyndmes X — x ou xe [,.

Donc I; =p\

Si n est premier, ses seuls diviseurs sont 1 et n. Donc ona: p" = Ilp +nl, soit]l] = — @" -1
n

IR - 1 _ o k
D'apres la formule (*), si n =1, on retrouve I, = p. Puis, si on suppose connus tous les I, pour ke [1,n-1]

avecunn>2,ona:nl’ =p" - Zdl‘; donc on peut calculer I .

d‘n
d<n

La formule (*) permet donc le calcul de tous les nombres IZ , par récurrence forte|.

4.a. Un polyndme unitaire de degré 2 de [, est de la forme X* + aX + b avec (a, b)e (F,)>. Comme IF,| = p,
il y a donc p* polyndmes unitaires de degré 2 a coefficients dans F,.
Un tel polyndme n'est pas irréductible ssi il est de la forme (X — oc)2 avec ae [, ou de la forme (X — a)(X — B)

avec a et B dans [, et distincts. Or, il y a p polyndmes de la forme (X — o)’ et w polyndmes de la forme

(X —o)(X - PB) avec a et B distincts.
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,soit[2 = p(p= ).
2

DOIlCIi :pz—p— —p(pz_l)

D'apres ce qui précede, il n'y a qu'un seul polynéme irréductible de degré 2 unitaire sur [F,, c'est le polyndme
X? + X + 1 (cf. IL2.b.).

4.b. On note C l'ensemble des carrés de F,*. C  [F,* car, siaeF,,a# 0 = a*# 0 (F, est un corps donc est
integre). 1 = 1°%C.
Soient p; et ¢, dans C. Alors : 3(p, g)e ([Fp*)z,pl p etq; = q Comme [F,* est un groupe, g et g; sont

o

inversibles et ;' = (¢~ ")* donc p1g1” " = (pg~")*e C. Par caractérisation,

De plus, si ae [F,* K =dex-d =0 @x-a)x+a)=0<xe{a, —a}eta;ﬁ acarp;tZeta;tO

Donc tout carré non nul a exactement 2 "racines carrées". Comme I, *| = p — 1 (est pair car p premier et p # 2),
-1

icl= 22|

2

4.c. p # 2 donc 2 est inversible dans F,. Soit P = X* + aX + be F,[X]. Ona:P=(X+a2 - (b-(a2 ")).
P est irréductible dans [F,[X] ssi (b— (a2 ~))e(C U {0})ssib=(a2 ") +caveccg (CU {0})).
_ptl

Donc P est irréductible sur [, ssi ae [, (p choix possibles) et b = (a§ N 1)2 + c avec cg (C U { 0 D 5

p+1 _rp=D
2 2

choix possibles). Donc [ | =p X (p — . On retrouve le résultat de 4.a..

Dans [Fs, les carrés sont 0, 1 et 4. Voici le tableau donnant les b possibles (on a 27 1= §) :

c\a 0 1 2 3 4
2 2 1 3 3 1
3 3 2 4 4 2

D'ou les polynomes irréductibles de degré 2 unitaires de Fs[X] : X2 +2, X+ 3, X2+ X+ 1, X2+ X+ 2,
X2+ 2X+ 3, X+ 2X+ 4, X2+ 3X+3,X+3X+4,X>+4X+1et X+ 4X+2.

Partie V
1. Comme (C, +) est un groupe commutatif, (‘F, +) est un groupe commutatif (addition usuelle des fonctions).
La loi * est interne par définition. De plus : Vne N*,Vde N*, d divise n ssi d' = n divise n.

Donc : Vne N*, (f* h)(n) = )| f(d)h[gj > f( jh(d ) = (h*f)(n). La loi * est commutative.
d‘n

d‘n

Soient f, g et h dans F. On a : Vae N*, ((f* h)*g)(n) = Z(f*h)(d)g[SJ > flk )h[ j ( j
d‘n

d|n k|d

Or, si dln et kld, alors il existe me N* et ge N* tels que : n =m d et d = g k donc n = mgk, g =met %= q.

Réciproquement, si (m, g, k)e (N*)3 vérifie mgk = n, on peut poser d = kq et I'on a : dln et kld.
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Donc : ZZf(k)h( j[dj: > fn(@gm= Y fk) Y hlg (CJ zf(k)h* )(kj

dn k|d 1<k,q,m<n k|n q|(n/k)
kgm=n

D'ou : Vne N*, ((f* h)*g)(n) = (f *(g * h))(n). Donc la loi * est associative.

On a également : Vae N*, (f* (h+ g)(m) = 3. f(k)(h+ g)(%j =y f(k)h(%j £y f(k)g[%j donc
k‘n k‘n k‘n

Vne N*, (f* (h + g))(n) = (f* h)(n) + (f * g)(n) : 1a loi * est distributive sur la loi +.

tPosons ¥ : N* —— C défini par : x(1) =1 et x(n) =0 si ne N*\{l}‘.

Il est clair que : Vne N*, (f * y)(n) =f (n). Donc * admet ‘x comme €élément neutre‘.

[Donc (F, +, *) est un anneau commutatif et unitairel.

2. Soit fe F avec finversible. Il existe donc ge F telle que : Vne N*, (f * g)(n) = x(n). En particulier :

£(1) g(1) =1 donc f(1) £0.
Réciproquement, soit fe ‘F telle que f (1) # 0. On cherche ge F telle que : Vne N*, (f* g)(n) = y(n).

1
O 1 1)g(l)=1, soit g(1) = —.
n a alors £ (1) g(1) soit g(1) I

On raisonne par récurrence forte sur n. Supposons que, pour un ne N* et pour tout pe [ 1, n], on connaisse g(p).
Onan+ 122 donc on doit avoir (g * f)(n+ 1) =y(n+ 1) =0, soit z g(d)f( j =0, soit
d|(n+1)

f(Hgmn+1)=- Z g(d)f(n;_lj. Donc g(n+ 1) =- z ‘jc((cll)) (n+1j est déterminé.
d|(n+1) d|(n+1)

d<(n+1) d<(n+)
Par récurrence forte, si f (1) # 0, il existe ge F telle que : Vne N*, (f * g)(n) = y(n). Donc f est inversible.
D'ou :| fe F estinversible ssi f (1) # 0|.

3.a.0na: (u*cst)(l)=p(l)x(csty)(1)=1.

k
Soit n > 2. D'apres la décomposition en produit d'irréductibles, n = H p/t avec ke N*, les p; premiers avec
i=1

k
p1<p2<...<preta;e N* pourtoutide 1 ak. Doncd|nssid= Hp,.ﬁ’ et, pour tout i de 1 a &, B;e [0, o .

i=1

SiBi=2,1u(d)=0.Onadonc: (u* cst)(m) = D pu(d) =p(l) + z z,u(pll. P )_1+ Z( j( ", soit
d‘n

JELISi < <i <k

(W * csty)(n) = (1 + (= 1)) = 0 par la formule du bindme. D'ot :.

3.b. Si fet g sont liées par une relation (**), ona: g * cst; =f=cst; * g.

Par associativité : (U * csty) * g = * fc'est-a-dire : g = 1 * f. Donc : [Vne N*, g(n) = z,u(d)f( j .
d|

4. On pose : Vne N*, f(n) = p" et g(n) =n 1’ . D'aprés la partie IV, on a : Vne N*, f(n) = Zg(d).

En appliquant le résultat de la question précédente : Ve N*, n 1% = > u(d)p"'* , soit I’ = lz,u(d)p”’d .
d‘n n
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Partie VI

1. D'apres la partie IV, il existe des polynomes unitaires irréductibles de degré n sur [,,. Soit Q I'un d'eux.
K = [,[X]/(Q) est un corps de cardinal p"}

D'apres la partie II et la question IIL.1.,

2.a. Soit @ : Z—— K' définie par : Vme Z, ¢(k) = m X 1. ¢ est un morphisme d'anneaux donc Ker() est un
idéal de Z. Si Ker(@) = {0}, ¢ est injectif donc K' est infini, ce qui est faux. Donc, par caractérisation des idéaux
de Z, il existe ge N* tel que Ker(9) =gZ. g =1 = Ker(¢) = Z = 1 =0 : impossible. Donc g > 2.

S'il existe (d, r)e (N*)2 telque g=dr,ona: @(qg) =0=@(d)x¢(r) donc @(d) = 0 ou @(r) = 0 car K' est un corps
donc est integre. Donc de Ker(¢) ou re Ker(¢), donc gl dou g | r, c'est-a-direg=doug=rcardlgetrlq.
[Donc q est un nombre premieﬂ. Par définition de @, {pour tout yeK', gy=(gx 1) Xy= 0|.

2.b. Soit ye K'\{0} ; ({0, y, ..., (g — 1)y}, +) est un sous-groupe de (K', +) de cardinal q.
En effet, si k y =m y avec (k, m)e [0, g — 1]2, (k—m)y=0donc (k—m)x1=0 puisque y # 0.

Donc (k — m)e Ker(¢) donc gl(k — m) donc k —m =0 car (k—m)e[1—q, g—1].
Or, par théoréme, 1'ordre de tout élément d'un groupe fini divise 'ordre du groupe. Donc ¢ | p”.
Comme ¢ est premier, ¢g | p donc car p est également premier.

2.c. On rappelle que [, = Z/pZ. On pose alors : Vke [y, o k)= ok).

Ona:VkeF, VmelF, k=mo (k-m)epZ =Ker(¢) & @k) = (m) = o(k ) = o(m ).

Donc o est bien définie et elle est injective.

Comme @ est un morphisme d'anneaux et par définition des lois + et x dans Z/pZ, on a :

VkelF, VinelF, o(k+m)=06(k+m)=@k+m)=qk) +(m)=c(k)+c(in)et

o(k x m)=0(kxm)=kxm)= k)X @(m)=0c(k)xo(m).Deplus,5(1)=1.

Donc ¢ est un morphisme d'anneaux. Comme [, est un corps, |<5( [F,) est un sous-corps de K'| et ‘G induit donc un

|isomorphisme de corps de [, sur o( [F,,)|.

Si 7 est un isomorphisme de corps de [, sur un sous-corps F' de K', on doit avoir : (1) =1=¢(1) et, pour tout

kel, w(k)=1(kx1)=kt(1)=kx 1 = ¢(k). Donc T = 6. D'ou l'unicité|.

3. Il est clair que : evaly(1) = 1. On utilise les propriétés de morphisme d'anneaux de ©.

Pour Q et R dans F,[X] : eval,(Q + R) = (Q + R)°(y). SiQ = Y a, X" et R= D b, X" avec (ap) et (b des
k=0 k=0

familles presque nulles d'éléments de [, alors Q + R = Z(a . +b,)X* donc
k=0

eval (Q +R) = i ola, +b, )y* = i o(a,)y" + i o(b,)y" =Q°(y) + R°(y) = eval(Q) + eval,(R).

n

Deplus : QR = D ¢, X" olic, = Y a,b,, . Donc evaly(QR) = (QR)°(y) = D 0(c,)y" et
k=0

n=0 n=0

o(c,) = ana(ak )o(b,_,).D'ou: eval (QR) = i(ia(ak Yo(b, . )jy" = ia(ak)yk xid(bk)yk donc

k=0 n=0 \_k=0

eval(Q R) = eval,(Q) x eval,(R). |eval, est bien un morphisme d'anneaux].
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4. D'apres II1.2., P divise le polynéme B = X” — X. Donc P° divise B® = (X" - X)° = X" — X dans K'[X].
D'apres II1.3.a., tout élément de K est racine de B, donc tout élément de K' est racine de B°.

Donc B est scindé sur K'. Comme P° divise B®, P° est scindé sur K'. Or, deg(P°) = deg(P) > 1.

lDonc P° admet au moins une racine dans K".

5. Soit alors y une racine de P° dans K'. D'apres 3., eval, est un morphisme d'anneaux de [F,[X] dans K.

Donc Ker(evaly) est un idéal de [,[X]. Par théoreme (limite du programme), il existe Qe [,[X], nul ou unitaire,
tel que Ker(evaly) = QF,[X]. Mais Q = 0 = eval, injective = K' infini car [,[X] est infini. Ceci est impossible.
Donc Q#0. Q # 1 car eval,(1) =1 # 0. Donc deg(Q) = 1 et Q est unitaire.

De plus, par choix de y, eval,(P) = P°(y) = 0 donc Pe Ker(eval,), donc Q | P. Mais, comme P est irréductible et
unitaire, Q = P. On peut alors "factoriser" eval, en posant : VAeK= F,[X]1/(P), W(K) = eval,(A).

On vérifie, de la méme maniere que pour G, que ¥ est bien définie, qu'elle est injective et que c'est un
morphisme d'anneaux. Mais IKI = IK'l = p". Par théoréme,  est bijective.

|D0nc Y est un isomorphisme de corps de K sur K|




