CORRIGE DE L’EPREUVE MATH DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE
FILIERE PC

PREMIERE PARTIE

X—I’k

Tr; — Tk

(1) (a) Ona Py(X)=]]

k#j
(b) () = by et L) = 3 Flay)Py(ws) = Flas).

(¢) On applique la formule précédente a F' = 1.

(d) Si > A\;P; =0 alors, en appliquant cette relation a zj, on trouve A\, = 0.
j=1
La famille (P;)jep,n) est une famille libre de n éléments dans un espace vectoriel
de dimension n, c¢’est donc une base.

(2) Directement on a

n n n—1
Vie[Ln], X' =) aiP =) aiy b X"
j=1 ji=1 k=0

n—1 n
k=0 j=1

—_——
04 ke

On a ainsi
n
bioyjxt =6 ie. BV =1
Z—].,jxj = 0k 1.€. — 4in
k=1

en décalant les indices.
Remarque : en faisant le produit V B on trouve (P;(z;)) = I,,.

X —
(3) (a) bnp_1; est le coefficient du terme de plus haut degré de P; = H Tk par

i 1 1
conséquent by, ; = =

il
On a ainsi
k=1 P/(ifk) k=1

(b) On fait le calcul suivant :
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CORRIGE DE L’EPREUVE MATH DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE FILIERE PC

DEUXIEME PARTIE

(4) (a) N est la norme 1 sur &;.
||.|| x vérifie 'homogénéité et I'inégalité triangulaire et |Q|x = 0 = @ a au moins
d + 1 racines donc @) = 0.
Enfin N et ||.||x sont équivalentes grace au théoreme sur 1’équivalence des normes
en dimension finie.

(b) On utilise I'inégalité |||P||x — [|Q|lx| < [P — Q|lx qui assure la continuité de la
norme.
(5) (a) On a les inégalités suivantes

d d d
QN <D a2 < D Jarlo’ < max(1,p) Y laa] < (d+ 1) max(1, #)N(Q)
1=0

i=0 i=1
en distinguant les cas p < 1et p > 1.
On écrit alors que ||Q||x = sup |Q(2)] < (d+ 1) max(1, p?) N(Q) et en conclusion

zeK

G
0ee.0+40 N(Q)

(b) On a vu au 1.b. que

n n n—1
Q=Y Q)P => Qz;)> b X’
j=1 j=1 i=0

= Z (Z Q(x;)bi; > X'

—_———

=a;

d’ott [a;| < nl|Q|x sup [bi;| < np|Ql k.

JE[1,n]

En conclusion N(Q) < (d+ 1)5||Q||x soit  sup N@Q) < B(d+1).
Qegar0 |Qllx

< (d 4 1) max(1, p?).

TROISIEME PARTIE

(6) (a) Soit Q@ = X4 alors Q € Uy et ||Q||x = p? donc 0 < m < po.
(b) Soit A ={Q € Uy | [|Qllx < p?}, A C Uy, A+# D car X? € A et on a de maniere
évidente inf [|Q|lx = inf |Qllx-
(c) Montrons que A est un fermé borné de &, :
o Aest fermé : f : Q € & — ay coefficient de degré d de () est continue
(c’est une application linéaire en dimension finie) et Uy = f~'({1}), donc
A= B(0, p%) NU, est fermé
e A est borné par définition.
A est un compact de &; et @ — ||Q||x est continue donc elle atteint sa borne
inférieure sur A qui est aussi la borne inférieure sur U,.

QUATRIEME PARTIE

—i0/k alors

Q)] = Q(2) =1+ pe (¢7)" =1+ p> Q(z0) = 1.

(7) Soit ¢, = pe? et on prend, par exemple, z = 25 + ¢



8) (a)

(b)

()

9) (a)
(b)
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On écrit la formule de Taylor pour (@) :

_ d
(X d'ZO) Q(d) (ZO)

Soit k > 1 minimal tel que Q®)(z) # 0 (k existe car @ n’est pas constant). En
reprenant la formule ci-dessus on a

k Q(k)(zo)

k!
~——

=ck

Q(X) = Q(Zo) + (X — ZO)Q,(ZO> + -4

Q(X) = Q(z0) + (X — 20) +(X — 20) S (X)

et comme ¢ # 0, on peut écrire S(X) = ¢, R(X).
Avec ¢, = pe'? on prend z = z5 + re /% alors

Q(2) = 14 pelr*e™ 4 pelrFe (2 — 2))R(2)
=1+ |ewl- ]z — 20/ + |er]- |2 — 20/F (2 — 20) R(2).

On reprend I'égalité ci-dessus, (z — z0)R(z) = re /*R(z) — 0 quand r — 0 donc
il existe rg tel que, |(z — z9)R(2)| < % pour tout 7’ < 7y (avec z = 2z + r'e”0/F)
donc

1 1
1Q(2)| > 1+ |ex|-|z — 20]* — §|ck||z —nlf =1+ §]Ck||z — zlF
> 1 en utilisant I'inégalité triangulaire |a + b| > |a| — |b|

d’ou, pour tout r > 0, on peut trouver 7’ < ry (et 2) tel que |Q(z)| > |Q(20)].
z

Si Q(z0) = 0 ¢’est immédiat sinon on applique le 8.c. au polynéme QC)
0

L’ensemble D(0,1) = {|z| < 1} est un compact et z — |Q(z)| est continue donc il

existe z € D(0,1) qui réalise le maximum de |Q(z)].

Si zg € D(0,1) alors il existe 7 > 0 tel que D(zp,7) C D(0,1) et on a vu dans ce

cas quil existait z € D(zg,7) tel que |Q(2)] > |Q(z0)| ce qui est contradictoire.

Conclusion : le maximum est atteint uniquement en un point de la frontiere.

Q(2)

On écrit i Q1(1/2) alors

sup |Q1(1/2)] = sup [Q:1(1/2)]

[1/z]<1 2]=1
2)
= sup = sup |Q(z
=1 2 ‘ |z\:1| )
Q(z)
car | =5 | = |Q(2)| pour |z| = 1.
out d’abord on a [|Qol|x = 1 donc m < 1. Soit Q € Uy, Q # Qo alors —= =
z
142t a_g soit Q1(2) = 1+ ag_12 + -+ + apz? et les a, ne sont pas tous
2 z
nuls. @1(0) =1 et on a vu au 8.c. qu’il existait 2’ € C tel que |2/ — zo| = |2| < 1
et vérifiant |Q1(2")] > 1.
A
En prenant Z = 1/ alors Qéd> > 1 soit |i1|l>pl QZ(dZ) = |i1|l:pl |Q(2)] > 1.

On a ainsi m > 1 et donc m =1 = ||Qo]| k-
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CINQUIEME PARTIE

(10) Si 2 = Azp avec A > 0 alors |21 + 20| = [(A 4+ 1) 20| = (A + 1)]20| = |21] + |20]-
Réciproque : on pose zp = €%|z| et 21 = €|z;| et on éleve au carré la relation
|20 + 21| = |20] + |z1] d’ou, apres simplification, zoZ7 + Zgz1 = |20].]21]. On divise par
|z0].| 21| d’ott €000 4 =il00=01) = 2 je. cos(fy — 6;) = 1 soit finalement Oy = 0; + 2k
ce qui se traduit par z; = Azg avec A > 0.

(11) (a) @1 € Uy donc [|Quf|x = m puis [[Q[x < Q][+ (L=)[[Qoll < m d'ou [|@i][x = m.
(b) Supposons (par exemple) que z ¢ M(Qy) alors |Qo(z)| < ||Qol/x ce qui donne

|Qi(2)] < 1|Qu(2)|+(1 = 1) |Qo(2)] < m.
——

N—_——
<m <m

On obtient alors une contradiction avec 'hypothese |Q:(2)| = m.

Conclusion : z € M(Qy) et, par symétrie, z € M(Q).

Stz € M(Qo) NM(Q1) alors [Q(2)| = m = t{Q1(2)[ + (1 —1)|Qo(2)]. On applique
alors le résultat du 11. avec zp = (1 — 1)Qo(2) et z; = tQ1(2). 2o et z; ont méme
argument puis Qo(z) et Q1(z) ont méme module et méme argument, ils sont égaux.

(c) Soit t €]0, 1] alors Qo(z) —Q1(z) = 0 et comme les polynémes @y, Q1 sont unitaires,
deg(Qo — Q1) < d donc il y a au plus d — 1 éléments dans M (Q;).

(12) (a) Soient z1, 29, ..., 2 les éléments de M(Q) (k < d), il suffit de prendre pour L le
polynome d’interpolation de Lagrange de () aux points z;.

(b) @, € Uy donc [|Q,]lxk > m = ||Q||x et par conséquent il existe z, € K tel que
1Qp(2p)| = |@pllx > 1@l (K étant un compact, la borne supérieure est effective-
ment atteinte).

On admet ensuite la propriété de Bolzano-Weierstrass : de toute suite de K compact

on peut extraire une suite convergente.
1

(c) On a Qn,(2n,) = |Q(2n,) — n_L(Zn") > ||Q|lx et, en passant a la limite quand
p— 400, [QU)] = 1Qllx ie. | € M(Q) et finalement Q(I) = L().

(d) Comme @ est continue, Q(z,,) — Q(I) et Q(I) # 0 on écrit Q(z,,) = Q(I)(1 + &)
avec lim e, = 0. Comme |Q(z,,)| < |Q(1)] (I € M(Q)) alors |1+ ¢,| < 1.

p——+00
L(z,
De méme L(2,,) — L(I) = Q(I) et par conséquent 1<j 2

— Q(I) ce que 'on peut

p
encore écrire L(2,,) = Q(1)(1 + ,)(1 + €,,) avec lir+n g, = 0.
p—+oo
On en déduit que
1 1
Quylen,) = Qi) = 7oLl = QU145 [ 1= (144
Ny My
1
(@ny (20, < M@k |1 = —(L+)| < [Qllx
p

.. 1
en choisissant p suffissamment grand pour que |1 +¢,| > —.

(13) On a obtenu une contradiction entre le résultat du 12.b (|Q,(2,)| > ||Q]|x) et celui du
12.d (1@, (zn,)] < Q).
On obtient le résultat intermédiaire suivant : pour tout @ € Uy réalisant ||Q||x = m
alors card (M(Q) > d.
Or, §'il existe Qg et Q1 deux polynomes distincts de Uy tels que [|Qollx = [|Q1]|x = m
alors, pour tout ¢t €]0,1[, card (M(Q:)) < d (cf. 11l.c). Comme Q; € Uy et que
|Q¢llx = m on arrive a une contradiction avec le résultat intermédiaire ci-dessus.
Conclusion : il existe un unique polynome Qg € U, tel que ||Qol|x = m.



