Centrale — Supélec, 2001
Mathématiques I, PC

Préliminaire:

1) D’une part (e* — 1)™ = (z + o(x))™ = 2™ + o(x™). D’autre part:
(e = 1) = ()7 + 3 Ch (—1)m ke
k=1

k —k i
-Hm +ZCm(—1)m Z?xj + o(z
k=1 =0
Par unicité des coefficients d’un DL on obtient le résultat demandé.

k

2) Pour k < n oon a: (up...un)® — (ur..up)® = (wr...ug)®[(ugs1.un)® — (u1...ur)” %] > 0 car d’une part

(Up1-un)* > (uz_k)k et d’autre part (uj...up)"* < (uf)"~* puisque la suite (uy) est croissante.

I.A.1) Puisque f est de classe C! et de classe C? par morceaux on peut écrire:

@+ h) = f@) — hf @) < 222 ot |f@ - ) - fla) + hf )] < L2
On en déduits |20 (x)] < (0~ ) — F(&) + hf'@)| +] — f(o+B)+ F() +hf/@)| + @+ )| +|fla—b) <

h2Msy + 2My d’ott le résultat en divisant par 2h > 0.

My  Myh Myh? — 2M
I.A.2) La fonction définie par p(h) = TO + 22 a pour dérivée ¢'(h) = %

2 M
ho =4/ MO On obtient |f'(x)] < ¢(ho) = vV2MoMs,.
2
I.B.1) On applique de méme 'inégalité de Taylor-Lagrange & 'ordre 3 entre = et x + h puis entre x et x — h:

/ 2 g1 3M3 / 2 r1 h3M3
ot 1) = ) = 1) — 1207 < M et o — 1) — ) 4 ') — 2] < P2
On en déduit: |27f"(z)| < |éf($—h)—f($)+hf'($)—th”( o)+ | = flz+h) + f(z) + hf'(z) + B2 f" (@) +

qui s’annule pour

h° M. N h M MO
[fle+ 1)+ = h) < 5= don |f'(2)] < ==+ 5= -
M, Msh? Msh3 — 3M,
La fonction définie par ¢(h) = hO + ?é a pour dérivée ¢'(h) = % qui s’annule pour hg =
3Mp\'/? 1
(VO> . On obtient |f'(z)| < p(ho) = 5(9M02M3)1/3.
3

I.B.2) f" et f©) étant bornées sur IR, le I.A.2 entraine que f” est bornée sur IR.

U (x M h"
II.A. L’inégalité de Taylor-Lagrange s’écrit: |f(z + h) — Z f "' d’on1 avec I'inégalité
n!

n—1 ) ) M. b

triangulaire: Z (@) < ==
j=1

En ajoutant pour h de 1 a n — 1 on obtient:

> zf < Sy (2 o).

h=1

1 2M,.

7! n!

En permutant les sommations sur h et j et en utilisant le 1) pour m = n — 1 on obtient:
|f("_1)(x)| < Oy M, + CyMy ou C et Cy sont des constantes. f("~1 est donc bornée sur IR.
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I1.B. Il suffit d’appliquer le ILA. & f et f*) pour kde n —1 & 1.

I1.C.1) My, = 0 entraine f*) = 0 d’oll f est une fonction polynéme. f étant bornée, il en résulte que f est
constante ce qui est exclu par hypothese. On a donc My > 0.

M1 My

I1.C.2) “htl — g tkti kot
ULk Mk

question 2) du préliminaire qui donne en remplagant les uy :

> 1 d’apres la question 1.A.2) appliquée & f*~1. On peut donc utiliser la

M, " (M g
kg0l A (k=1) ) [ Znoltet (=1 ) oy M < ]\4715]\461—’€21m(n—1)/2—n1€(’€—1)/2
MO MO

d’ott enfin M;, < MpY/™ M} F/mok(n=k)/2,

1/3
Ce n’est pas la meilleure majoration pour n = 3 et kK = 1 car le coefficient - = 1,04... obtenu au I.B.1)

est inférieur au 2 obtenu dans la formule précédente.

IILA. Soit « +— g(z) = [ f(t)dt + a une primitive de f. La fonction # — g(z + 1) 4 g() est constante

1 1
puisque sa dérivée est nulle (f € E). g € F si et seulement si g(1) + g(0) = 0 soit a = 3 / f(t)de.
0

II1.B.1) 11 suffit de déterminer ¢y, sur [0,1] : ¢1(x) = 2—1/2, @o(z) = 2%/2—2/2 , p3(x) = 23 /6—22/4+1/24
et p4(z) = 21/24 — 23/12 4 2/24. la relation ¢y (z + 1) = —py(x) donne @y, sur [1,2].

1 et p3 Sannulent en © = 1/2 alors que o s’annule en 0 et 1; on en déduit les premiéres valeurs de la suite
M) do=1,2=1/2,X=1/8, 3 =1/24, \y, =5/384.

0.4 1

0.2+

X

—o0.2

—0.4

II1.B.2) La seconde propriété est équivalente & la premiére car ¢y € E donc ¢r(—2) + ¢r(—x + 1) = 0.
Montrons la par récurrence sur k. Elle est vérifiée pour k = 0 car ¢g(z) = —1 sur ]-1,0[ et de plus les
fonctions de E sont 2-périodiques.

Supposons la vérifiée pour un entier k — 1 et soit h(z) = pr(—x) + (=) ep(z). h(z) = —pp_1(~z) +
(—=1)*pr_1(z) = 0 par hypothese de récurrence. Il suffit donc de montrer que h(0) = (1 + (—1)%)¢x(0) est
nul. C’est immédiat si k est impair. Si k est pair, px_1 étant une fonction paire on calcule:

1/t 1/t 1
0r(0) = Tpr—1(0) = —5/ vr—1(t)dt = _Z/ vr—1(t)dt = —Z(gok(l) — or(—=1)) = 0 car @) est une
0 1

primitive de ¢_1 et est 2-périodique. On a donc h = 0 ce qui acheve la démonstration par récurrence.

II1.B.3) 11 suffit d’étudier ¢y sur [0,1/2]. Avec @2, (0) = 0 et @or—1(1/2) = 0 on montre par récurrence les
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x 0 1/2

Pakt1 /0
tableaux de variation: |42 0 N\ d’ott les expressions de Aoy et Aop—1.
Pak+3 N0
Oakya 0
II1.C.1) Du IILA on déduit 27'f(x) = 2 [; f( fo t)ydt = [ f(t)dt + [ f(t)dt par la relation de

Chasles.

II1.C.2) Pour = € [0,1] on a |2Tf(z)| < «N(f) + (1 — 2)N(f) = N(f). C’est encore vrai pour z € [—1,0]
puisque T'f(x) = =T f(1 4+ x) et donc aussi sur IR par 2-périodicité. On a donc 2N (T'f) < N(f).

III.D. Soit f € E de norme 1 telle que N(T'f) = 1/2. Puisque T'f est continue et que N(T'f) = sup |Tf(z)],
z€[0,1]
il existe 2o € [0, 1] tel que \Tf(mo | =1/2. Quitte a changer f en —f on peut supposer T f(z9) = 1/2. On

en déduit 1 = 2T f(zo) = [° f(t)dt + f dt o+ (1 —zp) = 1. Il y a donc égalité dans chacune des
majorations et par suite fo )dt = x9 et f t)dt =1 — 9. On en déduit que f(x) = 1 sur [0, zq] et
f(z) = =1 sur [xg, 1] (sauf en un nombre fini de pomts ou f prend une valeur quelconque entre -1 et 1). La
relation f(1 4+ x) = —f(x) définit ensuite f pour = ¢ [0, 1]. Réciproquement une telle fonction f vérifie bien
feE, N(f)=1et donc N(Tf) < 1/2 avec égalité car T f(xo) = 1/2.

III.LE. Une fonction f déterminée au III.D a nécessairement une discontinuité en zg, méme si g = 0 (car
alors f(z) = —1 sur [0,1] et donc f(z) =1 sur [-1,0]) ot si g = 1 (idem en échangeant 1 et -1). Elle ne peut
donc pas appartenir a F.

IILF.1)

a) Supposons que f s’annule en z1, ..., 24 avec 0 < 21 < 9 < ... < 7, < 2p. Puisque f est de classe C! on
peut appliquer le théoréme de Rolle: Pour 1 < k < g on a f(zy) = f(xgy1) done f/ a au moins un zéro yy
sur chacun des intervalles |x, xg4+1[ (en posant x441 = 1 + 2p). Si yq = 2p, f'(yq —2p) = f'(yq) = 0 et
Yq — 2p € [0,2p]. f" a donc bien au moins ¢ zéros distincts sur [0, 2p].

b) Si f a ¢ zéros distincts sur [0, 2p[, nous venons de montrer que f’ a au moins g zéros distincts des zéros
de f sur [0,2p[. Si f' a exactement ¢ zéros distincts sur [0, 2p|, ils sont donc distincts des zéros de f.

IIL.F.2)

a)  est de classe C"~! et de classe C™ par morceaux puisque gp%") = o. Pour x non entier on a l(")(x) =
e—vf(z+p) avec e = £1 et |vf (x4 p)] < v < 1. 1"~V est donc strictement monotone sur chaque
intervalle [k, k + 1] avec k entier et par suite s’annule au maximum 2p fois sur [0, 2p][.

b) Soit xo un réel tel que |y (zo)| = An; puisque |vf(zo + p)| < VA, < A, l(x0) a le signe de @, (z). De
on(z + 1) = —p,(x) on déduit, par continuité, que ! s’annule sur chaque intervalle [z + k,x0 + k + 1] (k
entier) et par suite au moins 2p fois sur [0, 2p[.

¢) En appliquant le F1)a) & f et ses dérivées on déduit, en partant du fait que ! s’annule au moins 2p fois
sur [0, 2p[, que I*) a au moins 2p zéros sur [0, 2p[ (pour 1 < k < n—1). Mais puisque {(*~1) s’annule au plus
2p fois sur cet intervalle, chacune des dérivées s’y annule exactement 2p fois.

IILF.3)
a) Puisque f’ est continue sur [0, 2p] il existe a € [0, 2p] tel que |f'(a)| = N(f'). Puisque ¢}, = @1 est
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continue sur [0,2p[ (n > 2) et que @,—1(x + 1) = —p,_1(x), il existe 8 € [0, 2p[ tel que ¢}, (8) = eN(pn—1)

f'(a) / :
NG =41 (N(f') # 0 car f n’est pas constante).

oue=

b) b (B) = @, (8) —An_1f"(a)/N(f') = 0 par définition de 3. Les fonctions f’ et ¢/, sont de classe C* (n > 3)
et possedent un extremum respectivement en « et 3; par suite leurs dérivées s’annulent en ces points et donc

' (B) = 0.

)\n—l
N(f")

vérifierait la conclusion du F2)c): h’ et h” auraient exactement 2p zéros distincts sur [0, 2p[ et donc n’auraient

¢) Supposons N (f) < A, et N(f(™) < 1; si 'on avait de plus N(f’) > A\n_1, la fonction I = h ot v =

aucun zéro commun d’aprés le F1)b): contradiction avec h'(3) = h'(3) = 0.

d) Pour n = 2 on a montré au I.A.2) que N(f N(f"). SIN(f) < A2 =1/8¢et N(f”) < 1on
déduit N(f') < 1/2 =\

II1.G. Soit g(z) = [, sin™tdt; on montre par récurrence que pour 1 < k < n, g™ (z) = sin" T 7 (2)P(z) ou
P est un polynome en sin(z) et cos(z). Par suite g?*)(0) = ¢®)(7) = 0 pour 1 < k < n. On définit donc une
fonction de classe C™ en posant:

1 si |x) < 1/2
o7 (1 —
w(z) = w 1/2<|z| <1 . De plus on a bien 0 < w(z) < 1.
g(m
0 si|x] =1

( )

III.H.1) f, est le produit de 2 fonctions de classe C™ par morceaux sur [—p, p], est donc continue par

morceaux sur [—p, p] et donc sur IR par 2p-périodicité. N(f,) < ad, < Ay, puisque N(w) =
n Wk (z/p N N(f= k)) w)
() aZCkf(n Ic) ) p(k/ )d’uN(f() 1+ch ( )

Quand p tend vers +o0o, le second membre tend vers a < 1; par suite on a bien N( 15")) < 1 pour p assez
grand.

II1.H.2) Puisque f, est 2p-périodique, de classe C"~! et de classe C™ par morceaux, on peut lui appliquer
le résultat du IITF3c: pour p assez grand, N(f,) < An—1 (c’est immédiat si f est constante). Soit xo
tel que N(f') = [f'(zo)| et p un entier assez grand pour que N(f,) < An—1 et |zo| < p/2. De f,(v) =

o/ (@)w(afp) + [(@)e (2/p)/p) on déduit puisque w(zo/p) = 1 : f'(ag) = 12700 _ L)' @o/p)

« p
An— An N (W .
N(f) < Ly G ) En faisant tendre p vers +o0o et « vers 1 on obtient N(f’) < Ap—1.
e

II1.1. Soit f de classe C*~! et de classe C" par morceaux sur IR telle que f et f(") soient bornées sur IR.
On peut supposer f non constante; d’aprés la partie IT on sait que f(*) est bornée pour 0 < k < n et
que N(f*)) > 0. Posons g(z) = af(bx) et choisissons a et b pour que N(g) = aN(f) = A\, et N(g™) =
ab"N(f™) = 1, c’est-a-dire a = n_ et b= (Lf)> (1/")-

’ N(f) AnN(f)
On déduit de IIL.H que N(g’) < A\,_1 puis par récurrence que N(g*)) < \,_; en effet, de N(g™*)) < \,_x
et de N(g*+tm=%)) <1 on déduit par le IILH appliqué & ¢*) que N(g*F+D) < \_p_1

n (k/")
OnmﬁwumﬂmgAwk:MwNm<M%gy»

abk A
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An—
doit N(f1) < N(f)I=H/mN(fm)k/m o,
An "
IV.A. Utilisons I'inégalité triangulaire appliquée & N, la linéarité de ’application T' (qui découle du ITIC1) et
la majoration du IIIC2 : [N(T"(tp)) = An| = [N(T"(1hp)) = N(T"(p0))| < [N(T"(vbp — p0))| < [N(T'(¢0p —
o)l /271,
La fonction h = T(¢, — ¢o) a pour dérivée 1, — @o qui est négative sur [0,1]. Elle décroit donc de h(0) =
e 1 1
—5/ (Yp — o) dt = % a h(1) = —h(0). On en déduit que N (¢, — o) = % puis que |N(T"(¢p)) — An| <
0 p p
1
3 11 en résulte prI-Poo N(T"(tp)) = M.
IV.B. On peut appliquer le résultat du ITLI & la fonction 7™ (¢),) car elle est de classe C™ ((T™(¢),))™) = v,
NGB NI R,)
N(f)I RN (fmn)kin N(T™ ()} =+ /m
vers +00. Cela montre bien que I’'inégalité ne peut pas étre améliorée.

An—
est continue). Le rapport a pour limite li—kfn quand p tend
An
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