Polytechnique MP 2017 - Epreuve B - corrigé

Préliminiaires

1. Les fonctions \/m et fy/m sont L? (on sous-entendra : "sur R") car m et f2m sont L', donc leur produit fm est
intégrable.
D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(T ([ s e (f e (f ) - s

donc Var,,(f

2.

(2a.) On remarque que > e = h(z) > x. On en déduit : Vo > 0, < min(e, h(x)).

Par conséquent, pour tout x € R, f(x)?m(x) < min(em(z), h(f(x)?)m(z)). Comme = — em(x) et =
h(f(z)?)m(zx) sont intégrables, on en déduit que f2m est intégrable.

(2b.) On pose p(z) = h(z) — h(a) — K (a)(x — a). Pour = > 0, ¢'(z) = h'(x) — h'(a) et ¢"(x) = 1/x > 0. On en
déduit que ¢’ est strictement croissante sur |0, +oo[. Comme ¢'(a) = 0, ¢ est strictement décroissante sur [0, a
(continuité en 0) et strictement croissante sur [a, +00[. Or ¢(a) = 0, donc Vz > 0, p(x) > p(a) si x # a.

(2c.) On pose a = /f (r)dw. Si a = 0, la continuité de f et m montre que f2m = 0. Pour tout z, on a donc
F(@)? = 0 ou m(x) = 0, done h(f(z))2m(z) = 0. De 14, Ento (f /h 2)dz — h(a) = 0,

Sia >0, on a daprés 2.b. : h(f(2))? > h(a) + W (a)(f(x)? — a) pour tout z > 0. On multiplie par m(z) et
on intégre, il vient : /h(f(a:))zm(x)d > h(a) + h'(a) </ f(x)?m(z)de — a) =h (/f(:c)zm(x) dx)7 donc
Ent,,(f) > 0.
(2d.) Nous montrons que les fonctions d’entropie nulle sont les fonctions constantes.
On reprend les calculs précédents. Dans le cas a = 0, on obtient f = 0 (identiquement) car m ne s’annule pas.
Dans le cas a > 0, I'égalité Ent,,(f) = 0 implique que z — [h(f(2)?) — h(a) — h'(a)(f(z)? — a)]Jm(z) est nulle
(car elle est positive et continue). Comme m ne s’annule pas, on obtient le cas d’égalité de 2b., donc f(x)? =a
pour tout x, c’est-a-dire que f est constante (continuité).
Il est immédiat que les fonctions constantes sont d’entropie nulle, ce qui achéve la preuve.
Partie I
3.
1 2 1 2
(3a.) Pour tout x € R, (uf')(z) = —=e* f'(z) donc (uf")' (z) = —=e % [-2zf'(z) + f'(z)] = 2u(x)Lf(x), ce qui
N3 s
1
montre bien : Lf = — (uf').
2p
(3b.) Les fonctions R} et h} sont continues et bornées, donc hihhp est Ly. D’aprés 3a., (uhfy) = 2uLhs. On intégre

formellement par parties :
/h/ : hl(hg,u /hl 2,uLh2

Le crochet est bien convergent et nul car hy et hf sont bornées et p tend vers 0 en +oo. On en déduit la
convergence de la seconde intégrale, et 1’égalité demandée.

4. Pour tout y € R, (¢,z) — f(zcost + ysint)u(y) est continue sur R? (théorémes généraux);
pour tout (t,7) € R?, y s f(zcost + ysint)u(y) est continue sur R (donc continue par morceaux) ;
pour tout ¢, z, y, | f(zcost+ysint)u(y)| < ||flloopt(y). Or y = || f|locit(y) est intégrable, donc @4 est continue sur

R2.

5.
(5a.)

Notons F(t,z,y) = f(xcost + ysint)u(y). Mentionnons une fois pour toute qu’a (¢, ) fixé, y — F(t,x,y) est
continue et intégrable.

Fixons t € R. D’aprés les théorémes généraux, pour tout y € R, z — F(t,x,y) est C! sur R et sa dérivée est
donnée par :

OF , .

%(t, x,y) = (cost) f'(xcost + ysint)u(y).

Remarquons que cette formule définit, pour tout z, une fonction continue de y.

Pour tout x € R et y € R, |(cost)f'(xcost + ysint)u(y)| < ||f'||oot(y). Cette derniére fonction est intégrable,

et d’aprés le théoréme de dérivation, la fonction z +— @f(t,x) est C! (attention, a ¢ fixé!) et a pour dérivée :
0P

3 =1 (t,x) = /(cost)f’(:c cost + ysint)u(y) dy.

x



Par un raisonnement identique au 4. (on domine I'intégrande par y — || f’||oot(y)), on constate que cette dérivée
partielle définit une fonction continue sur R2.

On fixe maintenant z € R. On a cette fois, pour tout y € R :

F
aa—t(t,w,y) = (—axsint 4+ ycost)f'(x cost + ysint)u(y).

Pour (¢,y) € R?, |(—zsint +ycost) f'(zcost +ysint)u(y)| < (|| + |y])||f||copt(y). Cette derniere fonction est
continue et intégrable (= o(e™1¥l) en +00), donc le théoréme de dérivation montre que ¢ — ® (¢, 2) est C! (&

D
x fixé), de dériveée : %(t,x) = /(—:c sint + ycost)f (xcost + ysint)u(y) dy.

L’intégrande est continue par rapport a (¢, x). Soit A > 0. Pour tout « € [—A, A], pour tout ¢ € R, on domine :

d
|(—xsint + ycost)f (xcost + ysint)u(y)| < (A+ |y|)u(y), fonction L, et on conclut que 8—; est continue sur

R2.
Finalement, les deux dérivées partielles de ® ¢ sont continues sur R?, donc @ est de classe C! sur R?.

0*F
Fixons t € R. Pour tout (z,y) € R? W(t,x,y) = (cost)?f"(x cost + ysint)u(y). Or, pour tout (z,y) € R?,
x

(cos )2 " (@ cost + ysin)u(y)| < |1 leobs(y).

2P
On en déduit que 8a$2f (t,x) = /(cos t)2f" (z cost + ysint)u(y) dy.

A nouveau, la continuité de 9,,®; se démontre comme au 4., en dominant par ||f”||s/(y). Cette domination
montre en outre, pour tout (t,z) € R? :

10225 (t, )] < /Hf”Hoou(y) dy = ||f"||c, donc 9, P est bornée sur R2.

(5b.) La formule du 5a. montre : 9,® (¢, ) = (cost)® (¢, ).

(5c.) LOy(t,x) = / %[(cos t)2f" (x cost + ysint) — z(cost) f/(xcost + ysint)|u(y) dy

£2

donc (sint)LPs(t,z) = (COZ ) /(sin t)f"(zcost + ysint)u(y) dy — z(cost) /(sin t)f (xcost + ysint)u(y) dy
On remarque 1/ (y) = —2yu(y), puis on intégre par parties (le crochet étant "convergent" et nul) :

/(sin 1) f"(zcost+ysint)u(y)dy = [f' (x cost + ysint)u(y) dy]+2 / f/(zcost+ysint)yu(y) dy = 2 / f/(xcost+

ysint)yu(y) dy.
Finalement, (sint)L®;(t,x) = (cost)?f'(z cost + ysint)yu(y)dy — (cost) /x sintf’(zcost + ysint)u(y)dy =

(cost) /(x sint — ycost) f'(zcost + ysint)u(y) dy = (cost)dy @ s(t, z).

(5d.) Le membre de droite ne dépend pas de ¢, on va montrer que le membre de gauche est constant.
Notons, pour tout t € R, G(t) = /Qf(t,x)u(x) dz.
Pour tout z € R, t — ®4(t,z)u(x) est C* sur R, de dérivée t — 0;P ¢ (¢, z)pu(z).
Or 0125 (t,0)] < [ (Jal+ I oty dy = Alo] + B avec 4 = |7l et B = 17l [ Isla(s)dy. O en
déduit la domination : |0, Q¢ (¢, z)u(z)| < (Alz| + B)p(x). Cette fonction est intégrable, donc G est de classe
Clsur Ret G'(t) = /at@f(t,x),u(m) dz.

Pour t # % [n], on a donc, d’aprés 5c. : G'(t) = /(tan )LD (t, x)pu(x) de.

Avec 3a. puis 5b. : /Léf(tm)u(x) dz = %[,u(x)@zq)f(t,x)] = %[cos(t),u(x)@f/(t,x)] = 0 car @ est bornée
(par || f"][e0), d’out G'(t) = 0.

Comme G’ est continue, on en déduit que G’ est identiquement nulle, donc G est constante.

Or pour tout z € R, ®4(0,2) = /f(ac),u(y) dy = f(z), donc G(0) = /<I>f(07x)u(x) dz = /f(ac),u(m) dz.



6.

7.

Partie I1

®; est continue d’aprés 4., et un calcul immédiat montre qu’elle est positive et bornée sur R? par || f||so. Comme
h est continue sur R, et en particulier bornée sur [0, || f||~], on en déduit que h o ®¢ est continue et bornée sur
R2.

En dominant l’intégrande par & — ||f|lcopt(z), on constate que J et continue, et un calcul rapide montre J(0) =

/h z) dzx et, enposanta—/f() (y)dy : J(7/2) = /h x)dz = h(a).
On peut remarquer au passage : J(0) — J(7/2) = Ent,(v/f).

(7Ta.) Par croissance de l'intégrale, § < ®¢(t,2) < [[f|loo- Or h est C' sur [§,4+o0[, donc pour tout = € R, t

h(®¢(t,z))p(z) est de classe C* sur R, de dérivée :

t—= 0, @p(t,x)h (Dy(t,z))p(x).

La fonction h’ est continue, donc bornée, mettons par M, sur [, || f]|] et on a trouvé au 5d. deux constantes

positives A et B telles que |0;® ¢ (t, 2)h' (P s(t, x))p(x)| < (Alz| + B)Mp(z).

D’aprés le théoréme de dérivation, J est donc de classe C! sur R, et avec 5c. :

(cost)J'(£) = / (cos )OD (£, ) (@ 1 (£, 2))u() dar = / (sin ) LD (£, 2)[1 + In D (¢, )] () da.

(sint)
2

([u(x)&xq)(t,a:)(l +In B (7)) —/

Comme ¢ est fixé, on applique 3a. a z — ®(¢, z), donc (cost)J'(t) = / Op[p6(2) 0@ (¢, 2)|- [1+In @4 (¢, )] dz.

®y(t,x))

2 M(l‘)@x@(t,x) dx) -

On intégre par parties : (cost)J'(t) =

sint [ 0,P¢(t,x)?
2 ) By(t,)
L’intégration par parties est bien licite car pour tout (¢,z) : |u(z)0, @ (¢, x)(1+1In @ (¢, 2))| < ||f'||cc M p(z), ce
qui entraine la convergence et la nullité du crochet.

w(z) de.

(7b.) Notons que f étant minorée par § et f’ bornée, la fonction g est bornée et gu est intégrable. On fixe (¢, x).

Les fonctions y — +/f(zcost +ysint)u(y) et y — /g(zcost +ysint)u(y) sont L? donc leur produit y —
|f'(zcost + ysint)u(y)| est intégrable, et d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Dsi(t,x) (/f (rcost+ysint)u (y)dy>2 < (/|f’(a:cos1t+ysi]mf)m(y)dy)2

2
= (/ Vf(@cost +ysint)u(y)/g(w cost + ysint)u(y) dy)

S/f(xcost+ysint),u(y)dy/g(xcost+ysint)u(y) dy = @4(t,x) - D4(t, ).

) tant [ 0. P¢(t,x)? sin(2t) [ D4 (¢, x)?
. P 2 1 .. ! = — —_
(7c.) Pour tout ¢t €]0,7/2[, en appliquant 5b. : J'(t) 5 / ot ) p(z)dz 4 / o;(t,2) w(z)dx
On constate J'(t) < 0 et d’apres 7b. et 5d. : |J'(t)| < smft) /fl)g(t,x)u(x) dr = Smft) /g(x)u(x) dz.

8.

/2
Comme J est de classe C1 sur R, J(0)—J(7/2) = / =J'(t)dt < /g(x)u(x) dx/ 1 dt = 1 /g(m)u(m) dz,
0
ce qui est 'inégalité attendue d’aprés les calculs de 6.
Comme f est bornée et h continue, h(f?) est bornée donc h(f?)u est intégrable, c’est-a-dire que f admet une
entropie par rapport a p.
Soit 6 > 0. On pose f5 = § + f2, donc f; = 2ff’. En particulier, fs € Cf et fs > & et on peut appliquer les
résultats de 7. a fs.
7 _Arr” < 4f"2. On remarque : f/gg(a:)u(a:) dz</f’(aj)2,u(x)d:c
fs 6+ [ -

Dapres 7.5 [ 16+ f(aPua) e — b ([ (64 faPhute)ae) < [ 70Pute)as

Montrons que les termes du membre de gauche sont des fonctions continues de § :

On pose g5 =

Pour le premier, si on se restreint & 6 < 1, on peut majorer grossiérement |h(§ + f(z)?)| par le maximum M
de |h| sur [0,1 + ||f]|%], ce qui permet la domination : Vo € R, ¥§ € [0,1], |h(d + f(z)*)u(z)| < Mu(z), donc

0 /h(6 + f(2)*)u(x) dx est continue sur [0, 1].

Pour le second, [ (0 + f(z)*)u(x)dx =6+ [ f(x)*u(x)dx, et comme h est continue sur Ry, on peut donc faire

tendre § vers 0, ce qui donne I'inégalité demandée.



Partie 111

9. Posons f(x) = x. C’est une fonction C! a dérivée constante, donc bornée, donc elle admet une entropie d’aprés
I’hypothése de cette partie.
D’aprés 2a. et 1., f2m et fm sont intégrables, donc z + (1 + |z| + 22)m(x) est intégrable.

10.
(10a.)

(10b.)

11.
(11a.)

(11b.)

Supposons (2) prouvée pour des fonctions g € C}} telles que /g(z)m(x) dz =0 et /92 (x)m(z)dr = 1.

On pose E = /f(x)m(a:) dz et ¢ > 0 tel que 02 = /(f(x) — E)*m(x)dz. En développant, on vérifie que
0?2 = Var,,(f).

. 11 est clair

Si Var,,(f) = 0, 'inégalité (2) est évidente, on suppose donc ¢ > 0. On pose alors g =
g

que g € C}, / (x)m(z)dx = 0 et /g(m)Qm(a:) dz = 1, donc on peut appliquer (2) : 1 = Var,,(g9) <
|f' |2
r) dz, et donc Var,,(f) = o2 < — [ |f'(@)]?m(z) da.
On suppose donc /fm =0et /f2m =1.On fixe e > 0 et fo =14 ef. On va ensuite faire tendre ¢ vers 0.
D’une part, on développe : /(1 +ef(x))?*m(z)de =1+ 25/f(w) x)dzr+e /f x)dzr = 142, donc

h (/(1 +ef(z))*m(z) dx) =h(1+e?) = (1+e*)n(l+e?) ~e2

D’autre part, on considére le développement limité h(1 + 3)? = 2(1 +y)?In(1 + y) = 2y + 3y + y>0(y), on 0
est une fonction bornée sur un intervalle [—a, +«], mettons par M > 0.

Pour ¢ assez petit, &||f||oc < . et |/53f(x)39(5f(x))m(x) dz| < 83M/ |f(2)3|m(z) dz

On en déduit :

Ent,,(f:) = /h(l +ef(x))pu(z)de —h (/(1 + Ef(l’))Qm(l‘) da:)
- / % f () () da + / 32 ()2 u(x) di + O(%) — £ + ofe?) ~ 222

E e
Or fl =ef’, donc d’aprés l'inégalite (1) : nt:f(f) < C’/f'(x)2m(ac) dz.

C
On fait tendre ¢ vers 0, d’ott 1 < 3 /f’(m)Qm(x) dzx, ce qui est l'inégalité attendue.

On peut remarquer H () > 0. Par continuité et positivité de I'intégrande, H(\) = 0 entraine m identiquement
nulle, ce qui est absurde pour une mesure.

Pour tout A € R, AH'(\) = /)\f(x)e’\f(”“')m(x) dz = /h(e)‘f(””))m(;v) dz et

H(\)In(H(N\)) = h(H(N)).
On pose g(z) = eM@)/2 et on reconnait : \H'(\) — H(\) In(H(\)) = Ent,, (g).
OrgeC}car fe Cg, donc par hypothése de cette partie, g admet bien une entropie et
; 2 C\?

Ent,(g) < C / (M2r @) @) m(z) de < OX/4 / (@M m(a) de < B,
en tenant compte de |f'(x)| < 1.
L’inégalité est évidente pour A = 0, on va la prouver pour A > 0.
lnH()\) AH'(A) — HA)In H(\ <

A A2H(N) -

Pour tout A > 0, on pose p(A) = . Cette fonction est C* sur RY et /() =

C/4.
On a H(0) = 1 et H'(0) = /f(x)m(m) dz. Comme H est C! sur R, on a au voisinage de 0 : H(\) =
1+ H'(0)A + o()), done ¢(X) tend vers H'(0) quand A — 0. On prolonge ainsi ¢ par continuité en 0.

C
4

Soit A > 0. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]0, A[ tel que p(A) — p(0) = ¢'(c) < =,

donc In H(\) < AH'(0) + CA?/4, c’est-a-dire :

<exp( /f dm+C’/\2/4)

4



12.

13.

On ne peut pas appliquer directement 11. car f : * — z n’est pas bornée. On pose donc, pour n € N*/ f,, :

x +— nArctan(z/n). Pour tout n, f, est bornée (par nn/2), de classe C, et Vo € R, f/(z) = € [0,1],

14 22/n2
donc f, vérifie les hypothéses de 11. On peut donc écrire, pour tout A >0 :

/ M@ m(z) dz < exp (A / Fa(@)m(z) dz + CA\? /4).

En utilisant I'inégalité |Arctan(x)| < |z| (car Arctan est concave sur R, et impaire), on remarque pour tout (n, x) :
| frn(x)m(z)| < |z|m(z). Cette fonction est intégrable (domination), et comme pour tout z, f,(z) — x quand n tend
vers +oo (convergence simple), le théoréme de convergence dominée assure (via la continuité de I’exponentielle)

que le second membre tend vers S = exp ()\ / xm(z)dx + C)\2/4>.

Soit € > 0. Pour n assez grand, on a donc :
/e)‘fn(z)m(x) dr < S +e.

b
Si on fixe deux réels a < b, la positivité de z — e*» (@) m(z) permet d’écrire : / eAf"(“C)m(:r) de < S+e.

Pour z € [a,b], eM"®)m(z) tend vers e’ m(z) (convergence simple) et 0 < e*ff(m)m(x) < e*m(z) (domination),

cette derniére fonction étant continue donc intégrable sur [a, b]. Par le théoréme de convergence dominée, il vient :

/b eMm(z)dr < S +e.

C(z)mme ceci est vrai de tout segment [a,b], la fonction z + e m(x), qui est positive, est intégrable sur R, et
eMm(z)dz < S +e. Ceci étant vrai pour tout £ > 0, on en déduit /e’\wm(x) dx < S, ce qui est I'inégalité

attendue.

(13a.) Soit A > 0. Pour tout z € [a, +00[, 1 < eM?=®) = =22 " o d’aprés 12., z — e est L' et :

“+o0 “+oo
/ m(z)dr < / A= Dm(z)de = e /eMm(x) dz < exp(A(M — a) + CA\?*/4).

En dérivant Pargument de I’exponentielle, on constate qu’il admet un minimum pour A = 2(a — M)/C. Pour
cette valeur de A, on obtient I'inégalité demandée.

(13b.) Notons que z — ¢ m(z) est continue sur R, il suffit donc de justifier I'intégrabilité au voisinage de £oo.

“+o0
On remarque que, comme m est continue sur R, 'application x +— — / m(t) dt est une primitive de m.
x

On fixe a < 1/C comme dans ’énoncé et a > M comme dans la question précédente. On intégre formellement
par parties :
—+o0

+oo 5 5 +oo +oo 2 +oo
/ e m(x)dx = {—e‘“ / m(t) dt} —|—/ 2axe™” (/ m(t) dt) dz.

+oo
D’aprés 12., pour > a < M : 0 < e m(t)dt < exp[(a —1/C)x? +2Mz/C — M?/C], qui tend vers 0
x
quand x — 400 (car a < 1/C), ce qui montre que le crochet est bien convergent.
Fixons 8 €]a — 1/C,0[. On vérifie (croissances comparées) qu'au voisinage de +oo : zexp[(a — 1/C)z? +
Mz /C — M?2/C] = o(e?*"). Ceci assure la convergence de la seconde intégrale.

+oo
On en déduit que / e m(x) dx est convergente, donc la fonction x +— eaxzm(x) est intégrable au voisinage
a

de +o0.
—a

Etudions le cas de —co. Par un changement de variable évident, / eO‘IQm(x) dx converge si et seulement si

— 00
+oo 5
/ e m(—z)dx converge.
a

Or mq : x — m(—z) est une mesure (clair). Vérifions qu’elle satisfait ’hypothése du III.

Soit f : R — R une fonction C! de dérivée bornée. On note f; : x — f(—x), qui est également C*, de dérivée
bornée. D’aprés 'hypothése de 111, f; admet une entropie par rapport a m, donc x +— h(f(—x)?)m(x) est L!.
On en déduit que z — h(f(x)?)m(—x) est L', donc f admet une entropie par rapport a my.

De plus, Ent,,, (f1) < C / f1(x)*m(x) dz. Le méme changement de variable assure que Ent,,, (f) < C / f'(x)*my(z) d:

On en déduit que les résultats prouvés ci-dessus s’appliquent a la mesure mi. En particulier, pour a >
+o0 —-a

/xm(—w) de = —M, / eaw2m(—x) dz converge, donc/ eo‘””2m(x) dz converge. Finalement,  +— eO“Qm(x)
a — o0

est intégrable au voisinage de —oo, et donc sur R.



14.
(14a.)

(14b.)

15.
(15a.)

(15b.)

16.
(16a.)

Partie IV

Analysons la situation : K = / p(x) dz est une constante strictement positive car p est continue et strictement

positive. Si on note P une primitive de p, on peut écrire I’égalité sous la forme P(u)’ = K, soit P(u(t)) = Kt+Kj.
Comme p > 0, ses primitives sont strictement croissantes, donc injectives, on pourra écrire u(t) = P~ (Kt+K).
Nécessairement, u est strictement croissante (par composition), on veut donc que u tende vers —oo en 0 et +0o

en 1, c’est-a-dire que P tende vers 0 en —oo (donc Ky = 0) et K en +oo.
T

Ces remarques informelles aménent & poser, pour x € R, P(z) = / p(t) dt. L’application P est bien définie
—0o0
car p est intégrable, c’est une primitive de p, donc elle est strictement croissante sur R. Ses limites en —oo et

+00 sont respectivement 0 et K, donc elle induit une bijection de R sur ]0, K. Sa réciproque P~! est de classe
C' car P’ = p ne s’annule pas.
On pose donc, pour t €]0, 1[, u(t) = P~1(Kt). Par composition, u est C!, bijective de ]0, 1] sur R, et un calcul

: P K
direct donne v’ (t) = S PIKD) ~ pud)

D'aprés 14a., pour tout ¢ €]0, 1] ( / (@) dx) ( / o(2) da:) — p(u(®))q(v() () (2).
Notons que les quatre facteurs sont positifs. On considére les racines carrées des deux membres.

D’apreés Uhypothese (4) : +/p(u(t))/q(v(t)) <r (M)
2, 32
, (vient de (|a| — [b])? > 0). On en déduit : \/u/(t)v'(t) <

b
Rappelons que pour tout (a,b) € R? : |ab|] < ot

W(t) + /()
2

Finalement, \/ ( / p(z) dx) ( / o) dx) < (Mogetn) YO LVED),

On intégre les deux membres sur 0,1, en tant que fonctions de ¢t. Le membre de gauche est constant, donc
inchangé par cette opération.
(t) +o(t)
2

Considérons w : t €]0,1[— 4

. C’est une fonction C?, strictement croissante (somme de fonctions
strictement croissante). Comme u et v tendent toutes les deux vers —oo en 0 et +00 en 1, il en va de méme
pour w, qui définit une bijection croissante de |0, 1] sur R.
+o(t)
2

1 / /
t t t
Par changement de variable, on a donc : / r (u( ) ) w(t) _2H} ®) dt = /r(m) dx, et on obtient finale-
0

ment U'inégalité (5).

Siy ¢ A, le premier membre est nul et I'inégalité est évidente.

Siy € A, alors d(z, A) < |z —y|, donc 1d(z, A)? —2? — y? < (z —y)?/2 — 2% — y? = —(z +y)?/2 et on obtient
I’inégalité demandée par croissance de exp.

L’inégalité de 15a. ressemble fort a (4). Il suffit en effet de poser p(z) = exp(d(z, A)?/2 — 2?), q(z) =
1a(x) exp(—2?) et r(x) = exp(—a?) pour obtenir trois fonctions positives, continues par morceaux, intégrables
sur R et vérifiant (4). On applique donc 14b. :

2
/exp(d(m,A)Q/Q — %) dx x /1,4(33) exp(—z?)dz < </ exp(—z?) da:) .
En divisant les deux membres par 7, puis en intégrant le membre de droite, il vient : /exp(d(w, A)?/2)p(z) da x

/IA(x),u(x) dz = u(A) /exp(d(x, A)?/2)pu(z) dr < 1, ce qui est 'inégalité attendue.

On note A = Uszl I* ot I*¥ est un intervalle et N un entier naturel non nul. Par double inclusion, on montre
que A; = Uivzl IF -

S'il existe k tel que x € IF, alors d(z, A) < d(z, 1) < t, donc x € A;.

Réciproquement, supposons z € A;. On se donne une suite (a;) d’éléments de A telle que d(z,a;) — d(z, A).
Comme A est une réunion finie d’intervalles, il existe au moins un intervalle I* qui contient une infinité de
termes de cette suite. On en déduit d(z, I*) < d(z, A) < t, donc z € I}.

On vérifie maintenant que si I est un intervalle, alors I; est encore un intervalle.

Si I est vide, alors I; = R. On suppose donc I non vide.



(16b.)

Fixons z < w < y avec z, y € I.

Supposons qu’il existe a € I tel que a < w. On a alors deux cas : s’il existe b € I tel que w < b, alors w € T
et d(w, A) = 0 < t; sinon, I est situé a gauche de w, donc d(w,I) < d(y,I) < t. On procéde symétriquement
s’il existe a € I tel que a > w, en considérant cette fois la position de x. Finalement, w € I;, donc I; est un
intervalle, ce qui montre que A; € Int pour tout ¢ > 0.

Siz ¢ Ay, exp(d(z, A)?/2) > exp(t?/2), donc (1 — 14(x)) exp(d(z, A)?/2) > (1 — 14(z)) exp(t?/2), puisque les
deux membres sont nuls lorsque = € A.

En multipliant par p(z) et en intégrant, il vient : /(1 —1a(z)) exp(d(z, A)?/2)pu(x) dz > exp(t?/2)(1 — pu(Ay)).
D’autre part, on majore 1 — 14 < 1 et donc d’aprés 15b. :

/ (1= 14(2)) exp(d(z, A)2/2)u(z) dz < / expld(z, A)2/2)u(x) dz < @, d'oit Vinégalité attendue.
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