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Début du sujet

Définitions et notations

e Si A est un ensemble fini, on note Card A son cardinal.

e Pour n € N* on note A,, = {1,...,n}. Si A est une partie de R de cardinal n, on note (54
I'unique bijection croissante de A sur A,,.

e On note %, le groupe des bijections de A,, sur A,,. Si n > 2, on note MD(n) I’ensemble des
éléments o € ¥, qui vérifient la condition (de montée-descente) :

pour 1 <k<n-1: o(k) <o(k+1) si k est impair, o(k) > o(k+1) si k est pair;

et on note DM(n) l'ensemble des éléments o € ¥, qui vérifient la condition (de descente-
montée) :

pour 1 <k<n-1: o(k) > o(k+1) si k est impair, o(k) < o(k+1) si k est pair.

e Soit f une fonction de R dans R. Un maximum (resp. minimum) relatif de f est un réel x
tel qu'il existe € > 0 tel que f(y) < f(x) (resp. f(y) > f(x)) pour tout y €|z — e,z + .
Un maximum (resp. minimum) relatif strict de f est un réel x tel qu'il existe € > 0 tel que
fy) < f(z) (resp. f(y) > f(z)) pour tout y € Jx — e,z + ¢[\{z}. Un extremum relatif est un
point de R qui est soit un maximum relatif, soit un minimum relatif. Un extremum relatif strict
est un point de R qui est soit un maximum relatif strict, soit un minimum relatif strict.

e La droite réelle sera toujours munie de la norme associée a la valeur absolue.

e Une fonction f de R dans R est dite simple si elle est continue, si 'ensemble E(f) des
extremums relatifs de f est fini et si la restriction de f a E(f) est injective.

e On note S 'ensemble des fonctions simples de R dans R, et, pour n € N, on note S,, I’ensemble
des fonctions f € S telles que Card E(f) = n. On note enfin S, = U,>2S5,,.

e Les composantes connexes par arcs d'une partie d'un espace normé seront simplement appelées
les composantes de cette partie.

e On note R[X] I'espace des polynémes a coefficients réels. Si P = 3"  a; X" € R[X] et si &

est une algébre sur R, pour z € & on pose P(x) =Y "', a;x".

Les parties 11, III, IV, V sont indépendantes.



Partie 1

1. a. Vérifier que les extremums relatifs des fonctions de .S sont stricts.

b. Soit f € S. Montrer que la restriction de f a l’adhérence de chaque composante de
R\ E(f) est strictement monotone. En déduire que si z € E(f)\ {Max E(f)} est un maximum
(resp. minimum) relatif, le plus petit élément y de E(f) vérifiant y > x est un minimum (resp.
maximum) relatif.

c. Soit f € S, avec n > 2. On pose &(f) = f(E(f)) Soit oy I'élément de X,, défini par
o= Bsipy o f o By

Montrer que oy € MD(n) U DM(n).

2. On définit une relation ~ sur S de la maniere suivante : pour tout couple (f, g) de S, f ~ g
si et seulement si il existe deux bijections continues ¢ : R — R et v : R — R, strictement
croissantes, qui vérifient f =1 ogo .

a. Vérifier que ~ est une relation d’équivalence sur S et montrer que chaque classe d’équi-
valence de ~ est contenue dans I'un des ensembles S,,, n € N.

b. Soient n € N* et {uy,...,u,}, {v1,...,v,} des parties de R qui vérifient u; < --- < u,
et v; < --- < w,. Vérifier qu’il existe une bijection continue y : R — R strictement croissante
telle que x(uy) = v pour 1 < k < n.

¢. On suppose que f et g sont dans S, et que

lim | f(z)] = +00, lim |g(x)] = +oo.
r—+o00

r—+o0

Démontrer que f ~ g si et seulement si oy = oy.
d. L’équivalence précédente subsiste-t-elle pour deux fonctions f et g quelconques de S, 7
3. On note CY l'espace des fonctions continues bornées de R dans R, que 'on munit de la

norme uniforme : ||f|| = Sup |f(x)| pour f € C}.
zeR

a. Soient n € N* {uy,...,u,} C Ret {vg,...,v,} C Ravecu; < -+ <wuyetv < - <.
Montrer qu’il existe une application continue ¢ : [0, 1] x R — R telle que :

— pour s € [0, 1], la fonction = — ((s, z) est une bijection strictement croissante de R sur R,
—((0,2) =z pour z € R et ((1,ux) = vy, 1 <k <n.

b. Démontrer que les classes d’équivalence de la restriction de ~ a S, N CY sont connexes
par arcs.

c. Donner un exemple d’arc continu 7 : [0, 1] = S N CP tel que v(0) € Sy et v(1) € Ss.

Partie 11

Dans cette partie, pour n € N, on note &, 'espace des fonctions polynomiales de R dans
R de degré au plus n.



1. Soit n € N*. On note Id 'application identique de R"”. On munit R™ d’une norme notée
|| || et Pespace des applications linéaires de R™ dans R"™ de la norme associée, encore notée || ||.
Pour z € R™ et r € RT, on note B(z,r) (resp. B(x,r]) la boule ouverte (resp. fermée) de centre
x et de rayon r. Soit O un ouvert de R™ contenant 0 et soit f : O — R"™ une application de
classe C* telle que f(0) = 0 et dont la différentielle  en 0 est inversible.

a. On pose
g=Id—¢tof.
Montrer que g est de classe C* sur O et qu'il existe € > 0 tel que B(0,e) C O et || Dg(z)|| < 3
pour z € B(0,¢). En déduire que f est injective dans B(0, ¢).

b. Soit 0 < 7 < € et soit zg € B(0,7/2). On pose h(z) = g(x) + 2o pour z € O. Montrer que

h(B(0,r]) C B(0,r].

c. Montrer qu'il existe a € B(0,r] tel que f(a) = ¢(20).

d. Soient W = ¢(B(0,7/2)) et V = f~1(W) N B(0,e). Montrer que V et I sont ouverts et
que fjy est un homéomorphisme de V' sur W.

2. Soit O un ouvert de R™ et soit f : O — R™ une application de classe C'! dont la différentielle
en x est inversible pour tout x € O. Démontrer que I'image par f d’un ouvert de O est un
ouvert de R".

3. Pour n > 2, soit O,,_1 = {(:cl,...,xn_l) ER"0<m <my<--- < .CCn_l} et soit U,,_;
'ensemble des (n — 1)-uples (y1,...,yn_1) € R"! tels que

0<wy1, ¥ >yir1 sii€{l,...,n—2}estimpair, y; <y;r1 sii€ {1,...,n— 2} est pair.

Pour x € O,,_1, on définit la fonction 7, € £, par 7,(t) = t(xy —t)- - (rp—1 — t). On définit
I'application Y = (Y1,...,Y, 1) : O,_1 — R""! par

Yi(z) = / Zﬂx(u) du, x=(r1,..., 1) € Op_1.
0

a. Soient j € {1,...,n—1} et z € O,_;. Montrer que
t
dm:tr—>/u H (xp —u)du
0 1<p<n—1, 045
est dans &7, et s’annule avec sa dérivée en 0. En déduire I'existence de x, ; € &,_o vérifiant

vVt € R, dej(t) = X0 4(1).

o . Y; -
b. Pour z € O,,_; et (i,7) € {1,...,n — 1}* montrer l'existence de —(z) et vérifier que

3xj

Y;
axj

(7) = dqj(2:).



En déduire que Y est une application de classe C! sur 'ouvert O,,_;, a valeurs dans U,,_;.
c. Démontrer que pour x € O,,_1, la partie {X:c,j lje{l,....,n— 1}} est une base de &, _,.
d. En déduire que la différentielle de Y au point = est inversible.

4. Pour n € N, une fonction de &7, est dite unitaire lorsque le coefficient de son terme de degré
n est 1. On note &2} 'ensemble de ces fonctions. On note C,, = Inf {fol |[f(t)] dt | fe 2y}

a. Montrer que C,, > 0.
b. Pour n > 2, démontrer que si x € O,,_;

(2ng)" ™ < — [Yl Z Yia(z) — Yz(x))}

c. Vérifier que 'application Y se prolonge continiment a ’adhérence de O,,_;.
d. Montrer que si K est un compact de R"™! contenu dans U,,_;, Y !(K) est compact.
5. Montrer que Y (O,_1) est ouverte et fermée dans U, _; et en déduire que Y est surjective.

6. Montrer que pour tout n € N, pour toute fonction f de S, vérifiant lim, .1 |f(x)] = +o0,
il existe un élément g € &, .1 tel que f ~ g (ou ~ est la relation définie en 1.2).

Partie 111

Soit n € N*. Pour k € N, on note B(n, k) 'ensemble des applications o € MD(n + 1) telles
que
oc2)—o(l)=k+1

Pour k € N et s € N, on note C(n, s, k) 'ensemble des éléments o de MD(n + 2) tels que

0(2) —o(l) =s+1, n+2—o0(2)=k.

1. Pour m > 2 vérifier que 'application Opp : 2, — X, qui a o € ¥, associe n € X, défini
par

77(2) =m+1- O_(i)a
est une bijection vérifiant Opp(MD(m)) = DM(m) et Opp(DM(m)) = MD(m). Vérifier que si
o € X, et sii, j sont des éléments de {1,...,m} vérifiant o(j) > o(i),

o(j) —o(i) =1+ Card {k € A, | 0(i) < o(k) < o))}

2. A quelle condition (nécessaire et suffisante) sur n et k Pensemble B(n, k) est-il non vide ? A
quelle condition (nécessaire et suffisante) sur n, s et k 'ensemble C(n, s, k) est-il non vide ?

3. Dans cette question et la suivante, on fixe n > 2, 1 <k <n—1letl1<s<n-—k. On se
propose de construire une bijection de C(n, s, k) sur B(n, k). Soit o € C(n, s, k).

a. Vérifier que le nombre m d’entiers j > 4 tels que o(j) > o(3) vérifie m > k. On note
J1,- -+, Jm ces entiers, que I'on ordonne de telle maniere que o(j1) < 0(ja) <+ < 7(jm)-



b. On consideére la fonction & : A,y — NU{o(ji) + 3} définie par

§1) =0a(r) +3, §2)=0(3),....é(n+1) = o(n+2).

Montrer que & vérifie

&(p) > &(p+1) pour p impair, £(p) < &(p+ 1) pour p pair,

et que l'intervalle ]£(2), £(1)[ contient exactement k éléments de {£(3),...,&(n+1)}.

c. On note A = £(A,41) et on pose & = Bao& (on rappelle que 34 désigne 'unique bijection
croissante de A sur A, ;). Montrer que £ € DM(n + 1).

d. Soit n = Opp(€). Vérifier que n € B(n, k).

On note ¥, ;. application de C(n, s, k) dans B(n, k) définie par U, s (o) = .
4. Soit n € B(n, k) et soit £ = Opp(n).

a. Vérifier que le nombre m d’entiers j > 3 tels que £(j) > £(2) vérifie m > k. On note
Jis -+ Jm ces entiers, avec £(j1) > &(j2) - -+ > E(Jm)-

b. On pose us = £(jx) —5 > £(2). Montrer que le nombre m’ d’entiers ¢ > 2 tels que £(4) < uy
vérifie m’ > s. On les note iy, ..., 0, avec £(i1) > -+ > &(iyy) et on pose u; = (i) — %
c. En considérant 'application 6 définie par

0(1) = w1, 0(2) = us, O(3) =€(2),....0(n+2) =E(n+1),

montrer l'existence de o € C(n, s, k) vérifiant V,, s x(0) = 7.
d. Montrer que W¥,, 5 est bijective.

5. Donner un procédé de calcul de Card MD(n) par récurrence.

Partie IV

1. On note E, = Card MD(n) et .#, 'ensemble des nombres impairs de A,,.
) n
a. Démontrer que pour n > 1: E,, 1 = 'IZ ( i1 )Ei_lEnH_i.
1€ n+1

n
b. En déduire que pour n > 1: 2F, . = Z ( :L )EZEH,Z
=0
2. a. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere » —a"est > 1.
n!

b. Pour |z| < 1, on note f(x) la somme de la série entiere précédente. Démontrer que

2f(z) = f*(x) + 1, Vee]—1,1[.



1
c. En déduire que f(x) = tan (f + ﬁ) = + tanzx, Vo €] — 1, 1], puis que

2 4 CoS T
1 >, By, —~ by,
= 2 g, tanx = Z gl Ve e]—-1,1L
cosz = (2n)! “— (2n+1)!

3. Pour une fonction f : R — R de classe C* et n € N, on note f™ la dérivée d’ordre n de f,
avec la convention f(®) = f. On note D : R[X] — R[X] I'unique application linéaire telle que

DX =0, D(XF)=kX"+ X)) VkeN.
Pour n € N*, on note D" la composée d’ordre n de D, avec la convention D° = Id.

a. Soit P, = D"(X). Démontrer que pour n € N, tan™(z) = P,(tanz) pour z €] — 2, Z|.

b. Pour m € N*| soit V;, le sous-espace de R[X] engendré par {X,..., X™}. Soit ¢, U'in-
jection canonique de V;, dans R[X] et soit 7, : R[X] — V}, la projection linéaire définie par
Tm(XF) = Xk si k € {1,...,m} et 7,,(X*) = 0 sinon. On pose enfin §,, = 7,, 0 D 0 .
Vérifier que 6,, est une application linéaire de V,,, dans V,,, et écrire sa matrice M,, dans la base
(X,....,X™).

4. Soit Cy, € R[Y] le polynome caractéristique de M,,.
a. Vérifier que O; =Y, Co = Y2 — 2 et
Co =YCp1—m(m—1)Cy,_a, m > 3.
b. Calculer le déterminant de M,,.

c. Démontrer que, si e, désigne la partie entiere de m/2,

Om _ Z(_l)kcm,kym_2k7
k=0

avec

Cmo = 1; Cmk = Z aj(a; + Dag(ag + 1) -ar(ag + 1), 1<k <ep;

(a1,...,ax)€Jx(m)

ou Ji(m) désigne I’ensemble des k-uples d’entiers de {1,...,m — 1} tels que a; + 2 < a;41 pour
1<i<k—-1

5. Dans la suite de cette partie, p désigne un entier premier impair fixé. On pourra utiliser
sans démonstration le théoreme de Wilson :

p-—D+1=0  [p.

On note Z, le corps Z/pZ et si a € Z, on note a sa classe dans Z,. Pour 1 < k < e,, on note
Pi, 'ensemble des parties P a k éléments de Z, vérifiant la condition

Va € P, a+1¢P.



a. Pour P = {ay,...,o4} € Py et a € Zy, on pose 7,(P) = {a1 + «, ..., o + a}. Montrer
que l'application a — 7, est un morphisme de (Z,, +) dans le groupe des bijections de Pj.

b. On définit une relation # entre éléments de P, de la maniere suivante : si A, B sont
dans Py, AZ B si et seulement si il existe a € Z, tel que B = 7,(A). Montrer que # est une
relation d’équivalence sur Py, et que chaque classe d’équivalence est de cardinal p et admet
un représentant de la forme {0,@y,...,a,} avec 0 < ay < -+ < a < p. On choisit un tel
représentant pour chaque classe et on note R ’ensemble des représentants ainsi choisis.

c¢. Démontrer que

ey Y S ll+Ta+la+l+1ap+la+l+1
{0,...,ax}eR 1<t<p—1

6. a. Pour ¢ € N, on pose 5, = Z?;é ¢1. Observer que p divise Z’Z;é ((£41)7%t — ¢at1) et en
déduire par récurrence que p divise S; pour 0 < g <p — 2.

b. Soient Z = [z;] et Z' = [2];] deux matrices carrées d’ordre N a éléments dans Z. On
définit la relation Z = Z' [p] par z;; = zj; [p] pour 1 <4, j < N. Démontrer que
(M, )0 = ()P D21 [y,

c. Que peut-on dire d'un polynéme @ a coefficients entiers tel que Q(M,_1) =0 [p]?
7. On rappelle que E,, désigne la classe de E,, = Card MD(n) dans L.

a. Montrer que Fy, 1 = ug, [p], ol u,, est le coefficient sur le terme X de la décomposition
de 07" (X)) dans la base (X,..., X?7").

b. Démontrer que la suite (Eauy1)nen est périodique, de période minimale (p — 1)/2 si
p =1 [4] et de période minimale (p — 1) si p =3 [4].

c. Indiquer les modifications a apporter aux questions précédentes pour montrer un résultat
analogue pour la suite (Ea,)pen-

Partie V

On note S I'ensemble des f € S, vérifiant lim, ., f(z) = —o0 et lim, 1 f(z) = 0.
Dans cette partie, on dira simplement < minimum > pour < minimum relatif > et < maxi-
mum > pour < maximum relatif >. On note Mi(f) l'ensemble des minimums de f et Ma(f)
'ensemble des maximums de f, donc E(f) = Mi(f) UMa(f).

1. Soit f € S.

a. Vérifier que Card Mi(f) = Card Ma(f) et que pour y € R, f~(] — o0, y[) est la réunion
d’intervalles ouverts non vides et deux a deux disjoints. On note .#(y) leur ensemble.

b. Montrer que pour tout élément M de Ma(f), il existe un unique couple (I_(M), I (M))
d’éléments de .7 (f(M)) tels que M = Sup I_(M) = Inf I.(M).

c. Montrer que I (M) est de la forme | M, b] avec b € |M, 4o0[ vérifiant f(b) = f(M). Que
peut-on dire de I_(M)?



2. Soit f € 5. On note Ma(f) = {M,...,M,} avec f(My) < f(My) <--- < f(M,). Montrer
qu’il est possible de définir une bijection ® de Ma(f) dans Mi(f) par récurrence de la maniere
suivante :

— ®(M;) est le minimum de f contenu dans I_(M;) U I, (M;) dont I'image par f est la
plus grande des images par f des minimums contenus dans /(M) U I (M) ;

— pour 2 < k < p, ®(Mj) est le minimum de f contenu dans I_(Mj)UI (M) dont I'image
par f est la plus grande des images par f des minimums contenus dans I_ (M) U I, (M)
et n’appartenant pas a @({Ml, . ,Mk,l}).

On dira que ® est la bijection associée a f.

3. Soit f € §. On fixe R € R** tel que E(f) C] — R, R| et on note §(f, R) Pensemble des
fonctions ¢ de S qui coincident avec f sur le complémentaire de | — R, R[. Pour g € S (f,R), on
pose

lg — fllr = Sup |g(z) — f(z)].
Tz€R
a. Montrer qu'il existe o > 0 tel que si g € S(f, R) vérifie ||lg — ||z < o,
Card E(g) > Card E(f).
b. Montrer que pour tout € > 0 et tout entier pair u > E(f), il existe g € g(f, R) vérifiant

llg — fllr < € et telle que Card E(g) = p.

4. Soit f € S et soit ® sa bijection associée. Le code de f est I’ensemble

C(f) = {f(M) = f(2(M)) | M € Ma(f)} U {0}.
On se propose dans la suite de cette partie de montrer que le code varie contintiment avec la

fonction, dans un sens approprié.

On fixe f € S et un réel R > 0 comme dans la question précédente, dont on conserve les
notations. On fixe € > 0.

a. On pose

,R:lMin( Min ¢ — 2|, R— Max E(f), Min E +R>.
() =M Min e (). Min £(7)

Vérifier que 7o(f, R) > 0 et vérifier qu'il existe

Y 6]0770<f7R)[ <1>

tel que
Vo e E(f), |f(x)—flz—7)l<e/4, [f(z) - flz+7)| <e/4 (2)
Dans la suite de cette question on suppose que v est ainsi choisi.
Pour une fonction h € S et pour tout élément x € E(h) \ {Max E(h)}, on appellera
successeur de x pour h le plus petit élément de E(h) qui est strictement supérieur a x.
b. Soit m € Mi(f) \ {Max E(f)} et soit M € Ma(f) le successeur de m pour f. Montrer

Pexistence de ag > 0 tel que pour g € S(f, R) vérifiant ||g — f|[r < oo, pour tout maximum M
de g dans [ — v, M — 7], le successeur de M pour g est dans [m — v, M].



c. On conserve les hypotheses de la question précédente sur m et M. Montrer Iexistence de
ay €10, apl tel que pour g € S(f, R) vérifiant ||g — f||r < a1, pour tout maximum M de g dans

[m — v, M — 7], le successeur m de M pour g vérifie g(M) — g(m) < e.

d. Soit M € Ma(f) \ {Max E(f)} et soit m € Mi(f) le successeur de M pour f. Montrer
brievement I'existence de ay > 0 tel que pour g € S(f, R) vérifiant ||g — f||r < az, pour tout
minimum m de g dans [M — v, m — 7], le successeur M de m pour g vérifie g(M) — g(m) < e.

e. BEtudier sans démonstration le cas des maximums et minimums contenus dans les inter-

valles [-R, Min E(f) — 7] ou de la forme [Max E(f) — 7, R].

5. On fixe f € S , de bijection associée @, et un réel R > 0 comme dans la question précédente.

a. Montrer qu'il existe gy tel que si 0 < € < gg et si v > 0 vérifie (1) et (2), il existe

a > 0 tel que pour toute fonction g € S(f, R) vérifiant ||g — f|lr < «, pour tout couple
(m, M) € Mi(f) x Ma(f) vérifiant m = ®(M), alors

mg = q)g(Mg)
ou

my) = Min x), M,) = Max x),
olmg) = _Min g(e).  g(My) = _ Max g(z)

et ou @, est la bijection associée a g.

b. Pour une partie finie C' de R et un réel z, on pose de(z) = Min { |z —y| |y € C}. Si C
et C' sont deux parties finies de R, on pose

H(C,C") = Max (Max de(a'), Ma do (g;)).

a'eC
Montrer qu'il existe o > 0 tel que si g € S(f, R) vérifie ||g— f||z < o, alors H(C(9),C(f)) <e.
* * *

Fin du sujet
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