X-ENS 2021 : épreuve B
Un corrigé

Premiere partie

1. (a) On a (incompatibilité des événements pour la seconde égalité)
oo 1 (e e]
P(n|X) P X=kn|= P(X = —
=g Qo) -Eren-g S

En factorisant par 1/n®, on obtient

P(n|X) = —

ns

(b) Soit A =, {py"|X}. Les pj"* étant deux & deux premiers entre eux, un entier est multiple
de tous les p; si et seulement si il est multiple de leur produit. Ainsi

A= (. p% | X)

D’apres la question précédente,

P(A)Zﬁ:ﬁlsz

(pyt...pn")* i1 Pi

Ceci montre que toute sous famille finie de ({p;"|X})ien~ est constituée d’événements mu-
tuellement indépendants et donc

la famille ({p;"|X })ien+ est constituée d’événements mutuellement indépendants

2. (a) Quand des événéments sont mutuellement indépendants, il en est de méme de leurs complémentaires.

Ainsi
p<m{pl-+X}> HP{MX} TT - Bl X1
=1

=1

La premiere question donne ainsi

r

p (m{mm) 0
1=1

i=1

(b) Par propriété de continuité décroissante, on a donc

T

TEI_POO (1-p;° (ﬂ{pz)(X}>

=1

Or, 1 est 'unique entier qu n’est divisible par aucun nombre premier et donc

T

Par définition de la loi de X,




3. (a) Fixons k € N* et notons Vi, = 1, (X) + 1. On a alors V(€2) C N*. De plus,

Vg e N*, (Vi > q) = {p{ ' | X}

et donc X
V> (pp)at
Ainsi
q_1 1
P(Vk—Q):P(Vk>q)—P(Vk>q—|—l):<S> ( _ps>
k k

(b) Je note les événements E; = (l/pk1 (X) = n1> et EZ.(E) = (I/pki (X)>n; + 6) pour i € [1,7]
et € € {0,1}.
On a remarque que E; |J EZ-(l) = EZ-(O) (union disjointe)
Je vais montrer par récurrence sur s € [1,7] que pour tout F € A, on a

P(E1ﬂ~--ﬂEsﬂF):ZS:(—1)K > P(Ef”m---mEgss)mF)

=0 (e1,...,e5)€{0,1}°
e14-+es=L

Pour s =1, on 2 4_o(~1) Serepoay P (B F) =P (B nF) P (BN F)
e1=¢
Or on a I'union disjointe : E{ 1 F = (E{Y N F) U (B N F)
d’out Z}ZO(—I)E dercfoap P (Egal) N F> =P (E; N F) ce qui établit 'initialisation.
é‘lif

Pour I’hérédité, on considere s € [1,r — 1] tel que la propriété soit vraie au rang s.
Soit F' € A. On a en appliquant I’hypotheése de récurrence a I'événement Eg N F :

S

P(E\N---NENEnnF) =Y (-1)" Y }P(Efl)m-.-mngsmEHmF)

=0 (e1,..,65)€{0,1}°
e1t-+es=~
or pour (£1,...,&5) € {0,1}*, on a :
P <E§€l) N--NEE) N E, 1N F) = P (Efl) n--NEE)NEY,, N F)

—P (Ef“) Nn---NESINEL N F)

donc P(Eq1N---NEsNEgy 1 NF) est égal a:

> (1) > P(Efel) Nn---NESNEY, mF)

=0 (e1,025)€{0,1}*
14+ Fes+0=0+0

+i(—1)£+1 Soop (Efl) n---NE) NEL, mF)
/=0

(e1,-,85)€{0,1}°
g1+ test1=0+1



En remarquant que {0, 1}57 = ({0,1}* x {0}) U ({0, 1}* x {1}), on obtient par changement
d’indice :

s+1
P(EiN---NENENF) =Y (-1)f 3 P(Efl)m...mEgasmEsHmF)
£=0 (e1,s8s41)€{0,1}5H1

e1+test1=¢

Ce qui établit I’hérédité.
On a prouvé par récurrence que la propriété est vraie pour tout s € [1,7] et tout F' € A
En particulier pour s = r et F' = €2, on obtient 1’égalité voulue :

T

P (ﬂ{Vpki (X) = ni}> => 1Dt > P (ﬂ{Vpki(X) > nﬁi})
=1 =1

=0 €1,...,er€{0,1}
51+"'+57‘:€

T

(¥, (X) = ni + &) = {HPZZM \ X}
=1

i=1
et la question 1 donne

P (ﬂ(vpki(X) > n +e@-)> = M

i=1 i=1 pki

Le membre de droite de la question précédente vaut donc

1 1
Hr lpzz-s Z(_l)e Z €18 £rS
1= i

=0 c1mere{0,1} © Py

Par ailleurs, on a (compte-tenu de la question 3(a))

r r 1 ng 1 1 r 1
Py, (X)=n;)= — 1 — | = ——— 1— —
o co=m=T1(5 ) (50) - e M1 7)

7 7

Rappelons alors que

T '
[[X —2)=> (-1oj(ar,...,2) X"
i=1 §=0
ou ok(x1,...,x,) est la somme de tous les produits k & k des z; c’est a dire

5 er

op(T1,. .., op) = g ity
E15enns ere€{0,1}
1t e =k

Les deux expressions écrites plus haut sont donc égales et

HP(Vpki (X)=n) =P (ﬂ Vpr, (X) = nl)
i=1 i=1

Ceci étant vrai pour tout 7,



4.

D.

les variables Vpr, (X), i > 1, sont mutuellement indépendantes

(a) On remarque que

doxad = > xald+ Y xald)=g(n)

dln dn,d=1[4] d|n,d=3[4]

Quand m An = 1, les diviseurs de nm sont exactement les dé avec d|n et dn (et deux
couples (d, 0) différents donnent deux produits do différents). Ainsi

glnm) = Y xa(z) = Y xa(dd)

z|lnm d|n,8|m

Avec la propriété de multiplicité admise pour x4, et puisque des diviseurs de n et de m sont
premiers entre eux quand n et m le sont,

glmn) = > xa(d)xa(0)

d|n,8|lm

Il reste a séparer les sommes (qui sont indépendantes) pour conclure que

[nAm=1 = g(nm)=g(n)g(m)]

(b) p étant un nombre premier, les diviseurs de p™ sont 1,p,...,p".
Si p = 2 alors tous les diviseurs de p sont pair sauf 1 qui est égal & 1 modulo 4. Ainsi
g(2") = 1.
Si p = 1[4] alors pour tout k, p* = 1[4], r1(p™) = n + 1 et r3(p") = 0. Ainsi g(p") = n + 1.
Sinon, p = —1[4] et p* vaut 1 modulo 4 si k est pair et —1 (ou 3) modulo 4 si k est impair.
Si n est impair, il y a autant de pairs que d’impairs dans [0,n] et g(n) = 0. Si n est pair,
il y a un pair de plus et g(n) = 1.
Finalement, on a

1 sip=2
Si p est premier et n € N, g(p") = n+1 si p=1[4]
s+ (D"  si p=1[4]

Comme |f,(X)| < h(X) avec X d’espérance finie, f,,(X) est d’espérance finie et on peut écrire
(formule de transfert)

E(fu(X) =D fa(k)P(X = k)
k=1

On veut passer a la limite et intervertir somme et limite. On utilise pour cela le théoreme de
double limite.
On pose gi(n) = fn(k)P(X = k) en sorte que

VheN', lim_gi(n) = f(RIP(X = )

De plus, ||gk|loon+ < |R(k)|P(X = k) qui est le terme général d’une série convergente. Ainsi,
> (gx) converge normalement sur N* (et donc uniformément au voisinage de +00).
Le théoreme s’applique et donne

lim E(fu(X)) =) f(R)P(X = k) = E(f(X))

n—-4o00
k=1




6.

(a)

Posons ug, = n"*1,(d) ou 1,, est la fonction caractéristique de I’ensemble des diviseurs de
n.

Les termes de cette famille double étant positifs, on peut sommer les termes (dans RU{+oc})
et utiliser le théoreme de sommation par paquets pour obtenir

400 400 400 400
DD tan =) Uin
n=1d=1 d=1n=1

ce qui donne, puisque 1,(d) = 1 pour n multiple de d et vaut 0 sinon

—+o00 +o00 oo
> r(n)n =t = (kd)™*
n=1 d=1 k=1

On peut utiliser le théoréme de Fubini pour voir que le membre de droite vaut ¢(s)?. Ceci
montre au passage que notre famille est sommable (les calculs sont en fait menés dans R).

“+oo

n=1

s

On remarque que 0 < 7;(n) < r(n). Ainsi |g(n)| < r(n) et |g(n)n™%| < r(n)n~
théoreme de comparaison

et par

La série > (g(n)n~*) converge absolument

Awvec la question 4, on voit que g(n) est en fait positif, produit des g(pi) oun = pgll D
Mais ceci ne sert pas dans cette question.

Soit x € N*. x ne possede qu’'un nombre fini de diviseurs premiers et donc il existe ng tel
que pour tout k > ng, vp, () = 1. On a alors

no—1

n
\V/TlZTL()—]., szpk(w): H pzpk(x)::l,’
k=1 k=1

et cette quantité tend vers z quand n — +oo (suite constante a partir d’un certain rang).
Ainsi

(l’ = [Ty pzp k(x)) converge simplement sur N* vers Idy-

Notons fr : x — [[p_; g(pzp ’“(w)). La question 4(a) et une récurrence simple montrent que
si x1,..., Ty sont deux a deux premiers entre eux, on a g(zy...x,) = g(z1)...g(x,). On a

donc
Vr € N*, fu(x) =g (HpZ”k‘“)
k=1

Pour n assez grand, le terme dans la parenthese est égal a x et donc
* . _
Vo e N*, nEI—iI-loo fn(z) = g(x)

Pour utiliser la question 5, on a besoin d’une domination indépendante de n. Mais comme
lg(x)] < r(x), et Y r(n)n~*° est absolument convergente, cette domination est acquise
(|fn(z)] < r(x) et r(X) est d’espérance finie).
On peut ainsi utiliser la question 5 qui donne



Par lemme des coalitions, les variables g(pkp X )) sont indépendantes (puisque les v, (X)

le sont) et 'espérance du produit est égale au produit des espérances. Ainsi,

E(g(X) = tim JTE(s™))

Par formule de transfert,

E(g(p"*™))) Zg =)= Zg(pm)pix <1 - 1S>
=0

p
Si on suppose que p = 1[4], on a donc

Blo ) = (1) S+ 1) ()

=0

On reconnait une somme géométrique dérivée :

ps

e
N———
[N}

et ainsi

Si p = 1[4], alors E(g(pr(X))) _

De fagon similaire, si p = 3[4], on a
1) — 1 1\°
E VP(X) —_ — -
(™) = {1 -3 EO 5 pe

On a cette fois deux séries géométriques et

) 1 1 1 1
E(g(p p(X))) = 5 (1 - ps> (1 7p75 + 1 +ps)

et apres simplification

1

Sip = 3[4], alors E(g(p""™))) = - e

Une formule générale est (les nombres premiers plus grand que 3 sont égaux a 1 ou 3 modulo
4)
1

1 — xa(pr)p),*

Pour k =1, c’est a dire quand on s’occupe du nombre premier p; = 2, la méme démarche
que ci-dessus donne

1 0
I/(X) a: _ _ __o—s —S\T __
E(g(2" EgQ 28z<1 25>—(1 27 Y (27T =1

et la formule reste vraie pour k = 1.
On peut alors utiliser 7(b) et conclure que

Vi > 2, E(g(p"e™))) =



(a)

- 1
E(g(X)) = lim = —
noteo 1= xa(pe)py,

Par formule de transfert (pas de probléme d’existence puisque x4 est bornée)

E(x4 ZX4 P(vp(X) =2)=(1-p) Zm(px)pix
=0

X4 étant multiplicative, x4(p*) = x4(p)* et on reconnait ci-desus une somme géométrique
de raison x4(p)p~*. Ainsi

1—p~*°
1 — xa(p)p~*

()

Pour un z fixé, le produit est constant égal a x & partir d’un certain rang et donc f,(z) —
x4(x) quand n — +oo.

De plus, Vz, |fn(z)| <1 (puisque x4 prend les valeurs 0 ou £1). Comme 1 est d’espérance
finie, la question 5 s’applique et comme en 7(b)

E(xa(p"")) =

On proceéde comme en question 7. Posons

n

E(u(X)) = lim [ EGu(p™))

n—-+00
k=1

Avec 9(a), on a

- () = [Teci (1 —p;°)
B0t ™) = @ 0

Comme le numérateur est convergent de limite ¢(s)™! # 0 (question 2(b)), le dénominateur
converge aussi et on peut écrire que

E(xa(X)) = ¢(s) [ !

On a ainsi
E(g(X)) = ¢((s)E(xa(X))

Par formule de transfert, Y (x4(k)P(X = k))ren converge et sa somme vaut E(y4(X)). Ceci
donne

E(g(X)) =¢(s) ) xa(k+ DP(X =2k +1) = ((s) > (-1 (%il)
_ k=0

Z 2k+1

k:O




Deuxieme partie

10.

11.

(a)

Soient n€ Net # € R. On a

sin((2n +1)0) = Im ((cos(d) + isin(f))*"+)

2

Comme cos? = 1 — sin?, on a donc

sin((2n + 1)8) = sin(6) Py (sin(6)) avec Py(X) =3 <2” + 1) (1— X)"(—1)kx*

P, est de degré < n et non nul et possede donc au plus n racines. Or, sin%%) annule P
quand k € [1,n] (avec I’égalité de définition). De plus z — sin?(z) est injective sur [0, /2]
et les n racines trouvées sont distinctes. Ainsi, on a toutes les racines.

Les racines de P, sont les simQ(2 1) pour k € [1,n]

Comme les racines xj; sont non nulles, on peut factoriser P, par le produit des 1 — % Le
facteur restant sera une constante valant P,(0) = 2n + 1.

P,(x)=(2n+1) ﬁ

2 km
sin ( In+1 )

on obtient directement

En utilisation 'égalité de définition de P, avec 6 = 5747,

sin(mc)—(2n+1)sin< m >ﬁ 1_m2(ﬂ1)

2n +1 i Sin2 (2511)

On a sin(y) ~ y quand y — 0. Ceci permet de lever les indéterminations pour montrer que

ot =1 (- 2)

De plus, wpm(x)vnm(x) = sin(rz) (question 10(c)). Comme z ¢ Z, la limite de wuy m(x)
quand n — 400 est non nulle et donc

. m -1
_ sin(7z) z?
nBI-iI-loo Umn(@) = T H <1 k:2>

k=1
Comme |z| < m, on a 0 < 27;‘1'1 < g < g < 3 quand k € [m+1,n]. On en
déduit que les termes dans la parenthese définissant vy, ,,(z) sont tous dans ]0,1[ et ainsi

Un,m () < 1.
Par concavité de sin sur [0,7/2] (courbe en dessous de la tangente en 0 mais au dessus de
la corde), on a
2
Vi e [0,m/2], 0 < —t <sin(t) <t
7r



En élevant au carré, on garde les inégalités (croissance du passage au carré dans R™) puis
un argument de parité donne

us 4
VIt < -, 0< —t* <sin®(t) < ¢
2 us
Comme 2721'1 et 5~ 7 < 5 sont dans [0, 7/2] pour les x et k considérés, on a
T 2
sint(y7zy) (o)
2(_km — 2
S 4 km
(zn7) 72 <2n+1)
et donc )
_ sin (ont1) g2
2 _k = k2
sin”(5,77) Ak

Pour k > m+ 1 > |z|, les quantités sont positives et on peut faire le produit des inégalités
ce qui permet de minorer vy, ,,(z).

n 2,.2
12> vam(@) > ] (1-%)

n 2,2
In(wp,m) = Z In (1 - 7;;)

22 22 7 7 7.
iz | ~ — "z quand k — +00 et que c’est le terme général d’une série

négative convergente, la suite (In(wy, m))n>m+1 converge et on peut écrire que

2,.2
o= 5 n(1-22)

k=m+1

Comme In (1 —

Par continuité de ’exponentielle, on a la limite quand n — +oo de wy,, et, en passant a

la limite
> 22
1> vp(x) > exp E In <1— 2 >

k=m+1

Par définition des sommes de séries, le terme dans ’exponentielle est de limite nulle quand
m — 400 et 'exponentielle tend vers 1. Par théoreme d’encadrement, on a donc v,,(x) qui
admet une limite quand m — 400 et

Avec 11(a), on a donc

lim SR ﬁ 7 o 1
m——+00 T k2 N

k=1
Comme sin(mzx)/(mx) # 0, le produit admet une limite et elle est non nulle. On a alors, par
théoremes d’opération

sin(rz) = 7z lim <1 - k:2)
=1

n——+0o




Troisieme partie

12. 1l s’agit de prouver que le produit, que je note 7, (z), est le terme général d’une suite convergente
(a & > 0 fixé). Les termes de ce produit sont positifs et on peut écrire

In(mn(z)) = i: (% —In(1 + %))
k=1

£ —In(l1+ %) = O(1/k?) est le terme général d’'une série absolument convergente et donc
(In(m,(x))) admet une limite finie. Il en est de méme de (7, (x)) par continuité de ’exponentielle.

(T'y)n>1 converge simplement sur RT*

De plus la limite est I'(z) = %6_7“”6“(9”) ou 7w(z) est la limite de (m,(z)) et donc

’F est a valeurs > 0‘

13. On remarque que

Lpi1() __z 771—[ k+x
Iy(x) r+1 E4+z+1

On scinde le produit en deux et dans la deuxieme moitié, un télescopage apparait. On utilise
aussi la propriété de morphisme de exp :

Comme —— ~

- 1 = exp(—1In(n)), on peut affirmer que (quand n — +00)

Fn 1(1‘) " 1
#(:E)Nxexp <;k—’y—ln(n)>

Le terme dans I'exponentielle est de limite nulle et ainsi Fl’f’i(lg) — x. Or, ce terme tend aussi

vers F%x(:)l) (T" ne s’annule pas) et donc

T(z+1) = 2T (x)]

14. (a) On travaille plutot avec

In(I(z)) = — In(z 'yac—l—Z(f—ln k))

Notons hi(x) = ¥ —In(1+4F) et appliquons le théoreme de régularité des séries de fonctions
a > ().
- Y (hg) est simplement convergente sur R™ (vu en question 12).

- Pour tout k, hy est de classe C? sur RT* et pour = > 0,

1 1 1
) =———— et B} =
k(@) k k+zx ot hy(z) (k + x)?

- Pour > 0, et quand k — 400, h}(z) = T = = O(1/k?) est le terme général d'une
série convergente.

10



15.

- 1Ml o0, 100] < 72 €6 >_(h}) converge normalement sur RT*.
Ainsi la somme de la série > (hy) est de classe C? sur R™ et ses dérivées premiere seconde
s’obtiennent en dérivant terme a terme.
Par théorémes d’opération, In(T") est de classe C?(R**) et, en composant par I'exponentielle,

I € C2(R*)
De plus, le calcul précédent donne
() @) = 5 +3
B -
a2 k=1 (k+x)

et ainsi

En posant ug(z) on a ug(x) — 0 quand x — +o0 pour tout k£ mais aussi

_ 1
= o)
1
HukHoo,[l,Jroo] < m

ce qui montre que » (ug) converge normalement sur [1,+oo[. On peut alors utiliser le
théoreme de double limite pour affirmer que

lim (In(T))"(x) =0

T—r+00

Vo >0, S(z+1)=1In (M) ~In @{8) = S(x)

et donc

’ S est 1-périodique ‘

La dérivation de In(f(z + 1)) = In(z) + In(f(x)) donne f((;ill)) ];’((;)) =
f'(=) =

1
En posant g(z) = o (In(f))'(x), on a donc g(z+1)—g(z) = 1 et donc ¢’ (z+1)—¢'(z) =
1

xz2°
En appliquant ceci en 2 + k pour k € [0,n] et en sommant, on trouve

g'<x>—2(12:g’<x+n>zo

= (z+ n)
En faisant tendre n vers +o00, on en conclut que
vz >0, (In(f))"(z) — (In(T))"(z) = 0

La dérivée seconde de S est donc positive et

’ S est convexe ‘

Comme S est périodique et dérivable, sa dérivée s’annule par théoreme de Rolle sur tous
les intervalle [n,n + 1] avec n > 1.

Or, cette dérivée est croissante par convexité et elle est donc nulle.

S est donc une fonction affine et comme elle est périodique, elle est constante. Or,

F(l)—exp<’y+z—l >n+1 —1

et donc I'(1) = 1. Comme f(1) =1, S(1) =0 et ainsi S est nulle. On en déduit que

11



f=T

16. Soit a > 0. On considere la fonction f définie par

D(x+a) [~ ¢! I'(z+a)
/0 ( g(x)

a) dt =

f(l‘) = 1+ t):c—i—a F(a)

On utilise tout d’abord le théoreme de régularité des intégrales a parametres pour étudier g.

7(1 e est continue sur RT*, équivalente en 0 & t*~! et en 400

a ﬂ% Comme a > 0 et x > 0, h, est intégrable sur RT*.

- Pour tout x > 0, h,

- Pour tout t > 0, x — % est de classe C? sur RT™* et ses dérivées sont
tz_l t:l?—l )

Pour tout x > 0, les fonctions

tz_l z—1

t— ———(In(t) —In(1+1¢)) et t— Atiera

(FET (In(t) — In(1 + t))?

sont continues sur RT*.
Soit [, B] C R™. Pour z € [, 3], on a

a—1 .
o1 L _ (litﬁ| In(t) —In(1+¢)| si t€]0,1]
e nl) 1+ )| < T .
m| n(t) —In(l1+¢)| s t>1
ja1 g () —In(1+ )2 si ¢ €]o,1]
‘m(ln(t) —In(1+1))? < ¢ T .
(1+1) W!ln(t)—ln(l—i—tﬂ sit>1

Dans les deux cas, la fonction qui domine est continue sur R**, o(t_1+%) au voisinage de
0 et o(1/t*F1/2) au voisinage de +oc. Les fonctions majorantes sont donc intégrables sur
RT*.

Le théoreme s’applique et indique que g € C?(R**) avec

, [e%¢) tmfl " B [ee) txfl
g(m):/o T ()~ (14 0) dt et g (ac)—/o T () ~ (1 )

1+t

On en déduit que f est de classe C? sur RT™*. Comme In(T") est convexe, pour montrer que In(f)
Pest il suffit de le prouver pour In(g). Il suffit donc de montrer que la dérivée seconde de In(g)
est positive, c’est & dire que gg” — (¢’)? > 0. En écrivant que

tmfl tr—1 tr—1
W(ln(t) —In(1+1)) = \/(Ht)m <\/<1+t)m+a (In(t) —ln(1+t))>

on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Schwarz qui donne I'inégalité (¢')? < gg”.

On remarque ensuite que

12



On a enfin, en écrivant 71“@;23[1) = (z+ a)r(ﬁ(z)a)7 que
Iz +a) /+°° r+a
)="—"———"2 ———— " dt
FexD="ray J, W+ pei

T

Dans l'intégrale, on effectue une intégration par parties : onprimitive (IM% et on dérive t*.

Apres avoir vérifié la validité (le terme “tout intégré” existe, il est nul ici), on obtient
flz+1) =zf(z)

On peut alors avec la question précédente conclure que f = I' ce qui montre que

oo grl ~ I'(z)I'(a)
w0 [ e e g

17. Si x €]0, 1], la question précédente utilisée avec a = 1 — x donne (compte-tenu de I'(1) = 1)

/OO P =TT - 2)
0

1+1¢
Or, on a
e - k2ek
T'p(x)y (1 — =
(@)Tn(1 =) x(l—x)’g(k+x)(k+1+x)
o (4]
= X —_ —_
k:lk

) 1
MNz)l'l—=z) = - nll)r_ir_loo 15 %
et avec 11.c,
1 mx
I'(x)'(1 = —
(z)0(1 = 2) x sin(mx)

Finalement,

00 tw—l T
/ dt = —
o 1+t sin(mzx)

Quatrieme partie

18. (a) Le changement de variable v = 1/t donne

ootr—l 1 —x
/ dt:/ Y du
1 1+t 0 1+U

et on a donc (avec la question 17)

1 z—1 1 —x
- il = / Y du + / e du
sin(mz) 0o 14+u 0o 14+u
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Posons f,(u) = (=1)"u~*"" en sorte que

u—l’

- 1+u

Yu €]0, 1], an(u) du

n=0

- Les f,, sont continues sur |0, 1[ et > (f,) converge simplement sur |0, 1[ avec une somme
simple continue.

- Pour tout entier n et tout u €]0, 1],
n

> 1) -

k=0

Le majorant est continu sur ]0, 1] et intégrable au voisinage de 0 (équivalent & 2u™* et
x <1).

2u™"
T 1+u

ufxl _ (_u)n—‘rl
1+u

On peut ainsi utiliser le théoréeme de convergence dominée pour conclure que

/1 u du = i/l(—l)nu_x‘m du = i =Dt
o 1+u ~Jo —r+n+1

n=0

En changeant « en 1 —x (on reste dans ]0, 1[), on obtient de méme une expression de 'autre
intégrale.

7T (D" (D"
1 =
va €]0, 1], sin(7z) §n+x+7;)n+l—x

(b) Six €] —1/2,1/2], x +1/2 €]0,1] et sin(m(x + 1/2)) = cos(rz). La question précédente

donne donc
T o (= (="
cos(mv)_Zn+m+1/2+zn+1/2—x

n=0 n=0
On écrit que pour n > 0, et puisque 2311 <1,
(_1)n B 2(_1)n — & 2k+1$k(_1)n
nta+1/2 @n+1)(1+52) & 20+ 1)E!

et on procede de méme avec 'autre somme. On peut regrouper des séries convergentes et
donc écrire que

T _ © > 2k+1xk(_1)n 2k+1(_x)k(_1)n
< (2n + 1)k+1 (2n + 1)k+1 >

(]
(]

cos(mx) vt

La parenthese est nulle quand k est impair et il reste
o0 o0 22k+2x2k(_1)n
(2TL + 1)2k+1

7.(- JR—
cos(mx) =i

Pour intervertir les sommes, il suffit de justifier la sommabilité de la famille de terme général
22k+212k (_1)n

Unk = “gpyyzeet POU k,n € N. On va en fait particulariser le terme pour k = 0 et écrire
o e.) (o ¢]
s
r—— D o+ D unk
n=0 n=0 k=1
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Pour un n fixé, on a
4)z|?

G Cnt1)? 1
- Z [un,r| = A2 0 <3>
2n+11_m n

ce qui justifie que ) (S,) converge et donne la sommabilité de (uy, k)n>0k>1 €t

COS Zun0+zzunk

k=1 n=0

On peut alors incorporer la premiére somme & la seconde (indice k = 0) et conclure que

oo

(=1)" %k+2_ 2k
E E — |2 T
cos(m (2n + 1)2k+1

(¢) On a ainsi

1 o ok 22k+2 e (_l)n
Vt 6] — 7T/277T/2[; COS(t) ;}O&kt avec o = Qk—l—l Z (2n + 1)2k+1

ce qui montre que ’U est DSE de rayon au moins 7/2 ‘ Il y a un unique DSE qui est celui

_ v<2k>( ) ..
de Taylor et ay, CIINE Ainsi

i (—1)" v(2R)(0) 72k +1
T;) (2n+ 1)2k+1 - (Qk)! 92k+2

(a) On a Vo €] — w/2,7/2[, cos(z)v(x) = 1. Dérivons 2n fois cette relation avec la formule de

Leibniz :
" 9n s
> ( i ) cos(z + (2n — k:)g)v(k)(x) =0
k=0
On applique ceci en x = 0. Les cosinus sont nuls quand k est impair et il reste

> @Z) (~1)" P (0) = 0
k=0

Comme (32) = (Q(Eﬁk)) on conclut par changement d’indice que

zn: @Z) (—=1)*E, =0

k=0
On a ’Eo =v(0)=1 ‘ et comme Eg — Ey =0, . Enfin, Ey — 6E5 + E4 = 0 et donc

(b) On a donc

i (-)"  Eyx®  nd
on—+1)3 2124 25
“ (

oo n

Z (D" Eyx® 570
— (2n+1)> 426 29 %3

et avec la question 9c

sis =5, E(g(X)) = 2%

sis=3,E(g9(X)) = 2953

2-)7
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