
X-ENS 2021 : épreuve B
Un corrigé

Première partie

1. (a) On a (incompatibilité des événements pour la seconde égalité)

P(n|X) =
∞∑
k=1

P

( ∞⋃
k=1

X = kn

)
=
∞∑
k=1

P(X = n) =
1

ζ(s)

∞∑
k=1

1

(kn)s

En factorisant par 1/ns, on obtient

P(n|X) =
1

ns

(b) Soit A =
⋂n
i=1{p

αi
i |X}. Les pαii étant deux à deux premiers entre eux, un entier est multiple

de tous les pαii si et seulement si il est multiple de leur produit. Ainsi

A = (pα1
1 . . . pαnn | X)

D’après la question précédente,

P(A) =
1

(pα1
1 . . . pαnn )s

=
n∏
i=1

1

psi
=

n∏
i=1

P(pαii |X)

Ceci montre que toute sous famille finie de ({pαii |X})i∈N∗ est constituée d’événements mu-
tuellement indépendants et donc

la famille ({pαii |X})i∈N∗ est constituée d’événements mutuellement indépendants

2. (a) Quand des événéments sont mutuellement indépendants, il en est de même de leurs complémentaires.
Ainsi

P

(
r⋂
i=1

{pi - X}

)
=

r∏
i=1

P({pi - X}) =

r∏
i=1

(1− P({pi | X}))

La première question donne ainsi

P

(
r⋂
i=1

{pi - X}

)
=

r∏
i=1

(1− p−si )

(b) Par propriété de continuité décroissante, on a donc

lim
r→+∞

r∏
i=1

(1− p−si ) = P

( ∞⋂
i=1

{pi - X}

)

Or, 1 est l’unique entier qu n’est divisible par aucun nombre premier et donc

lim
r→+∞

r∏
i=1

(1− p−si ) = P(X = 1)

Par définition de la loi de X,

ζ(s)−1 = lim
r→+∞

r∏
i=1

(1− p−si )
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3. (a) Fixons k ∈ N∗ et notons Vk = νpk(X) + 1. On a alors Vk(Ω) ⊂ N∗. De plus,

∀q ∈ N∗, (Vk ≥ q) = {pq−1
k | X}

et donc

P(Vk ≥ q) =
1

(psk)
q−1

Ainsi

P(Vk = q) = P(Vk ≥ q)− P(Vk ≥ q + 1) =

(
1

psk

)q−1(
1− 1

psk

)
νpk(X) + 1 ↪→ G

(
1− p−sk

)
(b) Je note les événements Ei =

(
νpk1 (X) = n1

)
et E

(ε)
i =

(
νpki (X) ≥ ni + ε

)
pour i ∈ [[1, r]]

et ε ∈ {0, 1}.
On a remarque que Ei

⋃
E

(1)
i = E

(0)
i (union disjointe)

Je vais montrer par récurrence sur s ∈ [[1, r]] que pour tout F ∈ A, on a

P (E1 ∩ · · · ∩ Es ∩ F ) =
s∑
`=0

(−1)`
∑

(ε1,...,εs)∈{0,1}s
ε1+···+εs=`

P
(
E

(ε1)
1 ∩ · · · ∩ E(εs)

s ∩ F
)

Pour s = 1, on a
∑1

`=0(−1)`
∑

ε1∈{0,1}1
ε1=`

P
(
E

(ε1)
1 ∩ F

)
= P

(
E

(0)
1 ∩ F

)
− P

(
E

(1)
1 ∩ F

)
Or on a l’union disjointe : E

(0)
1 ∩ F =

(
E

(1)
1 ∩ F

)
∪ (E1 ∩ F )

d’où
∑1

`=0(−1)`
∑

ε1∈{0,1}1
ε1=`

P
(
E

(ε1)
1 ∩ F

)
= P (E1 ∩ F ) ce qui établit l’initialisation.

Pour l’hérédité, on considère s ∈ [[1, r − 1]] tel que la propriété soit vraie au rang s.

Soit F ∈ A. On a en appliquant l’hypothèse de récurrence à l’événement Es+1 ∩ F :

P (E1 ∩ · · · ∩ Es ∩ Es+1 ∩ F ) =

s∑
`=0

(−1)`
∑

(ε1,...,εs)∈{0,1}s
ε1+···+εs=`

P
(
E

(ε1)
1 ∩ · · · ∩ E(εs)

s ∩ Es+1 ∩ F
)

or pour (ε1, . . . , εs) ∈ {0, 1}s, on a :

P
(
E

(ε1)
1 ∩ · · · ∩ E(εs)

s ∩ Es+1 ∩ F
)

= P
(
E

(ε1)
1 ∩ · · · ∩ E(εs)

s ∩ E0
s+1 ∩ F

)
−P
(
E

(ε1)
1 ∩ · · · ∩ E(εs)

s ∩ E1
s+1 ∩ F

)
donc P (E1 ∩ · · · ∩ Es ∩ Es+1 ∩ F ) est égal à :

s∑
`=0

(−1)`
∑

(ε1,...,εs)∈{0,1}s
ε1+···+εs+0=`+0

P
(
E

(ε1)
1 ∩ · · · ∩ E(εs)

s ∩ E0
s+1 ∩ F

)

+
s∑
`=0

(−1)`+1
∑

(ε1,...,εs)∈{0,1}s
ε1+···+εs+1=`+1

P
(
E

(ε1)
1 ∩ · · · ∩ E(εs)

s ∩ E1
s+1 ∩ F

)
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En remarquant que {0, 1}s+1 = ({0, 1}s × {0})
⋃

({0, 1}s × {1}), on obtient par changement
d’indice :

P (E1 ∩ · · · ∩ Es ∩ Es+1 ∩ F ) =

s+1∑
`=0

(−1)`
∑

(ε1,...,εs+1)∈{0,1}s+1

ε1+···+εs+1=`

P
(
E

(ε1)
1 ∩ · · · ∩ E(εs)

s ∩ Es+1 ∩ F
)

Ce qui établit l’hérédité.

On a prouvé par récurrence que la propriété est vraie pour tout s ∈ [[1, r]] et tout F ∈ A
En particulier pour s = r et F = Ω, on obtient l’égalité voulue :

P

(
r⋂
i=1

{νpki (X) = ni}

)
=

r∑
`=0

(−1)`
∑

ε1,...,εr∈{0,1}
ε1+···+εr=`

P

(
r⋂
i=1

{νpki (X) ≥ niεi}

)
(c) On a

r⋂
i=1

(νpki (X) ≥ ni + εi) =

{
r∏
i=1

pni+εiki
| X

}
et la question 1 donne

P

(
r⋂
i=1

(νpki (X) ≥ ni + εi)

)
=

1∏r
i=1(pni+εiki

)s

Le membre de droite de la question précédente vaut donc

1∏r
i=1 p

nis
ki

r∑
`=0

(−1)`
∑

ε1,...,εr∈{0,1}
ε1+···+εr=`

1

pε1sr1 . . . pεrskr

Par ailleurs, on a (compte-tenu de la question 3(a))

r∏
i=1

P(νpki (X) = ni) =

r∏
i=1

(
1

pski

)ni (
1− 1

pski

)
=

1∏r
i=1 p

nis
ki

r∏
i=1

(
1− 1

pski

)

Rappelons alors que

r∏
i=1

(X − xi) =
r∑
j=0

(−1)jσj(x1, . . . , xr)X
r−j

où σk(x1, . . . , xr) est la somme de tous les produits k à k des xi c’est à dire

σk(x1, . . . , xr) =
∑

ε1,...,εr∈{0,1}
ε1+···+εr=k

xε11 . . . xεrr

Les deux expressions écrites plus haut sont donc égales et

r∏
i=1

P(νpki (X) = ni) = P

(
r⋂
i=1

νpki (X) = ni

)

Ceci étant vrai pour tout r,
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les variables νpki (X), i ≥ 1, sont mutuellement indépendantes

4. (a) On remarque que ∑
d|n

χ4(d) =
∑

d|n,d≡1[4]

χ4(d) +
∑

d|n,d≡3[4]

χ4(d) = g(n)

Quand m ∧ n = 1, les diviseurs de nm sont exactement les dδ avec d|n et δ|n (et deux
couples (d, δ) différents donnent deux produits dδ différents). Ainsi

g(nm) =
∑
x|nm

χ4(x) =
∑

d|n,δ|m

χ4(dδ)

Avec la propriété de multiplicité admise pour χ4, et puisque des diviseurs de n et de m sont
premiers entre eux quand n et m le sont,

g(mn) =
∑

d|n,δ|m

χ4(d)χ4(δ)

Il reste à séparer les sommes (qui sont indépendantes) pour conclure que

n ∧m = 1 =⇒ g(nm) = g(n)g(m)

(b) p étant un nombre premier, les diviseurs de pn sont 1, p, . . . , pn.
Si p = 2 alors tous les diviseurs de p sont pair sauf 1 qui est égal à 1 modulo 4. Ainsi
g(2n) = 1.
Si p ≡ 1[4] alors pour tout k, pk ≡ 1[4], r1(pn) = n+ 1 et r3(pn) = 0. Ainsi g(pn) = n+ 1.
Sinon, p ≡ −1[4] et pk vaut 1 modulo 4 si k est pair et −1 (ou 3) modulo 4 si k est impair.
Si n est impair, il y a autant de pairs que d’impairs dans [[0, n]] et g(n) = 0. Si n est pair,
il y a un pair de plus et g(n) = 1.
Finalement, on a

Si p est premier et n ∈ N, g(pn) =


1 si p = 2

n+ 1 si p ≡ 1[4]
1
2(1 + (−1)n) si p ≡ 1[4]

5. Comme |fn(X)| ≤ h(X) avec X d’espérance finie, fn(X) est d’espérance finie et on peut écrire
(formule de transfert)

E(fn(X)) =
∞∑
k=1

fn(k)P(X = k)

On veut passer à la limite et intervertir somme et limite. On utilise pour cela le théorème de
double limite.
On pose gk(n) = fn(k)P(X = k) en sorte que

∀k ∈ N∗, lim
n→+∞

gk(n) = f(k)P(X = k)

De plus, ‖gk‖∞,N∗ ≤ |h(k)|P(X = k) qui est le terme général d’une série convergente. Ainsi,∑
(gk) converge normalement sur N∗ (et donc uniformément au voisinage de +∞).

Le théorème s’applique et donne

lim
n→+∞

E(fn(X)) =
∞∑
k=1

f(k)P(X = k) = E(f(X))
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6. (a) Posons ud,n = n−s1n(d) où 1n est la fonction caractéristique de l’ensemble des diviseurs de
n.
Les termes de cette famille double étant positifs, on peut sommer les termes (dans R∪{+∞})
et utiliser le théorème de sommation par paquets pour obtenir

+∞∑
n=1

+∞∑
d=1

ud,n =

+∞∑
d=1

+∞∑
n=1

ud,n

ce qui donne, puisque 1n(d) = 1 pour n multiple de d et vaut 0 sinon

+∞∑
n=1

r(n)n−s =
+∞∑
d=1

∞∑
k=1

(kd)−s

On peut utiliser le théorème de Fubini pour voir que le membre de droite vaut ζ(s)2. Ceci
montre au passage que notre famille est sommable (les calculs sont en fait menés dans R).

+∞∑
n=1

r(n)n−s = ζ(s)2

(b) On remarque que 0 ≤ ri(n) ≤ r(n). Ainsi |g(n)| ≤ r(n) et |g(n)n−s| ≤ r(n)n−s et par
théorème de comparaison

La série
∑

(g(n)n−s) converge absolument

Avec la question 4, on voit que g(n) est en fait positif, produit des g(pniki ) où n = pn1
k1
. . . pnrkr .

Mais ceci ne sert pas dans cette question.

7. (a) Soit x ∈ N∗. x ne possède qu’un nombre fini de diviseurs premiers et donc il existe n0 tel
que pour tout k ≥ n0, νpk(x) = 1. On a alors

∀n ≥ n0 − 1,

n∏
k=1

p
νpk (x)

k =

n0−1∏
k=1

p
νpk (x)

k = x

et cette quantité tend vers x quand n→ +∞ (suite constante à partir d’un certain rang).
Ainsi (

x 7→
∏n
k=1 p

νpk (x)

k

)
converge simplement sur N∗ vers IdN∗

(b) Notons fn : x 7→
∏n
k=1 g(p

νpk (x)

k ). La question 4(a) et une récurrence simple montrent que
si x1, . . . , xn sont deux à deux premiers entre eux, on a g(x1 . . . xn) = g(x1) . . . g(xn). On a
donc

∀x ∈ N∗, fn(x) = g

(
n∏
k=1

p
νpk (x)

k

)
Pour n assez grand, le terme dans la parenthèse est égal à x et donc

∀x ∈ N∗, lim
n→+∞

fn(x) = g(x)

Pour utiliser la question 5, on a besoin d’une domination indépendante de n. Mais comme
|g(x)| ≤ r(x), et

∑
r(n)n−s est absolument convergente, cette domination est acquise

(|fn(x)| ≤ r(x) et r(X) est d’espérance finie).
On peut ainsi utiliser la question 5 qui donne

lim
n→+∞

E

(
n∏
k=1

g(p
νpk (X)

k )

)
= E(g(X))
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Par lemme des coalitions, les variables g(p
νpk (X)

k ) sont indépendantes (puisque les νpk(X)
le sont) et l’espérance du produit est égale au produit des espérances. Ainsi,

E(g(X)) = lim
n→+∞

n∏
k=1

E
(
g(p

νpk (X)

k )
)

8. (a) Par formule de transfert,

E(g(pνp(X))) =
∞∑
x=0

g(px)P(νp(X) = x) =
∞∑
x=0

g(px)
1

psx

(
1− 1

ps

)
Si on suppose que p ≡ 1[4], on a donc

E(g(pνp(X))) =

(
1− 1

ps

) ∞∑
x=0

(x+ 1)

(
1

ps

)x
On reconnâıt une somme géométrique dérivée :

E(g(pνp(X))) =

(
1− 1

ps

)
1(

1− 1
ps

)2

et ainsi

Si p ≡ 1[4], alors E(g(pνp(X))) =
1

1− p−s

(b) De façon similaire, si p ≡ 3[4], on a

E(g(pνp(X))) =

(
1− 1

ps

) ∞∑
x=0

1

2
(1 + (−1)x)

(
1

ps

)x
On a cette fois deux séries géométriques et

E(g(pνp(X))) =
1

2

(
1− 1

ps

)(
1

1− p−s
+

1

1 + p−s

)
et après simplification

Si p ≡ 3[4], alors E(g(pνp(X))) =
1

1 + p−s

(c) Une formule générale est (les nombres premiers plus grand que 3 sont égaux à 1 ou 3 modulo
4)

∀k ≥ 2, E(g(pνpk (X))) =
1

1− χ4(pk)p
−s
k

Pour k = 1, c’est à dire quand on s’occupe du nombre premier p1 = 2, la même démarche
que ci-dessus donne

E(g(2ν2(X))) =
∞∑
x=0

g(2x)
1

2sx

(
1− 1

2s

)
= (1− 2−s)

∞∑
x=0

(2−s)x = 1

et la formule reste vraie pour k = 1.
On peut alors utiliser 7(b) et conclure que
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E(g(X)) = lim
n→+∞

n∏
k=1

=
1

1− χ4(pk)p
−s
k

9. (a) Par formule de transfert (pas de problème d’existence puisque χ4 est bornée)

E(χ4(pνp(x))) =

∞∑
x=0

χ4(px)P(νp(X) = x) = (1− p−s)
∞∑
x=0

χ4(px)
1

psx

χ4 étant multiplicative, χ4(px) = χ4(p)x et on reconnâıt ci-desus une somme géométrique
de raison χ4(p)p−s. Ainsi

E(χ4(pνp(x))) =
1− p−s

1− χ4(p)p−s

(b) On procède comme en question 7. Posons

fn(x) = χ4

(
n∏
k=1

p
νpk (x)

k

)

Pour un x fixé, le produit est constant égal à x à partir d’un certain rang et donc fn(x)→
χ4(x) quand n→ +∞.
De plus, ∀x, |fn(x)| ≤ 1 (puisque χ4 prend les valeurs 0 ou ±1). Comme 1 est d’espérance
finie, la question 5 s’applique et comme en 7(b)

E(χ4(X)) = lim
n→+∞

n∏
k=1

E(χ4(p
νpk (x)

k ))

Avec 9(a), on a
n∏
k=1

E(χ4(p
νpk (x)

k )) =

∏n
k=1(1− p−sk )∏n

k=1(1− χ4(pk)p
−s
k )

Comme le numérateur est convergent de limite ζ(s)−1 6= 0 (question 2(b)), le dénominateur
converge aussi et on peut écrire que

E(χ4(X)) = ζ(s)−1
n∏
k=1

1

(1− χ4(pk)p
−s
k )

(c) On a ainsi
E(g(X)) = ζ(s)E(χ4(X))

Par formule de transfert,
∑

(χ4(k)P(X = k))k∈N converge et sa somme vaut E(χ4(X)). Ceci
donne

E(g(X)) = ζ(s)
∞∑
k=0

χ4(2k + 1)P(X = 2k + 1) = ζ(s)
∞∑
k=0

(−1)kζ(s)−1 1

(2k + 1)s

E(g(X)) =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)s
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Deuxième partie

10. (a) Soient n ∈ N et θ ∈ R. On a

sin((2n+ 1)θ) = Im
(
(cos(θ) + i sin(θ))2n+1

)
= Im

(
2n+1∑
k=0

(
2n+ 1

k

)
cos(θ)2n+1−k(i sin(θ))k

)

=
n∑
k=0

(
2n+ 1

2k + 1

)
cos(θ)2n−2k(−1)k sin(θ)2k+1

Comme cos2 = 1− sin2, on a donc

sin((2n+ 1)θ) = sin(θ)Pn(sin2(θ)) avec Pn(X) =
n∑
k=0

(
2n+ 1

2k + 1

)
(1−X)n−k(−1)kXk

(b) Pn est de degré ≤ n et non nul et possède donc au plus n racines. Or, sin2( kπ
2n+1) annule P

quand k ∈ [[1, n]] (avec l’égalité de définition). De plus x 7→ sin2(x) est injective sur [0, π/2]
et les n racines trouvées sont distinctes. Ainsi, on a toutes les racines.

Les racines de Pn sont les sin2( kπ
2n+1) pour k ∈ [[1, n]]

Comme les racines xk sont non nulles, on peut factoriser Pn par le produit des 1− X
xk

. Le
facteur restant sera une constante valant Pn(0) = 2n+ 1.

Pn(x) = (2n+ 1)
n∏
k=1

1− x

sin2
(

kπ
2n+1

)


(c) En utilisation l’égalité de définition de Pn avec θ = πx
2n+1 , on obtient directement

sin(πx) = (2n+ 1) sin

(
πx

2n+ 1

) n∏
k=1

1−
sin2

(
πx

2n+1

)
sin2

(
kπ

2n+1

)


11. (a) On a sin(y) ∼ y quand y → 0. Ceci permet de lever les indéterminations pour montrer que

lim
n→+∞

um,n(x) = πx
m∏
k=1

(
1− x2

k2

)
De plus, un,m(x)vn,m(x) = sin(πx) (question 10(c)). Comme x /∈ Z, la limite de un,m(x)
quand n→ +∞ est non nulle et donc

lim
n→+∞

vm,n(x) =
sin(πx)

πx

m∏
k=1

(
1− x2

k2

)−1

(b) Comme |x| < m, on a 0 < π|x|
2n+1 < πm

2n+1 < kπ
2n+1 < π

2 quand k ∈ [[m+ 1, n]]. On en
déduit que les termes dans la parenthèse définissant vn,m(x) sont tous dans ]0, 1[ et ainsi
vn,m(x) ≤ 1.
Par concavité de sin sur [0, π/2] (courbe en dessous de la tangente en 0 mais au dessus de
la corde), on a

∀t ∈ [0, π/2], 0 ≤ 2

π
t ≤ sin(t) ≤ t
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En élevant au carré, on garde les inégalités (croissance du passage au carré dans R+) puis
un argument de parité donne

∀|t| ≤ π

2
, 0 ≤ 4

π2
t2 ≤ sin2(t) ≤ t2

Comme π|x|
2n+1 et kπ

2n+1 <
π
2 sont dans [0, π/2] pour les x et k considérés, on a

sin2( πx
2n+1)

sin2( kπ
2n+1)

≤

(
πx

2n+1

)2

4
π2

(
kπ

2n+1

)2

et donc

1−
sin2( πx

2n+1)

sin2( kπ
2n+1)

≥ 1− π2x2

4k2

Pour k ≥ m+ 1 > |x|, les quantités sont positives et on peut faire le produit des inégalités
ce qui permet de minorer vn,m(x).

1 ≥ vn,m(x) ≥
n∏

k=m+1

(
1− π2x2

4k2

)
Notons wn,m le minorant obtenu. Il est positif et on peut écrire que

ln(wn,m) =

n∑
k=m+1

ln

(
1− π2x2

4k2

)

Comme ln
(

1− π2x2

4k2

)
∼ −π2x2

4k2
quand k → +∞ et que c’est le terme général d’une série

négative convergente, la suite (ln(wn,m))n≥m+1 converge et on peut écrire que

lim
n→+∞

ln(wm,n) =

∞∑
k=m+1

ln

(
1− π2x2

4k2

)
Par continuité de l’exponentielle, on a la limite quand n → +∞ de wm,n et, en passant à
la limite

1 ≥ vm(x) ≥ exp

( ∞∑
k=m+1

ln

(
1− π2x2

4k2

))
Par définition des sommes de séries, le terme dans l’exponentielle est de limite nulle quand
m→ +∞ et l’exponentielle tend vers 1. Par théorème d’encadrement, on a donc vm(x) qui
admet une limite quand m→ +∞ et

lim
m→+∞

vm(x) = 1

(c) Avec 11(a), on a donc

lim
m→+∞

sin(πx)

πx

m∏
k=1

(
1− x2

k2

)−1

= 1

Comme sin(πx)/(πx) 6= 0, le produit admet une limite et elle est non nulle. On a alors, par
théorèmes d’opération

sin(πx) = πx lim
n→+∞

n∏
k=1

(
1− x2

k2

)

9



Troisième partie

12. Il s’agit de prouver que le produit, que je note πn(x), est le terme général d’une suite convergente
(à x > 0 fixé). Les termes de ce produit sont positifs et on peut écrire

ln(πn(x)) =

n∑
k=1

(x
k
− ln(1 +

x

k
)
)

x
k − ln(1 + x

k ) = O(1/k2) est le terme général d’une série absolument convergente et donc
(ln(πn(x))) admet une limite finie. Il en est de même de (πn(x)) par continuité de l’exponentielle.

(Γn)n≥1 converge simplement sur R+∗

De plus la limite est Γ(x) = 1
xe
−γxeπ(x) où π(x) est la limite de (πn(x)) et donc

Γ est à valeurs > 0

13. On remarque que

Γn+1(x)

Γn(x)
=

x

x+ 1
e−γ

n∏
k=1

e
1
k

k + x

k + x+ 1

On scinde le produit en deux et dans la deuxième moitié, un télescopage apparâıt. On utilise
aussi la propriété de morphisme de exp :

Γn+1(x)

Γn(x)
=

x

x+ 1
exp

(
n∑
k=1

1

k
− γ

)
x+ 1

x+ n

Comme 1
x+n ∼

1
n = exp(− ln(n)), on peut affirmer que (quand n→ +∞)

Γn+1(x)

Γn(x)
∼ x exp

(
n∑
k=1

1

k
− γ − ln(n)

)

Le terme dans l’exponentielle est de limite nulle et ainsi Γn+1(x)
Γn(x) → x. Or, ce terme tend aussi

vers Γ(x+1)
Γ(x) (Γ ne s’annule pas) et donc

Γ(x+ 1) = xΓ(x)

14. (a) On travaille plutot avec

ln(Γ(x)) = − ln(x)− γx+
∞∑
k=1

(x
k
− ln(1 +

x

k
)
)

Notons hk(x) = x
k − ln(1+ x

k ) et appliquons le théorème de régularité des séries de fonctions
à
∑

(hk).

-
∑

(hk) est simplement convergente sur R+∗ (vu en question 12).

- Pour tout k, hk est de classe C2 sur R+∗ et pour x > 0,

h′k(x) =
1

k
− 1

k + x
et h′′k(x) =

1

(k + x)2

- Pour x > 0, et quand k → +∞, h′k(x) = x
k(k+x) = O(1/k2) est le terme général d’une

série convergente.
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- ‖h′′k‖∞,]0,+∞[ ≤ 1
k2

et
∑

(h′′k) converge normalement sur R+∗.

Ainsi la somme de la série
∑

(hk) est de classe C2 sur R+∗ et ses dérivées première seconde
s’obtiennent en dérivant terme à terme.
Par théorèmes d’opération, ln(Γ) est de classe C2(R+∗) et, en composant par l’exponentielle,

Γ ∈ C2(R+∗)

De plus, le calcul précédent donne

(ln(Γ))′′(x) =
1

x2
+

∞∑
k=1

1

(k + x)2

et ainsi

(ln(Γ))′′(x) =

∞∑
k=0

1

(k + x)2

(b) En posant uk(x) = 1
(k+x)2

, on a uk(x)→ 0 quand x→ +∞ pour tout k mais aussi

‖uk‖∞,[1,+∞] ≤
1

(k + 1)2

ce qui montre que
∑

(uk) converge normalement sur [1,+∞[. On peut alors utiliser le
théorème de double limite pour affirmer que

lim
x→+∞

(ln(Γ))′′(x) = 0

15. (a) On a

∀x > 0, S(x+ 1) = ln

(
f(x+ 1)

Γ(x+ 1)

)
= ln

(
xf(x)

xΓ(x)

)
= S(x)

et donc

S est 1-périodique

La dérivation de ln(f(x+ 1)) = ln(x) + ln(f(x)) donne f ′(x+1)
f(x+1) −

f ′(x)
f(x) = 1

x .

En posant g(x) = f ′(x)
f(x) = (ln(f))′(x), on a donc g(x+1)−g(x) = 1

x et donc g′(x+1)−g′(x) =

− 1
x2

.
En appliquant ceci en x+ k pour k ∈ [[0, n]] et en sommant, on trouve

g′(x)−
n∑
k=0

1

(x+ n)2
= g′(x+ n) ≥ 0

En faisant tendre n vers +∞, on en conclut que

∀x > 0, (ln(f))′′(x)− (ln(Γ))′′(x) ≥ 0

La dérivée seconde de S est donc positive et

S est convexe

(b) Comme S est périodique et dérivable, sa dérivée s’annule par théorème de Rolle sur tous
les intervalle [n, n+ 1] avec n ≥ 1.
Or, cette dérivée est croissante par convexité et elle est donc nulle.
S est donc une fonction affine et comme elle est périodique, elle est constante. Or,

Γn(1) = exp

(
−γ +

n∑
k=1

1

k
− ln(n)

)
n

n+ 1
→ 1

et donc Γ(1) = 1. Comme f(1) = 1, S(1) = 0 et ainsi S est nulle. On en déduit que
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f = Γ

16. Soit a > 0. On considère la fonction f définie par

f(x) =
Γ(x+ a)

Γ(a)

∫ ∞
0

tx−1

(1 + t)x+a
dt =

Γ(x+ a)

Γ(a)
g(x)

On utilise tout d’abord le théorème de régularité des intégrales à paramètres pour étudier g.

- Pour tout x > 0, hx : t 7→ tx−1

(1+t)x+a
est continue sur R+∗, équivalente en 0 à tx−1 et en +∞

à 1
t1+a

. Comme a > 0 et x > 0, hx est intégrable sur R+∗.

- Pour tout t > 0, x 7→ tx−1

(1+t)x+a
est de classe C2 sur R+∗ et ses dérivées sont

x 7→ tx−1

(1 + t)x+a
(ln(t)− ln(1 + t)) et x 7→ tx−1

(1 + t)x+a
(ln(t)− ln(1 + t))2

- Pour tout x > 0, les fonctions

t 7→ tx−1

(1 + t)x+a
(ln(t)− ln(1 + t)) et t 7→ tx−1

(1 + t)x+a
(ln(t)− ln(1 + t))2

sont continues sur R+∗.

- Soit [α, β] ⊂ R+∗. Pour x ∈ [α, β], on a∣∣∣∣ tx−1

(1 + t)x+a
(ln(t)− ln(1 + t))

∣∣∣∣ ≤
{

tα−1

(1+t)β+a
| ln(t)− ln(1 + t)| si t ∈]0, 1]

tβ−1

(1+t)β+a
| ln(t)− ln(1 + t)| si t > 1

∣∣∣∣ tx−1

(1 + t)x+a
(ln(t)− ln(1 + t))2

∣∣∣∣ ≤
{

tα−1

(1+t)β+a
| ln(t)− ln(1 + t)|2 si t ∈]0, 1]

tβ−1

(1+t)β+a
| ln(t)− ln(1 + t)|2 si t > 1

Dans les deux cas, la fonction qui domine est continue sur R+∗, o(t−1+α
2 ) au voisinage de

0 et o(1/ta+1/2) au voisinage de +∞. Les fonctions majorantes sont donc intégrables sur
R+∗.

Le théorème s’applique et indique que g ∈ C2(R+∗) avec

g′(x) =

∫ ∞
0

tx−1

(1 + t)x+a
(ln(t)− ln(1 + t)) dt et g′′(x) =

∫ ∞
0

tx−1

(1 + t)x+a
(ln(t)− ln(1 + t))2 dt

On en déduit que f est de classe C2 sur R+∗. Comme ln(Γ) est convexe, pour montrer que ln(f)
l’est il suffit de le prouver pour ln(g). Il suffit donc de montrer que la dérivée seconde de ln(g)
est positive, c’est à dire que gg′′ − (g′)2 ≥ 0. En écrivant que

tx−1

(1 + t)x+a
(ln(t)− ln(1 + t)) =

√
tx−1

(1 + t)x+a

(√
tx−1

(1 + t)x+a
(ln(t)− ln(1 + t))

)

on peut appliquer le théorème de Cauchy-Schwarz qui donne l’inégalité (g′)2 ≤ gg′′.

On remarque ensuite que

f(1) =
Γ(a+ 1)

Γ(a)

∫ ∞
0

dt

(1 + t)a+1
= a

[
(1 + t)−a

−a

]+∞

0

= 1
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On a enfin, en écrivant Γ(x+1+a)
Γ(a) = (x+ a)Γ(x+a)

Γ(a) , que

f(x+ 1) =
Γ(x+ a)

Γ(a)

∫ +∞

0

x+ a

(1 + t)x+1+a
tx dt

Dans l’intégrale, on effectue une intégration par parties : onprimitive x+a
(1+t)x+1+a et on dérive tx.

Après avoir vérifié la validité (le terme “tout intégré” existe, il est nul ici), on obtient

f(x+ 1) = xf(x)

On peut alors avec la question précédente conclure que f = Γ ce qui montre que

∀x > 0,

∫ ∞
0

tx−1

(1 + t)x+a
dt =

Γ(x)Γ(a)

Γ(x+ a)

17. Si x ∈]0, 1[, la question précédente utilisée avec a = 1− x donne (compte-tenu de Γ(1) = 1)∫ ∞
0

tx−1

1 + t
dt = Γ(x)Γ(1− x)

Or, on a

Γn(x)Γn(1− x) =
e−γ

x(1− x)

n∏
k=1

k2e
1
k

(k + x)(k + 1 + x)

= exp

(
−γ +

n∑
k=1

1

k

) ∏n
k=1 k

2

x(n+ 1− x)
∏n
k=1(k2 − x2)

= exp

(
−γ − ln(n) +

n∑
k=1

1

k

)
n

x(n+ 1− x)

n∏
k=1

1

1− x2

k2

En faisant tendre n vers +∞, cela donne

Γ(x)Γ(1− x) =
1

x
lim

n→+∞

n∏
k=1

1

1− x2

k2

et avec 11.c,

Γ(x)Γ(1− x) =
1

x

πx

sin(πx)

Finalement, ∫ ∞
0

tx−1

1 + t
dt =

π

sin(πx)

Quatrième partie

18. (a) Le changement de variable u = 1/t donne∫ ∞
1

tx−1

1 + t
dt =

∫ 1

0

u−x

1 + u
du

et on a donc (avec la question 17)

π

sin(πx)
=

∫ 1

0

ux−1

1 + u
du+

∫ 1

0

u−x

1 + u
du

13



Posons fn(u) = (−1)nu−x+n en sorte que

∀u ∈]0, 1[,
∞∑
n=0

fn(u) du =
u−x

1 + u

- Les fn sont continues sur ]0, 1[ et
∑

(fn) converge simplement sur ]0, 1[ avec une somme
simple continue.

- Pour tout entier n et tout u ∈]0, 1[,∣∣∣∣∣
n∑
k=0

fn(u)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣u−x 1− (−u)n+1

1 + u

∣∣∣∣ ≤ 2u−x

1 + u

Le majorant est continu sur ]0, 1] et intégrable au voisinage de 0 (équivalent à 2u−x et
x < 1).

On peut ainsi utiliser le théorème de convergence dominée pour conclure que∫ 1

0

u−x

1 + u
du =

∞∑
n=0

∫ 1

0
(−1)nu−x+n du =

∞∑
n=0

(−1)n

−x+ n+ 1

En changeant x en 1−x (on reste dans ]0, 1[), on obtient de même une expression de l’autre
intégrale.

∀x ∈]0, 1[,
π

sin(πx)
=

∞∑
n=0

(−1)n

n+ x
+

∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1− x

(b) Si x ∈] − 1/2, 1/2[, x + 1/2 ∈]0, 1[ et sin(π(x + 1/2)) = cos(πx). La question précédente
donne donc

π

cos(πx)
=

∞∑
n=0

(−1)n

n+ x+ 1/2
+

∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1/2− x

On écrit que pour n ≥ 0, et puisque
∣∣∣ 2x

2n+1

∣∣∣ < 1,

(−1)n

n+ x+ 1/2
=

2(−1)n

(2n+ 1)(1 + 2x
2n+1)

=
∞∑
k=0

2k+1xk(−1)n

(2n+ 1)k+1

et on procède de même avec l’autre somme. On peut regrouper des séries convergentes et
donc écrire que

π

cos(πx)
=
∞∑
n=0

∞∑
k=0

(
2k+1xk(−1)n

(2n+ 1)k+1
+

2k+1(−x)k(−1)n

(2n+ 1)k+1

)
La parenthèse est nulle quand k est impair et il reste

π

cos(πx)
=

∞∑
n=0

∞∑
k=0

22k+2x2k(−1)n

(2n+ 1)2k+1

Pour intervertir les sommes, il suffit de justifier la sommabilité de la famille de terme général

un,k = 22k+2x2k(−1)n

(2n+1)2k+1 pour k, n ∈ N. On va en fait particulariser le terme pour k = 0 et écrire

π

cos(πx)
=

∞∑
n=0

un,0 +

∞∑
n=0

∞∑
k=1

un,k
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Pour un n fixé, on a

Sn =

∞∑
k=1

|un,k| =
4

2n+ 1

4|x|2
(2n+1)2

1− 4|x|2
(2n+1)2

= O

(
1

n3

)
ce qui justifie que

∑
(Sn) converge et donne la sommabilité de (un,k)n≥0,k≥1 et

π

cos(πx)
=

∞∑
n=0

un,0 +

∞∑
k=1

∞∑
n=0

un,k

On peut alors incorporer la première somme à la seconde (indice k = 0) et conclure que

π

cos(πx)
=
∞∑
k=0

( ∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2k+1

)
22k+2x2k

(c) On a ainsi

∀t ∈]− π/2, π/2[,
1

cos(t)
=
∞∑
k=0

αkt
2k avec αk =

22k+2

π2k+1

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2k+1

ce qui montre que v est DSE de rayon au moins π/2 . Il y a un unique DSE qui est celui

de Taylor et αk = v(2k)(0)
(2k)! . Ainsi

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2k+1
=
v(2k)(0)

(2k)!

π2k+1

22k+2

19. (a) On a ∀x ∈]− π/2, π/2[, cos(x)v(x) = 1. Dérivons 2n fois cette relation avec la formule de
Leibniz :

2n∑
k=0

(
2n

k

)
cos(x+ (2n− k)

π

2
)v(k)(x) = 0

On applique ceci en x = 0. Les cosinus sont nuls quand k est impair et il reste

n∑
k=0

(
2n

2k

)
(−1)n−kv(2k)(0) = 0

Comme
(

2n
2k

)
=
(

2n
2(n−k)

)
on conclut par changement d’indice que

n∑
k=0

(
2n

2k

)
(−1)kE2k = 0

On a E0 = v(0) = 1 et comme E0 − E2 = 0, E2 = 1 . Enfin, E0 − 6E2 + E4 = 0 et donc

E4 = 5

(b) On a donc
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3
=
E2

2!

π3

24
=
π3

25

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)5
=
E4

4!

π5

26
=

5π5

29 × 3

et avec la question 9c

si s = 3, E(g(X)) = π3

25
; si s = 5, E(g(X)) = 5π5

29×3
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