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0). Question préliminaire.
La famille (Z(™),>; est constituée de variables aléatoires réelles idépendantes et identiquement dis-
tribuées selon la loi p. Pour tout n € N*, on sait que log|Z(™| est une variable aléatoire dont la
loi est enticrement déterminée par celle de Z(™. Donc les log|Z (")|,n > 1, sont indépendantes et
identiquement distribuées d’aprés le lemme des coalitions.

De plus, la loi p est a support fini, donc la loi des log |Z (”)| aussi. Ces variables aléatoires admettent
donc une espérance et une variance communes, que ’on note E et V.

1 1 n
— E : (k)
Pour n > 1, on a nlog\\lln] n 1log\Z |.

Donc, par linéarité, log |¥,,| est une variable aléatoire admettant espérance et variance.
De plus, Eflog |U,|] = 23} E[log|Z®)|] = E, et V[log |¥,[] = D V[log|Z®)|] = L (car les
log|Z™®)| sont deux & deux indépendantes).

Par le théoréme de Bienaymé-Thebychev, on en déduit, pour tout € > 0 et tout n € N*,
P(|log [ — E| > ¢) <

ne?’
Par encadrement, on obtient Ve > 0, P(‘log W, — E| > 5) =5 0, c’est-a-dire log [¥,,| n;goy .

On pouvait aussi invoquer — avec ses hypothéses — la loi des grands nombres.

Partie I. Puissance d’une matrice et théoréme de Gelfand
(par Tony Ly)

1). Montrer [AB[| < [|A] - [|B]-

On sait que ||A], | B|| et ||AB|| existent par continuité de x — Az (et analogues) et compacité de la
boule unité de C?. De plus, on sait, par homogénéité de || || :

A
JAI = sup [l Az] = sup 122l
z]l=1 e20 |17l

On a donc pour tout = non nul de C¢ (et aussi évidemment pour x nul) ||Az|| < ||A]|||z||. De cela, on
déduit, pour z € C? vérifiant ||z =1 :

[ABz|| < [|A]l - | Bl < [AL- BN - =]l = Al - 1Bl
et donc ||AB] < ||A| - [|B]| en passant a la borne supérieure sur x non nul.

2). Montrer, pour tout n > 1, p(4)" < ||A"] .



Comme Spec A est fini et non vide (sur C!), p(A4) = \Jhax |A| est bien défini.
€spec

Prenons xg € C?\ {0} un vecteur propre associé & une valeur propre \g de A vérifiant p(A) = |A\g|. On
a alors, pour n > 1 entier :

[A 2ol = [|AGzoll = [Aol™lzoll = p(A)"[|ol|-
Dot Vn > 1, A" > p(A)".
3). Controle des coefficients d’une puissance de matrice triangulaire supérieure.
On suppose A = (a;;)1<i,j<d € Mq(C) triangulaire supérieure.
3a). Montrer que, pour i < j, on peut écrire (A");; = ...

Pour n € N* et ¢ < j dans [1,d], on note &,(7,j) = {(il,jl,...,in,jn) c1,d]* |i=1i1 <j1 =12 <

Jo=ig <o =in <ju=jy #lk € [Ln] iy £y} <d -1},

Montrons par récurrence sur n € N* I’énoncé : HR,, : « pour tous i < j dans [1,d], on a (A");; =
n
IT aiyj, »-

(11,01 5++,n ) €ER (3,5) k=1
L’initialisation HR; vient de ce que 'on a & (i,j) = {(i,5)} pour tous i < j, et donc (A');; = a;;
comme voulu.
Supposons H R, réalisée pour un n € N* et montrons HR,, 1. Soient ¢ < j dans [1,d]. On sait :
J
)ik Gk j = Z(An)i,k g j-

k:l k=i

Mg

An+1

Puis par utilisation de HR,,

J
n+ly = _ o o .
(A )z,J = E E Qiygy 0 Qi jin Ak,

k=i (Zlvjlaz.jn)egn(l7k)

Reste a observer

J
TL+1 i .7 H{ Zlajlv"'ainvjrhk’j) ‘ ]n = ka (ibjlv"'vinajn) € (‘:n(’b,k')}7

k=1
la seule condition a commenter est celle des au plus d — 1 sauts d’indices. Si (i1, ji, ..., in, jn, k,j) est
tel qu'il y en a au plus d — 2 dans (i1, J1,.-.,in,Jn), il 0’y a rien & dire. S’il y en a déja d — 1 dans

(41,15« 0nsJn), Cest que l'onai =1 =41 et j, >2d—1+1=d:dou j, =k =d et donc j = d.
Alors il n'y en a pas plus de d — 1 dans (i1, J1,- .., %n, Jn, k,J) non plus.
n+1
Au total, on a (A™H1),; ; = > I1 @i, j,. : c’est HR, 4 et la récurrence est terminée.
(il7.j17"'7jn+1)egn+1(i7j) k=1
Cette condition des d — 1 sauts est en fait automatique mais son introduction ici est un coup de pouce
pour 'obtention de la majoration & effectuer en question Sc.
3b). Calcul de #&,(i,j).

Pour n € N* et ¢ < j dans [1, d], notons
SCh(i,j) = {(Uk)ogkgn e N strictement croissante ‘ u =0, up =n+(j— 1)}
On définit

@ Enli, J) - SCh(1, 5)
(Z.lvjlv""invjn) = (Zl —Z,]1—1+1,]2—Z+2,,jn—Z+n) .



3c).

Grace aux +1,+2,...,+n, la suite a I'arrivée est bien strictement croissante. Et de i1 = i, j, = j, on
tireig —i=0et j, —i+n=mn+ (j —i). Donc ¢ est bien a valeurs dans SC,(i, 7).

On définit de plus

v SCu(ij)  — En(i, 7)
(ugy ... up) +— (up+i,ur+i—1lug+i—lLiug+i—2u9+i—2,... .
cespog+i—(n—1)up1+i—(n—1),up, +i—n)
Comme (uy) est strictement croissante, les —1,—2,..., —n font que la suite a arrivée est croissante.

De plus ug = 0,u,, = n+ (j — ) poussent a avoir ug+i =i et u,, +7—n = j. Reste a voir que, a cause
del<i<j<domauy=0<u,=n+(j—1) <n+(d—1): avec la stricte croissance, cela impose
qu’a larrivée de v il y a au plus d — 1 sauts. Donc v est bien a valeurs dans &, (i, 7).

Et ¢ et ¢ sont des applications réciproques 'une de 'autre. D’ou #&,,(4,j) = #SCn (i, 7).

Or, pour dénombrer SC, (i, j), il suffit de choisir les n — 1 entiers distincts uy,...,u,—1 dans [1,n +
j —1i—1] car ug et u, sont déja déterminés. On a donc

i) S <n —14 (- i))_

n—1

En déduire que les coefficients de A" sont bornés par ...
Soit n > d et soient i < j dans [1,d].

Notons [|Aljcc = max {|axrs| | 1 < k < ¢ < d} (puisque A est triangulaire supérieure). Comme A est
triangulaire supérieure, on a Spec A = {a1,1,...,aq44} et donc p(A) < ||Af|oo-

Pour (i1, 1, in,Jn) € En(i,J), en notant f < d — 1 le nombre de sauts, on observe

n
) H Qi jk
k=1

< AlLp(A)" < Al p(A)" 0.

Cette derniére quantité est indépendante de (i1, J1, - - ., in, jn). Reste & majorer
. n—1)+( —1 n—1)+( —1
= (07O L (=D G-
n—1 j—
Commeonaj—i<d—1<n—1, et que:
— akfixé, v — ("_;”C) est croissante,
—1+k
— a k fixé, x — ("Zlfk) est croissante jusqu’a LuJ,
2
il s’ensuit Ledo1 Ldo1
n—1+d-— n—1+a-—
Enl(t,g) < < .
B e Dl
Puis

(n—1+d-1"" _ (2n)"!
(d—1)! S d-1)

On utilise cette majoration dans l’expression prouvée en 3a) :

#En(i,J) <

241 d—1 —(d-1),,d—1
(4] < gy Al (A"~ D,
Dans le cas ou A est nilpotente, comme on a n > d, les coefficients de A™ sont tous nuls et il n’y a
1 (24l
rien a dire. Dans le cas contraire, on a p(A) # 0 et on peut noter Cy = =1 < JL<J;O> pour
conclure :

[(A™)ij] < Ca-n®1- p(A)".



On pouvait ausst utiliser que ("jfffl) = O(n%1) quand n tend vers 400, ce qui donne |(An)i,j’ S

O(n®=1 - p(A)™), ce que I’on voulait.
4). En déduire le théoréme de Gelfand.

On revient & A € My(C) générale, non nécessairement triangulaire supérieure.

Cas p(A) = 0 : comme toute matrice de M;(C) est trigonalisable, A est alors semblable a une matrice
triangulaire supérieure stricte. Donc A est nilpotente et on a A™ = 0 pour tout entier n > d. D’oul

1
log A" = —00 jimser — 00 = log p(4).
Cas p(A) >0 :
Prenons B € My(C) triangulaire supérieure et P € GL4(C) vérifiant A = P~'BP.
Pour x € C?, notons = = (x1,...,24) et Px = (y1,...,yq). Pour n >d, on a
|A"z||* = ||~ B"(Px)||* < [P~ - | B"(Px)||.
Puis
d 2
el < 12 S (318 )
i=1 N j=1

Et en utilisant la question 3¢ avec C'p définie pour B comme ci-dessus, on obtient :
_ _ 2
|A"|* < |P~HIPd||Pz|* (Cant~"p(B)")".
On a p(B) = p(A) et par suite
_ _ 2
1Az (* < dIPHPI P (Cont ™ p(B)") "l z]*.

D’ou, pourn > d :
IA™) < VdCp - IP~H] - 1P - nt p(A)".
A Taide de la question 2, en notant D4 = v/dCg - [P~ - || P||, on a

(d—1)log n+log Dy
" :

1
log p(A) < -~ log [|A™]| < log p(4) +
Grace aux croissances comparées et par existence de limite par encadrement, il découle

1
—log | A"]| im0 log p(A).

On peut étre moins explicite en remarquant que M — ||[PMP~Y|o est une norme sur My(C), qui est
donc équivalente a || || (a la maniére de la question suivante).

5). Théoréme de Gelfand pour une autre norme.
Soit N une norme sur My(C).

Comme M;(C) est de dimension finie, N et || || sont équivalentes : on prend Kj, Ky > 0 vérifiant
VM € My(C), Ky ||M|| < N(M) < Ko ||M]].

En particulier, on a pour n > 1 :

log [|A"]| | log K, < los N(A™) < log A, log K>
n n n n n

Comme les deux termes du bord tendent vers log p(A), par existence de limite par encadrement (ou

log N(A™)
n

majoration dans le cas p(A4) = 0), il vient ——= log p(A).



6). Continuité du rayon spectral.

Résultats non utilisés par la suite. Il faut remarquer que la question 6b n’a pas de sens dans le cas A
nilpotente, du moins pour n strictement supérieur a l’indice de nilpotence.

d
6a). Montrer ||A?| < 1;1 (Z)p(A)’“IHAd"“III-

Notons x = X% + a; X1 + ... + a3 1X + ag € C[X] le polynéme caractéristique (unitaire) de

d
A. Par théoréme de Cayley-Hamilton, on sait x(A) = 0 et donc A% = — >~ apA?*. 1l en découle
k=1

d
149 < Y Jag| - |A9F|| par inégalité triangulaire.
k=1

Reste a utiliser les relations racines-coefficients : notons Ap,..., Ay € C les éléments de Spec A (avec
répétition selon la multiplicité). Pour k € [1,d], on a

A — (—1)k Z )‘il)‘iz"')‘ika

1< <da <<y <d

et donc J
D S
1<i1 <ip< <4 <d
car le nombre de k-uplets (i1, 49, - , i) vérifiant 1 <ip < i < -+ < i < d est exactement (g)

Par les questions 1 et 2, on obtient

d
147 < o) 3 () o) Al + < o) it S ().
k=1 k=1

Et finalement [|A4]| < (27 —1) - p(A) - A4

d

6b). Encadrement de p(A)", et montrer ... == p(4).
L’énoncé nécessite une hypotheése plus forte : on supposera dans cette question A non nilpotente.
Gréace a cette hypothése on sait ||A™|| # 0 pour tout n > 1.
La matrice A est semblable dans M;(C) & une matrice triangulaire supérieure B = (b; ;)1<i j<d : On a
alors Spec(A™) = {07 1,..., by 4} pour tout n > 1; d’ott p(A™) = p(A)".
Soit n € N*. L’inégalité p(A™) < | A" a déja été vue en question 2 : intéressons-nous a celle de gauche.
On applique la question 6a & A™ pour obtenir

JAMY < (20— 1) p(A™) AT < (20— 1) plA)" - AT,

| J An)
puis p(A)" > —.
"> Gy

Prenons n > d. Par la question 2, on a d’abord
lA™ < p(A)"
(24 —1) - Ar|a=t (24 = 1) - [l A9t
Puis, on prend P € GLy4(C) et B € My(C) triangulaire supérieure vérifiant A = P~!BP. On prend
aussi C'g > 0 comme en question 4 et on a
A" < p(A)"
d_1). d—1 7 d—1°
@E= 1) AT 20 - 1) (VA Cp [P P nd=1p(A)7)

D’otl, en notant Dy = dCp - |[P~Y| - || P||, pour n > d :

p(A) ( JAm] >i
- < < p(A).
(@ otk ey ) <A




6¢c).

1.a) Montrer que pour tout n > 1, on a %= < % +

jAn] :
@) Jaret) T oA

On pouwvait aussi passer au log dans l'inégalité et diviser par nd avant de faire tendre n vers +o0.

Par existence de limite par encadrement, il en découle <

Montrer que A — p(A) est continue.

Sur 'espace vectoriel de dimension finie My(C), toutes les normes sont équivalentes : on choisit de
travailler avec la norme || ||.

Soit Ag € M4(C). On veut voir la continuité de p en Ap.
Cas Ag nilpotente :

On a, par la question 2 :
1
p(A) = p(A0)| = |p(A)] < A2

Le terme de droite tend vers || Ad ”ﬁ = 0 lorsque A tend vers Ag. Et donc par existence de limite par
encadrement, p est continue en Ay.

Cas Ap non nilpotente :

On commence par prouver un lemme.

Lemme. Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé. Soit U un ouvert de E. Soient (frn)nen+ €t (gn)nen+
deux suites de fonctions continues sur U & valeurs dans R. Soit ¢ une fonction sur U & valeurs dans
R. On suppose l’encadrement f, < ¢ < g, pour tout n € N*, et que (f,,) et (gn) convergent simplement
vers @. Alors ¢ est continue sur U.

Soit xg € U. Soit € > 0. On prend, par convergence simple de (f,) et (g,) vers ¢ en zg, un N € N*
qui vérifie

V>N falzo) = p(e0)] S5 A Jgaleo) —lao)| < 5

Puis, comme U est ouvert et que fy et gy sont continues en xg, on prend un 7 > 0 assez petit pour
que la boule ouverte de centre xg et rayon 7 soit incluse dans U et vérifiant

€ €
Vee B, |z—xl <n=|fv(z)— fn(z0)| < 5 A lgn(x) = gn(x0)| < 3
Alors, pour x € E vérifiant ||z — x¢|| < 1, on obtient
£ £
p(z0) — e < fv(wo) — 5 < fv(w) < p(2) < gn(2) < g (o) + 5 < plzo) + .

C’est la continuité de ¢ en xy comme voulu.

Revenons a la continuité de p en Ag. On utilise la question 6b pour n > 1 et A € M4(C) non nilpotente :

And % _—
(<2d _ k ; ”ﬂlnmd—l) < p(4) < JJA™ .

On considére alors 'ouvert U de My(C) constitué des matrices non nilpotentes (car image réciproque
de I'ouvert My(C) ~ {0} par l'application continue M + M¢%; on pourrait aussi utiliser I'ouvert
Cy4[X] ~ {X?} pour I'application polynoéme caractéristique, qui est continue); puis on désigne par
fn(A) et gn(A) les membres de gauche et droite respectivement de ’encadrement précédent.

Les suites de fonctions (f,,) et (g, ) sont continues sur U et convergent simplement vers p par la question
6b. Le résultat suit alors du lemme.

Partie II. Exposant de Lyapunov via la sous-additivité

(par Serge Dupont)

maxi<igkg—1 Uil
ko n °

Un
n



Remarquons que l’énoncé est faux! On peut le corriger de diverses maniéres. On a choisi dans ce qui
suit d’ajouter une valeur absolue dans le max, ce qui permet de traiter la suite.

On écrit n =gk +ron0<r<ky—1.

Premier cas : kg divise n, i.e. r = 0. Alors, par sous-additivité,

Un _ Ugky  QUko  Uky | MAX1<ichy-1 ||

n qgko  qko ko n

Deuxiéme cas : kg ne divise pas n. Alors r est non nul et toujours par sous-additivité

Up < Ugkg +ur < QUi + Up < qui, + max ‘u7,|

1<i<ko—1
Il ne reste qu’a diviser par n.
On a distingué deux cas car ug n’existe pas.
1.b). En déduire que u,/n — infu,/k € RU{—o0}.
Premier cas : si inf,>; 7% =1 > —o0.
Soit € > 0. Par définition de la borne inférieure, il existe kg € N* tel que [ < < [+ €. D’autre part,

maxig<igky—1 |U
il existe N € N* tel que pour n > N, on a +|Zl

n. Donc pour tout n > N, d’aprés la question précédente,

< g, car le terme de gauche tend vers 0 avec

Un, U,
<— < 2+4egl+2e
n ko
Ce qui assure que u,/n converge vers [.
Deuxiéme cas : si inf,,>1 92 = —o0. On fixe un A < 0. Par définition de la borne inférieure, il existe

ko € N* tel que u,% < A — 1. 1l suffit maintenant de choisir un rang N € N* tel que pour n > N,

w < 1. On a ainsi, pour tout entier n > N, d’aprés la question précédente, que 7 <
A —1+41< A. Par définition, u,/n tend vers —oo.
Montrer qu’il existe des constantes «, 3 > 0 telles que...

D’apres la question 1.1, pour tout événement w € €2 :

log | W (w)l| < log (1M ™ ()] - 14D (w)1])
= log[|M® ()] + -+ +log [ MW ()] < n max log |5

par croissance du logarithme et car M®*) est a valeurs dans {s; | 1 < i < k}. En notant 8 =
maxi<i<n 10g ||si|| et en passant a Uexponentielle, |V, (w)|| < 5™ pour tout entier n.

Pour la minoration : on considére M (w)~! a valeurs dans {s; ' | 1 < i < k}. D’aprés la premiére

partie de la question, on a ||, }(w)] < BT pour un B; > 0. Mais alors
1= W (@)W (@) < MR (@) - 1¥n(w) -
En posant a = é, on a bien a > 0 et pour tout w €

1 1
A TR R

2.b) Montrer que (E[log |V, [|])n>1 et (logE[||¥,]|])n>1 sont sous-additives.

Pour w € Q et tous n,p € N*,
log [| U4 (w)[| < log [[MTHP)(w) - MPFD ()] +log | M P (w) - - - MV (w)].

Les deux variables aléatoires log || M (™ +P) ... M@+ et log | M®) - .. M M| sont bornées (car prennent
un nombre fini de valeurs) donc admettent des espérances finies.



2.c)

3.a)

Mais les n-uplets (de matrices) aléatoires (M(”+p) G MPEDY et (MM MM ont méme loi. (En
effet, si gn,...,91 appartiennent & § = {s; | 1 < k} alors

P(M™, . MDY = (g,,..., 1)) = P(M™ =g,)--- P(MD) = g))
= P(M"*P) = g,)- - P(MPH) = g1)
= ((M(n-i-p), L MPEDY = (g 1))

car les M) ont méme loi et sont indépendantes.) Donc log [|M"+P) ... M@+D || et log || A1) - .. M D)
ont méme espérance.

D’ou
Efllog [[¥n+p[l] < Eflog [|[W,[] + Eflog [|¥,|l]-

Ce qui démontre la sous-additivité.
D’autre part,

Elarpll] SE[JM" - MEHD| - @) - O]
= E[|||M(n+p) e M(P“)HH ]E[|||M(p) e M(l)m]
= E[|||M(”) . M(l)m] IE[WM(”) e M(l)m]

ou l'on a successivement utilisé le caractére sous-multiplicatif de || - || et la croissance de 'espérance,
I'indépendance et le lemme des coalitions, puis le caractére identiquement distribué. Il suffit alors de
passer au log pour avoir la sous-additivité. (Aucun des termes n’est nul, car M () est a valeurs dans
les matries inversibles.)

En déduire qu’il existe des constantes {(1),£(1) € [loga,log 3] telles 2E[log || ¥, [|] — £(n) et
 og E[Wnll] — &(1).

Avec les notations et le résultat de la question 2.a, log [ ¥, || est & valeurs dans [log v, log 3] et 2E[log ||, ]
converge. Sa limite £(u), qui existe d’aprés les deux questions précédentes, appartient a [log «, log 3].

Pour la méme raison, E[[|¥,[|] appartient a [, 3"]. Donc log E[[|¥,[|] appartient & I'intervalle [nlog c, nlog 3.
La limite de 1 log E[||¥,||] appartient donc & [log «, log f3].

Montrer que /(u) < £(u) et donner un exemple ou I’inégalité est stricte.

Pour montrer la premiére partie de la question, il suffit de prouver le résultat plus général suivant : si
X est une variable aléatoire a valeurs dans un ensemble fini {x1,...,z;} de réels strictement positifs,
alors E[log X| < log E[X].

Par définition de l'espérance, E[X] = Z?Zl x; P(X = z;), ou Zle P(X =z;) =1etles P(X = x;)
sont positifs. Mais d’aprés I'inégalité de Jensen et la concavité du log,

log E[X] > ZP(X = z;) log z; = E[log X].

Remarquons que log X admet une espérance en tant que variable aléatoire réelle bornée.

Donnons un exemple ot il n’y a pas égalité. Supposons k = 2, que s1 = I et so = 21; avec P(M(l) =
31) = P(M(l) = 82) = 1/2. On a donc MO = 2YiI,; ou les Y; sont des variables de Bernoulli de

paramétre 1/2, indépendantes et identiquement distribuées.

Alors
W, = 2%t X,

Il est bien connu que Xj + - - -+ X, suit une loi binomiale de paramétre (n,1/2). Donc ¥, est a valeurs
dans {271, | 0 <p <n} et P(Vy = 271y) = 52 (;) 81 0 < p < n. Mais alors P([[ W] = 2°) = 57 (}) et

n

el - Y o (0)r - 52— (2)

p=0



Ainsi, log E[||¥,,[]] = nlog 3, donc £(n) = log 3.

D’autre part, par le théoréme de transfert,

n

1 /n " onfn—1\1
log 1,01 = 3 5 (7 ) 1og2 =1og2 307 ()
p=1

p=0

B nloani1 n—1) nlog2
T 9n EE: o 2

p

D’ou &(pu) = 1052. Enfin log3/2 > 1052 équivaut a log3 > 3 log2, c’est-a-dire 2log3 > 3log2; ce qui

est vrai car 9 > 8.
3.b) Montrer que ((u) > E[log(| det(M(l))]l/d] et que &(u) > logE[(| det(M(l))]l/d].

D’aprés I'inégalité d’Hadamard (certes hors-programme, mais suffisament classique pour qu’on se dis-
pense d’en réécrire une preuve ici),

| det W (w)] < [[Wn(w)(en)]| -+ [1Wn(w)(ea) | < IPn(w)]®.

Donc ||¥,, || > | det \I/nﬁ On en déduit

n
log [| ¥, ]| > log | det W[4 =" log | det M 4.
i=1
En passant & I'espérance,

1 1 — N 1
ht ht #32] = M3
nE[logw\I/n”H > - E E[log|det M"|a] = E[log|det MV|a]

i=1
car les log | det M (i)\% ont méme loi, donc méme espérance. En passant a la limite, on obtient

€(11) > E[log(| det (M)]/9],

C’est exactement pareil pour &(u).
3.c.i) Montrer que 'on a 2E[log N(¥,,)] — £(n) et L 1ogE[N(¥,)] = £(u).

Par équivalence des normes en dimension finie, il existe C' > 1 tel que pour tout w € €,
1
Al¥n@l < N(Ta(w)) < CfEa (@)

D’ou
“log C + log [, ]| < log N (¥,) < log C + log [, ].
En divisant par n et en passant & la limite, on obtient 1E[log N(¥,,)] — £(y).
De méme,
SE[IT] < N (20(w)) < CE[I,1].

On divise par n et on passe au log.

3.c.ii) On suppose dans cette question seulement que la matrice aléatoire... et en déduire que
&(n) = log p(E[|MM)]).
Soient p,q deux entiers entre 1 et d. Pour deux variables aléatoires A et B indépendantes & valeurs
dans My(R) et & supports finis (ce qui garantit l'existence de Iespérance), a coefficients matriciels
tous strictement positifs, les coefficients matriciels [A], , et [B]p 4 sont aussi indépendants (lemme des
coalitions). Donc

E([4Blpq] =E[ Y [AlprBlrgl = > E[[Al,,]E[[Bln,] = [E[AE[B],.

1<r<d 1<r<d



Or,par récurrence immédiate, tous les coefficients de ¥, (w) sont strictement positifs. On en déduit
toujours par récurrence immeédiate que

E[N(T,)] = E[Z (MM, ] ZE =3 (E[Mm)] . .E[M(l)D

pq

_ Z < MO )pq — N(E[MO)

p.q

car les M@ ont meéme loi donc méme espérance.

Mais par le théoréme de Gelfand généralisé, en notant A = IE[M (1)],
.1 1
&(p) =lim — log E[N(¥,,)] = lim — log N(A™) = log p(A).
n n

3.c.iii) Dans le cadre général du sujet montrer que &(u) < log p(E[|MM])...

11 suffit d’avoir N(A™) < N(|A|™), ce qui est clair par récurrence et en vertu de

< Z’ p,rH Tq’:HAHBHp,q

1<r<d

|[AB]

Partie III. Calcul de ¢(u) et (1) dans des cas particuliers
(par Jérémy Daniel)

1). Matrices diagonales.

la). Montrer que /(u) > max1<k<dE[log|Mkk|] et &(p) > max1<k<dlogE[|M,§ 1].

Remarquons tout d’abord que la norme d’opérateur d’une matrice diagonale D est son rayon spectral,
c’est-a-dire le maximum des modules de ses termes diagonaux. En effet, les valeurs propres d’une
matrice diagonales sont les coefficients diagonaux. Soit D = Diag(A1,- -+, Ag). En prenant un vecteur
propre x unitaire associé a la valeur propre A,, on a || Dx| = |Ay|||z| = [Ap|, donc |[A,| < || D] et ceci
pour tout 1 < p < d. Donc p(D) < |D|.

D’autre part, en considérant 2 € C?% unitaire,

d d
1D|* =3~ M llapl® < D p(D)lapll* = p(D)?.
p=1 p=1

En passant a la borne supérieure sur x unitaire dans I'inégalité ||Dz| < p(D), on a bien || D| < p(D).

Revenons a la question. La matrice U,, est diagonale avec coefficients []7; Mk(f,)g, pour k € [1,d]. On
a donc

n
U, [ = MY
(how' gggdﬂll ,
1=

Fixons maintenant un k € [1,d]. On a donc [|¥,] > [], \M,gll)g], d’ou log || W[ > Z;;llog|M,§ik|.

. . ) . . L 1 . .
Puis, par croissance de I'espérance et puisque les variables aléatoires log | M ,5 ,2| sont bornées de méme

loi
n
‘ 1
E|log 1%.1] > >_ E[log|M{}]] = nE[log |M{})].
i=1
On divise par n et on passe a la limite pour obtenir £(u) > [log |M ,i H Comme k est quelconque

() > E[log MY
(W) > s B log [My.i]-

10



En passant d’abord a Pespérance dans l'inégalité || U, [ > []i, [M IEZ])J et en utilisant I'indépendance
de MO, ..., M on obtient

n

B[] > B[ [T 123] = [T

=1

| =E[IM.

On passe au logarithme, on divise par n et on passe a la limite pour obtenir

(1)
€0 > g log B|M ]

1b) Montrer que {(p) = maxi<<qlog E[[M,illz\]

On utilise la question II-3c)iii. La matrice E[|[M()]| est diagonale avec coefficients E[|M,§1,3] pour
1 < k < d. Son rayon spectral est donc égal &

E[|M
o E(M

On en déduit que
§(1) < log max E[[M{})[] = max log B[ M}
1c) Montrer que {(u) = maxi<i<q E[log ]Mlgllgy]
Soit € > 0. Notons Ej = E(log |Ml§1,2|) et m = maxj<i<qg Ej. Soit w € Q.

1 .
Remarquons que si, pour tout k € [1,d], on a — > log |M,§l,)c(w)| < Ep 4 ¢ alors, on a :
n b

1
= log | (w)] = — log | M("
~log [[¥a(w)] mrgggdz 0g [ M (W)l <m +e.

1 .
Ainsi, d’aprés I'inégalité de Boole appliquée & la réunion des événements (— >y log|M, ,gz,)c\ > By +€>
n ,

d n
1 1 (i)
B(-log [, > m +) < ; 1)P(n > 1: log [M{}| > Ey +¢).
= 1=

1o :
Comme Ej, = E[— E log |M,§2,)€q, le membre de droite tend vers 0 d’aprés la loi faible des grands
n k)
i=1

1
nombres. Donc P(—log | ¥, || > m + ¢) tend aussi vers 0.
n

On écrit ensuite que Jlog [Unll = £ 10g [ @nllL(1 105y, j<mre) + 7 108 NUnlL(1 105w, j5mee)- B pas-
sant & ’espérance :

1
[* log [ Us[l] < m + & +log(B)P(~log [ ¥s]| > m +¢)
car |U,[ < 8™. En faisant tendre n vers 400, on en déduit :

l(p) <m—+e.

Comme € > 0 est quelconque, on a finalement :
Up) = E[ log | M}
(1) lglgfd [ og | My k H

2) Matrices commutantes.

11



2a) Montrer que les matrices de S sont co-trigonalisables.

Rappelons que si k& matrices de My(C) commutent, alors elles ont un vecteur propre commun. On le
montre par récurrence sur k :

* Si k = 1, toute matrice de My(C) admet un vecteur propre.

* Si le résultat est prouvé pour k et que My, ..., M1 commutent, on choisit une valeur propre A\ de
Mj.41. Le sous-espace propre associé I est stable par M, ..., M} car ces matrices commutent avec
Mj.+1. Par hypothése de récurrence, on peut trouver un vecteur propre commun & My, ..., M} dans
E)y ; ce vecteur propre sera ainsi commun aux matrices My, ..., Mp;.

On montre maintenant par récurrence sur d que si k matrices de My(C) commutent, alors elles sont
co-trigonalisables ce qui suffit car le support S est fini.

* Pour d = 1, il n’y a rien & montrer.

* On suppose le résultat prouvé pour d. Soient My, ..., M des matrices de My, 1(C) qui commutent
deux & deux. Leurs transposées MY, ... M ,ﬁ commutent deux & deux et on note e4y1 un vecteur propre
commun & ces matrices. Alors, I'hyperplan H = ker’egy; est stable par les matrices My, ..., My.
Par hypothése de récurrence, on peut trouver une base B de H telle que les matrices My,..., M
(restreintes et co-restreintes & H) sont triangulaires supérieures dans cette base. Alors, les matrices
M, ..., M} sont triangulaires supérieures dans la base obtenue en concaténant B’ et egy.

2b) Montrer que ¢(p) > maxlgkng{log |./\/l§€17,)€} et {(p) > maxi<r<q logE[]MISI)C\] .

La matrice U, est semblable a la matrice M@ MWD Donc, les valeurs propres de ¥, sont ¢gales
aux produits [, M,(;)k, pour k € [1,d]. On a donc ||¥,|| > T, |/\/l,(;)k\, pour tout k € [1,d].

Soit k € [1,d]. On a donc log || ¥,| > 2?21 log |./\/l§;)k] Par croissance et linéarité de espérance, on
en déduit

Ehﬂ%M>§ﬁh@M&@—mHMM&@
=1

On divise par n et on passe a la limite pour obtenir
(1) > E|log IMY)
(1) 2 og | k,k| :
Comme c’est vrai pour tout k € [1,d], on en déduit

£(p) > max E[log \M,&lly]

1<k<d

Pour £(u), on considére de nouveau un k € [1,d]. En passant a I'espérance dans U'inégalité ||¥,[ >
I, \.M,(;)k] et en utilisant l'indépendance des variables MM ... M® (car MM ... M®™ le sont,
donc les PMMpP=1 . PM™ P~ aussi par le lemme des coalitions), on obtient :

n

E[1e.| > [TE[IMI| =E[IM]
i=1
On passe au logarithme, on divise par n et on passe a la limite. Comme k est quelconque, on obtient

finalement :

&(p) > max logE[\M}i}c }

1<k<d

Pour l'autre inégalité, on part du résultat de la question II-3.c)iii., qu’on applique avec la matrice MO
plutot que MM (en effet, la norme triple de ¥,, peut étre calculée avec le produit aléatoire des M@
ou des M#). On a donc :

£(n) < log p(E[|MD]]).

12



Or, la matrice E [\M(l)\} est triangulaire supérieure avec coefficients E[|./\/l§€1,)€]} sur la diagonale. Son

rayon spectral est donc égal a

max E[|M,(€1,)€|}

1<k<d

et on conclut par croissance de la fonction logarithme.
3) L’échangeur.

3a) Calcul de ((uo), £(p1), &(p0) et E(p)-

La mesure pg correspond au cas déterministe ot les matrices M) sont égale & R. D’aprés le théoréme
de Gelfand, on a donc &(ug) = £(po) = log p(R). Comme les valeurs propres de R sont =i, on a

(o) = (o) = 0.

Pour la mesure p1, on a de méme &(u1) = €(p1) = log p(D). Comme les valeurs propres de D sont 2
et 1/2, on a p(D) = 2, donc
£(u) = £(p1) = log 2.

3b) Montrer que [[t,e1| = 251 et [[ihyea| = 2~ i1 5 puis W, ) = 2/ S,

Remarquons déja que ¥,e; et ¥,,eq sont toujours colinéaires a e; ou ey. On prouve les égalités ||, e1|| =
n . _ n . ,
22i=1Xi et ||[hpeq|| = 27 Li=1Xi par récurrence sur n :

* Pour le cas n = 0, on a bien ||e1]] = |le2| = 1.

* On suppose les égalités vraies au rang n.

— SiM®+) = R on a Xn+1 = 0 et les normes de ¥, +1€1 (resp. ¥pt1€2) et Ype (resp. ¥,ea) sont
les mémes, car R ne change pas la norme des vecteurs colinéaires a e; ou ez. Les égalités sont
bien prouvée dans ce cas.

— Si Mt = D, on va avoir ¥, 161 = 2¢,e1 ou 2~ Ly, eq, suivant que Ypeq est colinéaire & eq
ou & eg. Or, ¥pe; est colinéaire & ey si, et seulement si, il y a eu un nombre pair de matrices R
parmi les M® | avec i < n. Dans ce cas, xn41 vaut 1 tandis qu’il vaut —1 s’il y a eu un nombre
impair de R. Dans les deux cas, on a donc :

Ypy1€1 = 22X ) eq

et on conclut immédiatement en utilisant 'hypothése de récurrence. Le raisonnement pour
Pp41€2 est similaire, en inversant les parités.
Pour Dégalité |0, || = 2/Zi=1%:|, considérons u € R? de norme 1. On écrit u = ae; + bey et on a donc
U, (u) = aV¥y(er) + b¥,(e2). De plus, une récurrence immédiate sur n montre que ¥, (e1) et ¥, (ez)
sont orthogonaux. Donc, par le théoréme de Pythagore :

190 ()[I* = a®[[Tnlen) |* + b @ (e2)]*.
Comme a? + b? = 1, ||¥,,(u)||? sera maximal en prenant a = 1 et b=0oua =0et b = 1. On a donc

W] = max(25i= e, 27 i i) = ol Dl

3c) Montrer que E(x;) = p(2p — 1)t et E(xix;) = p*(2p — 1)/~ L,
Pour tout j, M () vaut R avec probabilité 1 — p. Le nombre de fois ot M) vaut R, avec 1 < 7<1—1
suit donc une loi binomiale B(i — 1,1 — p). Ce nombre est donc pair avec probabilité

i—1 .
1—1 :
P = _ k_i—1—k
) ( i )(1 p)'p
kk 0

air

gl
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et impair avec probabilité
i—1

1 —1 A
I = 1— k Z—l—k;'
> < I )( p)*p
k=0
k impair

Le calcul de P et I est classique. En utilisant deux formules du binéme de Newton, on a
P+I=1letP—-1=(2p—1)"1.
On peut alors calculer

Elxi]l =0 x P(xi =0)+ 1 x P(x; = 1)+ (-1) x P(x; = —1)
=P(MY =D)x (P-1)
=p(2p—1)"".
Pour la deuxiéme égalité, on note 7; ; la variable aléatoire valant
— 0si MY = R;
— 1si MY = D et que MY = R un nombre pair de fois entre i + 1 et 7;
— —1si MU =D et que M = R un nombre impair de fois entre i + 1 et j.
On a l'égalité x;x; = X%Tm . en effet, les deux membres valent 0 si M) est égal & R; et si M@ est

égal a D, x; = x;7;,j. De plus, les variables aléatoires x; et 7; ; sont indépendantes et 7; ; suit la méme
loi que x;—;. On a donc

Elxix;] = EJE[7i,]-
Or E[x?] =p (x? vaut 1 si M(®) = D et 0 sinon) et E[r; ;] = E[x;—i] = p(2p — 1)L D’ou :

E(xix;) = p*(2p — 1)7 771,

1 2
3d) Montrer que E[( Yoy Xi) } ———— 0.

N n—oo
n

2
OIl a (Z?:l Xl) = Zzn:l XZQ + 2 Zl<i<j<n XZX] Donc

E[(iixog}—;(iE[ﬁH? > E[xm])

1<i<j<n
1 9 .
_ = o Jj—i—1
—nQ(np+2 Z p“(2p —1) )
1<i<ysn
Notons o = 2p — 1. Pour montrer le résultat, il suffit donc de montrer que

1<i<j<n

tend vers 0 quand n tend vers +oo. On calcule :

n j—

DRSS S WEE 3

1<i<j<n =2 i=1 =2 k=0

—_

n 1

=2 (725) = (-2

, ce qui conclut.

Comme « €] — 1, 1], cette somme est équivalente a .

3e) Montrer que /(u,) =0, pour p €0, 1[.

14



D’aprés la question b), on a

|

, la question précédente a montré que E[X?2] tend vers

1 IR
“Ellog |9, ] = log2 x E[ | > xi
~Ellog | ¥, ]] = log 2 x E| - 2

1
En notant X,, la variable aléatoire —‘ Yo Xi
n

0 quand X, tend vers +o00. En écrivant X,, = X, x 1, 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

E[X,] < VE[XZ] x E[12] = VE[X2].
Comme X, est positive, on en déduit que E[X,,] tend vers 0. Donc ¢(p,) = 0, pour tout p €]0,1][.
3f) Montrer que E[N(¥,)] = N((EHM(UH)n)

(1) é), la quantité N(¥,,) est inchangée car les

coefficients de VU, restent les mémes, au signe prés (récurrence immédiate). On est alors ramené au
cas ou les matrices dans le support de p sont a coefficients positifs. D’aprés la question II-3c¢)ii., on a
donc

Si 'on change la matrice R par la matrice R = (

E[N(¥,)] = N ((ED/O)"),

ot M’ est la matrice aléatoire suivant la mesure tty = pop + (1 — p)ép. Comme M'D est égal a
|IM ™|, on a obtenu le résultat.

5p 4 /16 — 32p + 25p2>

3g) En déduire que £(u,) = log ( 1

Par la question II-3c)ii., on a
&(pp) = log p(E(IM D)

(en utilisant de nouveau la matrice R’ pour se ramener au cas des coefficients positifs).

La matrice |M (1)] vaut ( > avec probabilité p et <O 1> avec probabilité 1 — p. Donc

10

E[1M0)]] = <12_pp 1p72p> .

Son polyndéme caractéristique y vaut

2 0
0 1/2

x=- )¢ -X) - 1-pP=x-Lx 1 (2p-1)

16 — 32p + 25p?
4

discriminant du polynéme en p au numérateur est 322 — 4 x 25 x 16 qui est strictement négatif). Il y
a donc deux racines réelles égales a

Le discriminant A est égal a , qui est strictement positif (il est positif en 0 et le

5p 4 /16 — 32p + 25p2
1 .

16 — 32p + 25p2
= 5p+\/ 6= 32p+ 250 , d’ot1 le résultat.

On en déduit que p(E(|M ™M) 1

Partie IV. Le théoréme de Furstenberg-Kesten
(par Erwan Biland)

y .. 1 2 <
1). Montrer que I'on peut écrire [|¢,] < |Q\] - 1QE - 1Q] - Q-] ot...
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On a ko,n € N*, et n=qko+ 1 avec ¢ € Net r € [0, kg — 1].

Pour i € [1,¢], on pose Q&) = M ko) . pp(iko=1) .. pp(iko—ko+1),

Le ko-uplet aléatoire (M (ho—kot+1) _pr(ko=1) 7o)y suit la méme 101 (produit de kg lois p indépen-
dantes) que (M(l), ooy M(B0=1) M(ko)) et donc la variable aléatoire ka suit la méme loi que Wy, .

On pose R — ppako+r . prakotr—1. Mo+l ayvec la convention R(() ), (et Wg = 1Iy).

Je n’ai pas suivi la notation @, proposée par l’énoncé, car il m’a semblé nécessaire d’expliciter la
dépendance a l’égard de q en vue de la question suivante, ot n varie.

De méme, la variable aléatoire Q&q) suit la méme loi que V...

Par le lemme des coalitions, les variables aléatoires Q,(%),Qr Q(Q) ,Qko ,n ) sont mutuellement
indépendantes.

Par associativité du produit matriciel, on a ¥,, = ,(nq) . Q,(C? e Q,(j)) . Q,(C?.

Par sous-multiplicativité de la norme d’opérateur prouvé plus haut, on obtient I'inégalité demandée.
2). En déduire que, pour tout ¢ > 0, P(Llog ||V, | > ¢(u) + €) 55 0.

Soit € > 0 fixé. Posons ¢/ = ¢/3.

1
D’aprés la question I1.2), on a E[— log ”|\Ilk|||] = L(p).

n—o0

Il existe donc un kg > 1 tel que E[k— log || ¥k, |||} 0(p) + €'. Notons Ey, cette espérance.

Soit n € N* fixé, et g, = [n/ koj rn = N — qpko résultant de la division euclidienne de n par k.

1 kogn i 1
Ona log [, < 20 (L Z oz Q1) + 1 og 1M

1&g ; 1 )
Pour tout w € Q, si o Z T log ]”Q;{JO) (W)l < Bk, + € et p log |QY) ()] < &,
i=1

koqn

B
<Lona —log | Un(w)l < £u) +3¢" = U(n) + ¢

alors, comme

Donc, par passage a I’événement contraire,
1 1 &
P(~log Wl > () +) < P(-- 30 2o 1og QU > Biy +) +2(5 g 10471 > ).
™ i=1

D’une part, par le lemme des coalitions, les variables k: log \HQk) I, pour i € N*, sont indépendantes
identiquement distribuées de méme loi que £ L log || Ty, I-

Cette loi est a support fini donc admet un moment d’ordre 2, et une espérance qu’on a notée Ey,.
Donc, par la loi faible des grands nombres, et comme ¢, == + o0,

11
P> 5 08I > Big +¢) o O
i=1

D’autre part, pour r € [0, kg — 1] fixé, et ¢ € N*, la variable log |||Q£q> || est de méme loi que log ||, ||,
qui est & support fini et admet donc un moment d’ordre 1.

Notons Ej, = max{En log |, ]|I] ; ~ € [0, k:o]]}

Alors, en appliquant I'inégalité de Markov a la variable positive |log H|Q(q" Ill, on obtient

El
P(Lloglle®l><) < 2 oo 0

ng/ n—oo
Par somme de limites et encadrement, on conclut
1
P(loghWall > i) +¢) 5= 0.

On peut s’étonner que l’énoncé demande de prouver un résultat avec une inégalité large, alors qu’il écrit
la convergence en probabilité avec une inégalité stricte. En tout état de cause, on obtient immédiatement
par encadrement
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1
P(—logh¥all > (1) +¢) =z 0.

3). Soit (X,),>1 suite de variables aléatoires a valeurs dans [a,b] telles que E[X,]| ==/ et
Ve >0, P(X, >/{+¢) 55> 0. Montrer que X, — £ _, /.

n—oo
Les variables X, sont bornées donc d’espérances finies. Quitte & remplacer les variables X,, par X, — ¢

(et a,b par a — ¢,b—{) , on peut supposer £ = 0, ce qu'on fera désormais.
Soit € > 0 et § > 0 fixés.

Pour n € N* et o € R* | par la méme méthode que pour I'inégalité de Markov, on prouve la majoration :
E[X,] < —eP(X, < —¢)+aP(—e < X, <a)+bP(X, > a).

En majorant P(—e < X,, < a) par 1, on en déduit

1
P(Xa<—2) < < (—E[Xn] +ta+bP(X, > a)>.

Fixons désormais o = de/3 > 0.

Comme E[X,] === 0 et P(X,, > a) 5.5 0, il existe ny € N* tels que, pour tout n > ng, —E[X,] < «
et bP(X,, > o) < a.

Alors, pour tout n > ng, P(X,, < —¢) < 3a/e = 4.
Ceci prouve que, pour tout € > 0, P(X,, < —¢) -5 0.

n—oo

Or on a déja, pour tout € > 0, P(X,, > ¢) 5,5 0.

n—oo

Donc la suite (X,,)n>1 converge en probabilité vers ¢ = 0.

4). En déduire le théoréme de Furstenberg-Kesten.

On considére la suite de variables aléatoires réelles (2 log 19.ll), -,

D’aprés la question I1.2.a), il existe des constantes a, 8 > 0 telles que, pour tout n > 1, la variable
Llog || W, | est & valeurs dans le segment [log a,log f3].

Par la question II.2.c), on sait que E[% log [|¥n]l] si=s £(1).

n—oo

Enfin, on a montré & la question IV.2) que, pour tout € > 0, P(L log ||, || > €(u) + €) = 0.

n—oo
On peut donc conclure, par la question IV.3), que %log I, I nill;my ().

5). Avec les hypothéses de II1.2.b), on va montrer que ¢(u) < lrilgng[log |9ﬁ,(€1,)€] .

Remarquons que les notations proposées par ’énoncé laissent entendre que les matrices appartenant
au support S sont, non seulement trigonalisables via une méme matrice de passage, mais en fait déja
toutes triangulaires supérieures. C’est 'hypothése que l'on fera dans la suite.
Ainsi, pour tout n € N*, ¥, = M) ...on),
Pour k € [1,d], notons Ej, = E[log ]Emg,)ﬂ] Notons £ = £(p) et m = maX{E’l, ...,Ed}.
Par I'absurde, on suppose ¢ > m. Pour les deux premiéres questions, on fixe d = 2.

5.a). Montrer Liog | x™)_B ¢

-a). que ; log | Xy 5| o £(10)-

- 1 P
Par équivalence des normes, comme en 1.5), on a - log ||V, [|oc —=s £

Or, pour tout n € N*, %log]Xl(g)] < Llog [T | oo-
Donc, pour tout € > 0,

€_|_ < — (—l— —_— .
J4

n—oo

Soit € > 0 fixé. Quitte a le remplacer min{e, _Tm}, on supposera désormais £ < E_Tm.
Par inclusion d’événements, on a pour tout n > 1
1 1 1 1
IP’(— log | X\ < K—s) < IP’(— 10g || |oo < z_g) + IP(— log | X(™] > e_s) + ]P’(— log | X{Y] > e_s)
1
On a déja vu que P(—log Voo < € — 6) = 0.
n

n—o0

Pour k € [1,2], d’aprés la question préliminaire, %log | X ,gnk) | %) Ey.
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Or,commee<% onal—e>m+e> E+e, done P(2 log|X2"2)\ — &) 755 0.

n—o0

Ainsi, par somme de limites et encadrement,

]P’(llog]Xl(g)] <l- g) S

n—oo

Ceci achéve de prouver la convergence en probabilité de L log ]X ] vers £(u).

5.b). Conclure dans le cas d =2

Pour n € N*, on note U,, = M) . op2n—1) ... sm(f+1>. Comme & la question IV.1), la variable 0,
est indépendante et de méme loi que V,,, et Uy, = W, - U,,.

En notant ¥,, = (X(n)) on a X1 = Xﬂ)X( ") —G—Xf Q)Xé 2)

1<4,5<2?
(on remarque que l'ordre des matrices est différent de celui de I’énoncé, ce qui ne change rien).

On commence par prouver deux lemmes.

Lemme 1. Soient (A Jn>1, (Bn)n>1 des suz’tes de variables aléatoires réelles et o, B des réels tels que
AL o et B, —>ﬂ Alors A, + B, -2 _, a4 B et max{A,,B,} - L _, n_mo max{a, 5}.

n—oo n—oo
Pour € > 0 et n € N*, on remarque que
A, —a| <e/2] N [|B,—B] <e/2] C [|[An+ B, —a— 8] <e¢l.
Par passage a I’événement contraire,
P(|An+ B, —a —f| > ¢) < P(|4, —oz|>5/2)+IF’(|B — B >¢/2).

Par somme de limites et encadrement, on obtient A,, + B, W a+ 8.

De méme, on montre que, pour tout € > 0 et tout n € N*,
P(| max{An, By} — max{oz,ﬂ}\ >e) < P(|4, —a| > ¢) + P(|B, — | > ¢),
et on en déduit que max{A,, By} —L__, max{a, 8}.

Lemme 2. Soient (Ap)n>1, (Bn)n>1 des suites de variables aléatoires réelles et o, 5 des réels tels que
An%a et Bn%)ﬁ, SivVn e N, A, < By, alors a < 5.

‘Q

Par I'absurde, on suppose Vn € N, A, < B,, et a > 3. On pose ¢ = O‘g
Alors, pour tout z,y € R, |[z—a| < | et |[y— | < € entraine y < f+¢e < a—e < z. Par la contraposée,
[An, < By] € [| Xy —a] >e]U[|Y, — 5] > ¢], don

1 = PA, < B,) < P(|X,, —al >¢e)+P(|Y, — 8| > e).

Mais le membre de droite de cette inégalité est de limite nulle, donc 1 < 0 : contradiction.

Revenons a la question posée.

Pour tout a,b € R, on a a + b < 2max{a,b}. Donc pour tout n € N*,
X7 < 2max{|X]V XY XD X5 1}

d’ot, par croissance du logarithme,

1 log2 1 1
o log | X?1| < (;g +2max{ log]X H— log]X ’flog‘X H-flog]X(n)\}.
n ’ n

On sait que par a) que le membre de gauche converge en probabilité vers £.
D’aprés le lemme 1, le membre de droite converge en probabilité vers %maX{El + 0,0+ Ey}.

Par le lemme 2 (passage a la «limite en probabilité» dans les inégalités larges), on en déduit
1 l
0 < Smax{By + 6,0+ B} = %

Donc ¢ < m : contradiction.

5.c). Généraliser au cas d > 2

(n)

On note maintenant ¥,, = (Xi(?))lgi,jgda les variables XA 7 étant nulles pour i > j.

Par équivalence des normes, on a toujours %log 15 ]| oo ni;od L.

D’aprés la question IIL.1.c), on a L log p(¥ )n;ioa m.

Or, pour tout n € N*, Llog p(¥,,) < Llog ||¥y|oc-
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Donc, par le lemme 2 ci-dessus, m < /.

En reprenant les calculs de la question I.3.c) pour n = d, on obtient, pour Ay, ..., Az € My(C),

< 491, . dil_
[Ar-e Adlloo < d*" - max p(Ay) (lrgggd\\AkHoo)

Comme a la question précédente, pour n € N*, on construit d copies indépendantes \IJS), - \If%d) de
U, telles que
T

En appliquant 'inégalité ci-dessus et en passant au logarithme, on obtient alors

1 (d—1)logd 1 1 i d—1 1
il < - - (k) - (k) )
- 10g || Wanlloo < g g max (Clog p(¥37)) + ——— max (~log |7 )
d—1
Par les lemmes 1 et 2, comme & la question précédente, on en déduit £ < 0 + gm + Tﬁ.

Ainsi £ < m, et par antisymétrie £ = m, ce qu’il fallait démontrer.
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