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Partie |

1)a) Supposons que z’(s) = 0. Alors x est solution du probléme de Cauchy

z(s)=2"(s) = 0
2'(s) = 0
2 —px = 0

sur [0, 1], mais également sur R tout entier. Ce probléme admet d'aprés le théoréme
de Cauchy-Lipschitz une unique solution maximale et 0 est une autre solution. Par
conséquent x est la fonction nulle, ce qui contredit |'énoncé.

1)b) Supposons que Z ne soit pas un ensemble fini. Alors il existe une suite (s;,)
d’éléments de [0,1] qui annulent = et =, mais pas 2’ d'aprés le 1)a). Cette suite
est bornée donc admet une sous-suite non constante (s4(,)) que nous continuerons
d’appeler (s,,), qui converge vers un réel s € [0,1], d'aprés le théoréme de Bolzano-
Weierstrass.

En utilisant la continuité de z, il vient z(s) = 0, c'est-a-dire que s € Z. Or, x est
dérivable en s et

(s) = tim TG g2
n—o00 S — Sp, n—oo

va 3 |'encontre du 1)a). Donc | Z| < oo

2)a) w est une fonction dérivable sur R comme somme et produits de fonctions
C" et pour tout réel t, on a

w'(t) =y (O)z'(t) +y(t)z"(t) —y"[O)x(t) -y ()" (¢)
= yO)" () —y"(t)=(t)
= y(Opt)z(t) — q()y(t)x(t)
= z@)y(®) (p(t) — ¢(1))

Puisque p > ¢ sur [0,1], w’ > 0 sur [0,1], donc w est strictement croissante sur
[0,1], et comme aji1 > aj, on a bien w(aj+1) > w(a;).
La fonction z s’annulant en chaque a;, cette inégalité équivaut a y(a;j+1)2’ (a;+1) > y(a;)z’(a;).

Or, comme au 1)b), 2/(a;) = hlir& 2la; +h)
o

" . x(ajp1+h

positif alors que z'(a;41) = lim M
h—0—

La fonction y étant strictement positive, I'inégalité stricte sur w est absurde.

est un réel (strictement d’aprés 1)a))

est un réel (strictement) négatif.

2)b) Supposons que y soit de signe constant et strict sur Ja;, a;41[. Alors quitte
a recommencer le 2) avec —z et/ou —y (qui sont également solutions de (1) et
(3))., nous retombons dans la situation du 2)a), qui méne & une contradiction. Par
conséquent, y s'annule sur Ja;, a;1].



Partie Il

3)a) f est continue donc ¢ est de classe C' comme produit d'une primitive de
fonction continue et d'une fonction exponentielle et pour tout ¢ € [0, 77,

0 = (oo f t Fss) +05(0))
betb (f(t) - (a+ b/otf(s)ds>>

est de signe négatif. Donc ¢ est décroissante, donc pour tout ¢t € [0, T,

¢
t)<a+ b/ f(s)ds = ep(t) < ep(0) = ae'®
0

3)b) La fonction X est C' et le théoréme fondamental de I'analyse et I'inégalité
triangulaire donnent pour tout ¢ € [0, 7],

[X() —XO) < '(s)ds
0
t
< [xelas
Ot
< /a+b||X(s)||ds
0
< at—i—b/ 1 ()|l ds
< aT+b/ 1% ()|l ds

t

Drou [|X(#)[] < [[X(0)]] +aT+b/O X (s)l|ds.

En adaptant la preuve du lemme de Gronwall démontré au 3)a) a I'intervalle [T, 7]
et en majorant €% par e’l*l, on obtient I'inégalité demandée.

4) Soit (A, B) € My m(R) x My p(R). Le produit AB est bien défini et

IAB|| < sup ZZ [ Aij|1Bj
1<iKN e 1] 1
< sup Z |A; 5 Z | Bj.k] (sommes finies & T.P, Fubini-Tonelli)
1<iKN
R,_/
< Sup Z -
Ik
M P
< sup Z |A sup Z | Bj k| (le sup sur j ne dépend pas de 7)
<< \ 1<j<m \ i

N
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5) Soit A € R. X est C'' comme vecteur de composantes C'*. Moins directe-
ment, on peut aussi voir que pour tous réels t, s,

X2 () =X (s)l| = max (Jza(t) — zA(s)], |23 (1) — 25 (s)]) < [wa(t)—2a(s)|+]) (1)

tend vers 0 lorsque s tend vers t (par continuité de x et z\ en t), ce qui prouve
la continuité de X en t. De méme, X} s'obtient en dérivant chaque composante
(parce que continuité de I'addition et de la multiplication par un scalaire + linéarité)
et la continuité de z/\ et 2% en t permet de conclure au méme résultat sur X}. D'ol
X, € Ct.

) L 0 1 e
En posant pour tous réels A et ¢, Ay(t) := (p(t) Y 0>, on définit pour les

mémes raisons une fonction continue en ses deux variables et telle que

X.ll('Q) = A'1('2) : X‘l('2)

6) Pour tous (\,t) € [-R, R]?,
[AX@OI =1V [p(t) = Al S T+ A+ []pllc T+ R+ |[pllec <00

parce que p est une fonction continue, donc bornée sur [—R, R]. ¢ est bien défini.
Ol = [AX@)XA O] < el Xa@)]].
En appliquant 3)b) avec X = X, T =R, a=0et b=, il vient

XA ()] < [|XA(0)[|e!

C'est effectivement I'inégalité cherchée parce que X, (0) = (I,)‘(O)) = (2) est de

35,\(0)
norme 1.
7)a)
1% () - Xa(s)l| < / X (u)du
< / X (w) | d
< [ Iz @i
< C/ c|u\du
ot
< cf eFdu car |u| < [t|V]s|< Retc>=0
< ceCSR|t — s

7)b) X = X, — X, est C' et

XA = [AN@O) XA () — (t)Xu()H
= [[A@)(Xa(t) - ()) (Ax(1) = Au () XL (1]
S IAGIIXAE = Xu @O + |4 = A O X @]
< XN+ A= plec dapres 6)

/

-z

()]



D’ou d'aprés 3)b),
X < (0+][A—ple”™ x R) x
< Re*FA - pf
7)c) Soit € > 0. Soit R = R(¢) > 0. Soit (A, i1, s,t) € [-R, R]*. En combinant
7)a) et 7)b) on a

12X, 1) — D(p, s)

[ XA(2) = Xpu(s)]]

[ XA(8) = X (t) + X (t) — X ()|

[ X2 (t) = Xp ()| + [| X (¢ ) XM(S)H
Re2°R|\ — ,u| + ceBlt — s

max(Re?E ce®) max(|t — s|, |\ — p)

(- )
o (- () |

avec K (R) une constante positive ne dépendant que de R et donc, que de «.

NN NN

max(Re2R cecR)

N

En particulier quand (A, ¢) et (u,s) sont proches a n(e) = prés, leurs images

5
K(e)
par ® sont proches a ¢ prés. D'ou la continuité de ® partout sur R.

8)a) p est continue donc uniformément continue sur [— R, R] d’aprés le théoréme
de Heine, donc a un module de continuité croissant qui tend vers 0 en 0.
Preuve de I'assertion : Soit € > 0. Soit w la fonction définie sur R par

w(z) := sup{|p(t) — p(s)| : [t — s| < x}

Fonction bien définie car I'ensemble {|p(t) — p(s)| : |t — s| < x} est une partie non
vide et majorée de R. On a clairement |'inégalité souhaitée, puisque pour tous t, s,
[t — s| < |t — s]| est vrai et donc w(|t — s|) majore |p(t) — p(s)].

w est aussi clairement croissante puisque si z < y, alors

{lp(t) = p(s)| = [t — sl <} S{Ip(t) —p(s)] : |t — | <y}

et donc w(z) < w(y).

w tend bien vers 0 en 0 puisque si ¢ > 0, par uniforme continuité il existe
n(e) > 0 tq pour tous z,y € [-R, R] tq |z —y| < n(e), |p(z) — p(y)| < e. Dit
autrement, sup{|p(z) — p(y)| : |z — y| < n} < &, ou encore, w(n) < €. Comme w
est croissante, pour tout r < 7, on aura w(r) < w(n) < € et donc w tend vers 0.

Enfin, la continuité est une conséquence de la sous-additivité de w. On a en effet
pour tous z, h € Ry I'inégalité w(x + h) < w(z) + w(h), et donc (croissance)

lw(x +h) —w@)| =w(@+h) —w() <wh) —0

h—0t

et de méme |w(z) — w(z — h)| < w(h) —— 0.
h—0+



La preuve de la sous-additivité tient en quelques lignes

n xt + hs (s)
p T+ h b(s

w(@+h) = sup  |p(t) — p(s)]

[t—s|<z+h
xt + hs>

< sup ‘p(t) -p (
h [t—s|<z+h r+h
<

w(h) + w(x)

8)b) Soient A, s,t € [-R, R],

[XA () — Xa(s) = (t = ) Ax(s) XA (s)]]

[4&() AN(8) X (5)du

< [ IX5 ) ~ Ax(5) X5
< [ 1@ )~ 436X ()
< / [[Ax(u) (Xa(u) = Xx(5)) + (Ax(u) — Ax(s)) Xa(s)[|du
< cPeclt t |lu — s|du + t Ip(u) — p(s)|e“Tdu
2 R(é_ 5)? R /f
< cfef TJreC i w(|u — s|)du
< ek (t 28) + e“Bu(|t — s|)|t — s (w croissante)
< o]t —sf)

2 (x(7

2
r
ol a(r) :==c eCRE + e“Brw(r) définit une fonction continue tq o) 0

8)c) Soient t,\,u € [-R,R]. X = X — X, — (A — p)Y}, est dérivable et

X'(t) = X3(t) - X, () = (A= YD)
= AOXA() — ADXu(0) = (3= WA OV (0) — (Ar(0) — A1) X, (D)
= AOXA(#) = Xpu(t) = (A = ) Au(t)Y,(t)
= (Ax(t) = Au(0) (XA () = Xpu (1)) + Ap(t DX () - Xu(t) = (A = p)Yu(®))
= Au(O)X (1) + (Ax(t) — Au(®) (XA () — X, (1))

D'on I'on déduit

X @O < el XN+ [1ANE) = A @[ XA(E) = X (@]
< el XN+ A= plRe*FA — pl

Le 3)b) implique alors || X (¢)|| < (0 + |A — u|>R2e2F)ecF < RZe3°F |\ — p)?

8)d) En combinant ces inégalités de 8) et en notant r =t —seth=A—p

B+ hys 4 1) = B, s) — WYuls) — rAL)Xu(s) = Xalt) = Xols) = (A= j)¥u(s) — (¢ — ) Au(5) X (5
= Xa(t) - Xa(s) — (¢ — $)4,(5)Xu(s)
£ X3(3) = Xulo) = (L= 0T, ()
= (0~ X(0) = (1= )M E X
FXa(8) — Xou(s) — (A~ ) Y,(s)
1S (AN KA (3) — A3 Xu(5)



En passant 3 la norme et a I'inégalité triangulaire, le premier terme est un o(|r|)
continu, le second est un o(|h|), et le troisieme est un o(|r|) et un o(|k|) a la fois
puisque

1ANXx = Au X[ () = (Ax = A) X+ Au(Xn = X, (5) < [R](e° + cRe*™)

Vu que la norme choisie est ||(z,y)|| = max(|z|, |y|), le tout est un o(]|(h,7)||).
Par conséquent @ est différentiable partout et

d(I)(/,[,’ S)(h’a T) = v¢(:u/7 S) : (h,?”) = (YH(S)aXL(S)) . (h,?")
9) Soient t, A\ € R. On a en fait By = Ax(t) — Aop(t). Donc on a aussi

X4(t) = AN X (t) = BxXa(t) + Ao () Xa(t) = BaXa(t) + (p(t)gx(t))

D’abord, notons que I'exponentielle de B) est toujours bien définie et relativement
facile a calculer car B est nilpotente en A = 0 (et son exponentielle en est une
fonction affine), et diagonalisable (sur C) partout ailleurs (2 valeurs propres dis-
tinctes en dimension 2).

Supposons que A = 0 Alors B3 = 0 et

o (O < (0= (3 ) (0) = (%)

pour tout . On a aussi en faisant une IPP

t+/0 (t — s)p(s)zo(s)ds = t+/0 (t — s)z((s)ds t

= t+t(zh(t) —1) —tab(t) + | 2/(s)ds

0
= (1 —xz((t) + t(zh(t) — 1) +ao(t) — 0
= zo(t)
et de méme
t
1 +/ p(s)xo(s)ds = 1+zp(t) —1
0
= (1)
donc I'équation est vérifiée dans le cas A = 0.
On suppose maintenant que A # 0. On peut calculer que B = —\Id, donc

B/Q\n = (=\)"Id et B/Q\”Jrl = (=A\)"B, pour tout n. Par conséquent,

— thB¥
k!

k=0

o0 t2k+1B§k+1 N o0 tQkB?\k

— (2k+1)! & (2h)

0 t2k+1(_)\)k > t2k(_/\)k

- Y "V g 4
kzo 2k 1 1) ”; 20!

exp(tBy) =

=: wu(t,\)Bx +v(t,\)Id



K 0 o (ult,N) b lu(t—s,0)
exp(tB,) (1) —|—/0 exp((t — s)By) (p(s)ac,\(s)> ds = v(t,A)) +/0 (v(t _ 3’)\)) p(s)xa(s)ds
 Qult ) F @A) % pea) (1)
v(t, A) + (v, A) * pra)(t)
_. (&)
a wA(t))

ol f * g désigne le produit de convolution de deux fonctions f et g. Ce produit
de convolution de pz) par une fonction intégrable C*° permet de régulariser (en
temps) la fonction résultante et la rend dérivable (preuve : calculer le taux d'ac-
croissement (en faisant attention aux bornes d'intégration!) 4+ un théoréme ou une
majoration pour passer a la limite; ou bien écrire sin(t — s) = sin((t — 1) + (1 —s))
et utiliser une formule trigonométrique pour reconnaitre des produits de fonctions
C'; ou attendre la question 18)a)) et on a en particulier (u * pzy)’ = (v’ * pzy).

. . . N . u [N /
Or, on voit aussi clairement a leurs expressions que i v, d'o 2 () = w(¢).

Puisque par ailleurs I'équation intégrale prend la valeur 1) en t = 0, le vecteur

ZX TS A p . .ers . A .
Zy = I vérifie la méme équation différentielle que X avec la méme condition

A
initiale. On en déduit, par le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, que X = Z,, ce qu'il
fallait démontrer.

10)a) Dans le cas A > 0, on va pouvoir exprimer u en fonction de /A puis
identifier un développement en série entiére usuel (celui du sinus) pour voir qu'on

a en fait u(t, \) = sm(\/\gt) Soit t € R
O L2k+1(_ \\k
aty) = LM
2 @2k 1 1)!
_ > t2k+1(_1)kﬁ2k
2 2k 1)l
1 & t2k+1(71)kﬁ2k+1
T W& 2kt

L'égalité qu'il est demandé de prouver est simplement la premiére ligne de I'équa-
tion du 9).

: . 1 '
10)b) On majore |sin | par 1 et |p| par [|p[|oc,j0,1]  [2a] < \?/\+||p||00,[071] / |zA(s)|ds.
0

Une nouvelle utilisation du lemme de Gronwall, sur [0, 1], produit alors I'inégalité
demandée.



Partie Il

11) Soit A € R. On notera z, = 2" et z, = 27
Notons m = Z,(\) et ap =0 < a1 < --- < a, les m+1 zéros de x,, sur [0,1] (on
suppose ici implicitement que z,, s'annule au moins une fois en dehors de zéro : si
ce n'est pas le cas, I'inégalité 0 < Z,;(\) est tautologique).
Nous sommes dans la configuration de la question 2), dont la conclusion est que
pour tout j, il existe b; €la;, a;41[ tel que x4(b;) = 0. Alors x, a au moins m zéros
non nuls distincts, c'est-a-dire que Z,(\) = m < Z,(\).

Soit 41 > A. On utilisera les notations z;” = (p—A)a'" et 25'¥ = (g—\)2{?.

@ = (p— ,u)xg\q). Les condi-

tions initiales ne changeant jamais, on a donc xf\q) = xff)). D’aprés ce qui précéde,

xELp) _ g\q)

Lorsque ¢ = p+ A — p, on a ¢ < psur [0,1] et xl/\'

s'annule plus de fois que xf\p) sur [0, 1], c'est-a-dire Z,(\) < Z,(p).

Supposons maintenant que x, s'annule en 1. La croissance de Z, donne déja
I'inégalité Z,(u) = Z,(N). Il s'agit de montrer qu'elle est stricte. En reprenant les
notations précédentes, la fonction Q = p— p est strictement inférieure 8 P = p— \.
Nous avions conclu que Z,(\) zéros distincts de x,, = g se trouvaient dans des
intervalles Ja;, a;11[. Aucun de ces zéros ne peut étre égal a 1, sinon 1 €a;, a;11[C
10, 1[. Alors xg posséde m zéros en plus de 1, ce qui fait au moins m + 1 zéros au
total et donc Z,(u) > Z,(\) +1

12) Notons p I'unique valeur prise par A — p. Il s'agit d'un réel non forcément
positif, il faut donc distinguer trois cas.
Premiérement, si ;1 = 0, =, est une fonction affine (parce que de dérivée seconde
nulle), d'ordonnée a I'origine nulle et de pente 1. Cest I'identité, et elle ne s’annule
pas sur ]0,1] : Z,(A) =0.

Si < 0, notre équation différentielle du second ordre est de discriminant
A(X? +p) = —4p > 0. En notant r1 o = +/—p = +4/p — X, la solution générale
s'écrit z,(t) = Aexp(rit) + Bexp(rat).

En injectant les conditions z,(0) = 0 et z;,(0) = 1, on trouve A+ B = 0 et

1 1
Ari+Bro=1,i.e A— B= ——. On en déduit A = ——— puis
1 2 = SN
1
x,(t) = sinh(y/—put
»(t) = (V—nt)

qui ne s'annule |a encore qu'en 0 : Z,(\) = 0.

Si g > 0 le discriminant est cette fois négatif et les racines du discriminant
sont les complexes conjugués imaginaires purs r1 2 = 4i,/p. On aura donc une
expression de la forme x,(t) = Acos(y/ut) + Bsin(y/pt). Les conditions initiales
imposent A =0 et B,/pi = 1, d’ou finalement

1.
p(t) = N/ sin(y/ut)

ce qui ressemble beaucoup a ce qui a été trouvé dans I'équation 10)a). Cette fonc-

L , . T , .

tion s'annule en tout t réel tel que \/ut = km, k€ Z,iet € TZ. Les zéros qui
]



nous intéressent sont en nombre Z,(\) = |ZN]0, 4]\ = {QJ +1-1= {%J

13)a) p est continue sur le compact [0,1], donc est bornée (et atteint ses bornes)
en vertu du théoréme de Heine. D'oll la bonne définition de p, et p_.
On applique ensuite les résultats du 12) avec p = p_, et ¢ < 0. On obtient
Zy (M) = 0. On n’a pas p— < p, puisque I'inf est atteint, mais si c'était le cas,
on pourrait utiliser le premier résultat de 11) pour avoir Z,(A) < Z, (A) = 0.
On peut cependant contourner cette difficulté en faisant appel a la caractérisation
séquentielle/epsilonesque de la borne inf.
Soit € > 0. Il existe p. tq p. —¢ < p— < p. Alors Z,(\) < Z,__.(X). Puisque p. —¢
tend vers p_ > X, on a pour € assez petit, p. —e > A. On tombe alors dans le cas
te < 0 du 12).
On en déduit que Z,(A) < Zp.—(A) = 0.

Supposons maintenant que A > p_. Alors A+ 1 > p_ +1 > p_. Une nou-
velle utilisation des résultats du 12) avec p = A+ 1 — p_ > 0 nous apprend que

Z, (A+1) = VWJ

s
Reprenons maintenant notre approximation p. ac préesdep_.Onap. —e < p_ < p.
Alors Z,,(A+1) < Z,__.(A+1). Pour ¢ assez petit on aura cette fois p. —¢ < A+1
donc

A4+1—p A+1—pe
Zpeg()\+1):{\/ +1-p +€J<\/ +1—p-+e

T T
En faisant tendre € vers 0, on trouve

. VA+1—p. VA+FL—p_
Zp(A+1) < limsup + pe e _ tl-p

e—0 Q i

Mais Z,(A + 1) est entier, d'ot I'on déduit Z,(A+1) < {V/\trlp , et enfin, par

s

croissance de Z,, que Z,(\) < Z,(A+1) < {“\H_Z)J =27, (A+1).

Ainsi qu'attendu.

13)b) Si A =1+ p4, I'inégalité est triviale puisque Z,, est a valeurs positives.
On peut donc supposer A > 1+ py > p. Dans ce cas, on a facilement

Z,(N) > Zisp, (\) = { - <1+p+>J _ {mJ _,

(A-1)

J
T T P+

Supposons maintenant que x(1) = 0. A nouveau, si A = 1 +p,, I'inégalité est
triviale puisque Z,(A\) > 1 (parce que 1 € Z(xy)). On supposera A > 1+ py.

Nous allons pouvoir appliquer le dernier résultat du 11) avec un certain € assez
petit, u < A et A < XA — 1+ ¢, pour en déduire que

Z,\) = Z,(A—1+¢)+1
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Pour ce faire, on approxime py par p. tel que p. — e < pe. < py < €+ pe, de
sorte que p < pr < e+ p. < A—1+¢e < A, ce qui est parfaitement possible grace
a l'inégalité stricte mais nécessite de prendre ¢ assez petit pour étre assez proche
de p4 pour pouvoir coincer p. + € entre p; et A — 1. On aura alors

™

A—1-—
2, > ZyA~142) 41> Zp oA~ 142) + 1= {%JH

On remarquera que puisque p. < p4, on a toujours A —1—p. > A —1—p,.
La fonction partie entiére étant continue a droite, on en déduit enfin que

Zy(N) = {MJ +1

™

tit1—t

14)a) N'importe quel 0 < ¢ < min | 1 — ¢;, min j) satisfait par construc-
J

tion la condition (1). Un tel € existe forcément puisqu’aucun intervalle |¢;,¢;41[ n'est
vide et si t < 1, alors 1 — ¢, > 0 et donc il existe (une infinité de) 0 < & < 1 — .

® est continue donc pour tout t et pour tout €1 > 0, il existe 777 > 0 tel que

A= ul =10 = ol <m = { OOl < o

On fixe €1 > 0 et on choisit A satisfaisant a |\ — u| < n1.

Pour tout t € A, |z}, ()] < |2\ ()] + |2, (t) — 2\ ()] < &1 + |z} (1)]
On a aussi pour tout j, via I'inégalité des accroissements finis

|2, (8)] < |2, (O] + [, (8) — 2, ()] < |2, ()] + elz]+
Or, aucun z/,(t;) n'est nul en vertu de 1)a), donc A, := sup |z/,(t;)| > 0. De
J
3, on déduit |z},(t)] > A, — elzy|+, puis
250 = Ay —elaj]s —
Ce minorant est une quantité strictement positive pour € et €1 assez petits.

Prenons maintenant ¢t € B.. Comme précédemment, pour tout 5 > 0, il existe
n2 > 0tel que [A—p| < e = |2x(t) —2,(t)] < €2. On se donne de tels 2,72, A.
Alors I'inégalité triangulaire (inversée) s'écrit

[ZA ()] = |2, ()] = zu(t) — 2 (@)] = |zu(t)] — &2
On peut écrire
B.=le,t1 —e]U[t1 +e,ta —e]U---Ultg +¢,1]

certains intervalles pouvant étre vides en |'état, mais ce ne sera pas le cas pour
€ assez petit (parce que R est séparé). Le seul intervalle qui peut &tre vide en toute
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circonstance est [t;+¢, 1], lorsque t; = 1. On prendra dans la suite de ce paragraphe
la convention inf (§ = 4-00.

Sur chaque intervalle non vide, |z,| est bornée et son minimum est atteint
(théoréeme de Heine). Cette borne inf n'est jamais égale a zéro, sinon on trouverait
un nouveau zéro de z, strictement situé entre deux zéros consécutifs. Avec la
convention citée plus haut, on peut donc sans crainte définir

0 :=inf{|z,(t)] : t € B:}

et cet inf est strictement supérieur & zéro, comme minimum d’un nombre fini de
réels strictement positifs et de +0o dont I'un au moins n'est pas infini.
On aura alors
[ZA()] = [au(t)] —e2 2 6 — &2

avec un minorant qui est une fois encore strictement positif pour peu que ¢ et e2
soient assez petits.

Pour satisfaire les conditions requises, on prendra donc
- €,e1,€2 assez petits pour satisfaire (1) et la stricte positivité (et bonne
définition) des minorants

— 6 < min(ny,n2)
- n <min (A, —elz) |y —e1,6 —e2)

14)b) Si x possédait deux zéros a < b dans | min(0,t; — €), max(t; + ¢,1)],
d’aprés le théoréme de Rolle, il existerait ¢ €]a, b] tel que z\ (¢) = 0. On aurait donc
trouvé un ¢ € A tel que |z (c)| < 1, malgré le fait que |X — p| < 6. Absurde.

La condition (2) impose a tous les zéros de x de se trouver dans le complé-
mentaire de B. (distance strictement inférieure a € d'un ¢;), sans quoi on trouverait
0 = |zx(t)] = n > 0. On sait par ailleurs grace a (1) que les intervalles |t; —¢,t; +¢|
sont deux a deux disjoints parce que pour tous deux indices n < m,

m—1
[t — tn] = tm —tn = > _ tig1 —t; > 2(m—n)e
= 5o

et donc |(tm —¢) — (tn+€)| = |[tm —tn — 26| 2 |[tm —tn] — 26 2 2(m—n—1)e
est strictement positive, sauf si m = n + 1. Mais dans ce cas, il est impossible
que l'intersection soit non vide, sinon ¢, —e < t; + € donne t;4; —t; < 2¢ qui
contredit la condition (1).

En tout cas, cela laisse le choix & un zéro non nul de z, de tomber soit dans
10,¢[, soit dans un |t; —e,t; +¢[ (t; < 1), soit éventuellement dans |1 — ¢, 1] si
t, = 1. D'aprés ce qui précéde, deux zéros ne peuvent pas tomber dans le méme
intervalle, ce qui exclut d'office |0,e[ des possibilités (0 y est déja). Le principe
des tiroirs implique que Z,(\) < k = Z,(u1). Le résultat que nous allons montrer
maintenant implique, lui, que Z,(\) > Z,(u) — 1.

Considérons t; ¢ {0,1}. Si x ne s'annule pas sur R, =|t; —¢,t; + €[, alors
xx(t; —€) et xx(t; +¢) sont de méme signe (sinon par le TVI, ) s'annulerait entre



12

les deux). Le signe est strict puisque ce ne sont pas des zéros de x) (parce qu'ils
sont a distance supérieure a € de t; : 14)a)(2)). Par conséquent, il existe 1y > 0
tel que |zx| > 7o sur R.. Au contraire, par continuité de z,,, il existe R assez petit

tel que la restriction de =, a Jr =]t; — R, t;+ R| vérifie |z, | < 1 Sur cet intervalle.

Or, nous savons depuis 7)b) que |z — z,| < | X\ — X,,| < ReQCRM — p| < Re?Eo.
Il suffit donc de choisir R assez petit pour que Re2¢%H < % pour conclure que

|za] < |zp|+]zx — 4] < no. Contradiction. On a donc montré que z s’annule sur
tous les R. au moins un fois (donc exactement une). Cela montre comme annoncé
que Z,(A) = Zp(p) —

14)c) On a vu au 14)b) que Z,(A\) < Z,(u). Puisque z,(1) # 0, ti, < 1 et
donc les k intervalles |t; —e,t; + € regoivent tous un zéro distinct de x, d’od
Zy(N) 2 k= Z,(u) et I'égalité demandee

14)d) Si A > p, on a toujours Z,(A\) > Z,(u) par croissance de Z,. L'inégalité
Zp(A) < Zp(p) a été démontrée au 14)b).

Supposons que A < p et z,(1) =0.Ona Z,(\) > Z,(p) — 1 par 14)b)
L'autre inégalité est prouvée depuis question 11) Zp(p) = Zp(N) +

15) L’inclusion C est triviale. Montrons I'inclusion réciproque.

On a déja vu que si A < p_, alors Z,(X) = 0 donc la valeur n = 0 est atteinte
pour A = p_ — 1 par exemple.
Soit n > 1 un entier. Par 13)b), pour tout A > 1+ p,, on aura

VHHDJ S 2,00 > {MJ

s s

Pour A = 72n2% 4+ 1 4 p4, le membre de droite est entier et égal a n, et si
A =7m2(n+1)2—=1+p_ celui de gauche est égal a n+1. Il existe des réels entre ces
deux bornes si et seulement si leur différence est strictement positive, c'est-a-dire si
et seulement si 72(2n + 1) > 2+ p. — p_. Le résultat cherché est donc vrai pour
tout n assez grand.

Si py et p_ sont tels que cela est vérifié pour n = 1, alors le résultat est
démontré.
Sinon, donnons-nous un tel entier et un réel u tel que Z,(u) = n. Nous allons
montrer qu’il est possible de trouver un réel ot Z, vaut n — 1. Posons

o c=inf{z <p:n—-1<Z,(x) <n}

Cette définition fait sens puisque I'ensemble dont on prend I'inf est non vide
(contient ) et minoré par p_ — 1 (parce que Z, y vaut 0). Nous sommes en outre
certains que Z,(p+) < n, puisque . < p et Z, est croissante.

Si Z,(ps) = n— 1 alors il n'y a rien & démontrer. Supposons que Z,(u.) = n.
Approximons, suivant 14), notre . par un A, < p. tel que |u. — Ai| < 0.

On constate alors qu'il est impossible que x,, (1) # 0, sinon 14)c) nous dit que
Zp(As) = Zp(p+), ce qui contredit la minimalité de p,.. On a donc z,, (1) =0 et
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14)d) implique Z,(\s) = Zp(ps) — 1 =n — 1.

Par récurrence descendante finie immédiate, I'inclusion réciproque est démon-
trée.

16)a) Pour tout k > 1, I'ensemble Ay := {\: Z,(\) = k — 1} est une partie
de R non vide (question 15) : Vn, 3\ : Z,(A) = n), et majorée. En effet, il existe p
tel que Z,(u) = k. Or, il est impossible qu'un A € Ay, soit plus grand que (i, sinon
la croissance de Z, implique k —1 = Z,(\) > Z,(u) = k. Alors sup Ay, existe dans
R et (\x) est bien définie.

Pour tout k, la caractérisation séquentielle/epsilon du sup nous autorise a ap-
proximer pour tout € > 0 le réel A\ par A\ip(e) < A tel que A — \p(e) < € et
Zy(Ak(e)) =k — 1. On aura donc

k—1=Z,(0() < Z(W)

On notera aussi By := {\ : Z,(A\) < k — 1}. C'est une suite d'ensembles non
vides et majorée et on a par ailleurs Apr1 > A pour tout A € By. En effet, si ce
n'était pas le cas, on aurait k < Z,(M\ip11) < Z,(A) < k — 1 pour un certain A.
Mais A, C By, donc

A =sup Ay, < sup By < Apyqr

D'ou la croissance de la suite (Ag).

Soit enfin A > 0 un réel. Notons a = [A] sa partie entiére supérieure. Alors
Aat1 = a = A et cela reste vrai pour tout k£ > a + 1 grace a la croissance. D'ou la
tendance de la suite () vers I'infini.

16)b) On fait la méme chose qu’au 15). On approxime A; a 6 prés par un
A > A, On voit alors (14)d)) qu'il est impossible que Z,(A\;) = k — 1 sinon
Zy(Ak) = Z,(A) et on contredit la maximalité de Ax. Ceci prouve que Z,(\g) > k.
Inversement, il existe A € R tq Z,(\) = k. Ce A majore tous les z tq Z,(z) = k—1
(sinon k < k — 1), donc aussi leur sup qui est \x, et on aura donc nécessairement
Z,(Ak) < Zp(A) = k. D'oit Zy(\i) = k

Enfin, approximons une derniére fois Ay par Aix(ex) < Ax comme au 16)a)
avec un € > 0 de sorte a &tre dans les conditions de la question 14). Si on avait
zx, (1) # 0, le 14)d) donnerait Z,(\x) = Zp(Ak(er)) = k — 1. Absurde.

17)a) On reprend les résultats du 13)a) pour la majoration et du 13)b) pour la
minoration. On applique avec A = \; de sorte que Z,(\x) =k

VM —1—py VA +1—p_
{M prene | VT
™

™

ouencore : p_ — 1< A\ —m2k2 < 1+ p,.

17)b) On en déduit que A\, = m2k? + uy, avec u, = O(1), puis
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VAL =7k = /m2k2 —|— uk —nk

= 7k (\/1+ %= —1)

= k(14 2 +0 () - )
= WkO( 3

= oY)

17)c) N(\) est toujours fini parce que (Ax) n'est pas majorée et comme (\y)
est croissante, N(A) = sup{k : Ay < A} = sup{k < Z,(A) : A\p < A} < Z,(N).
D’ailleurs il est aussi vrai que N(A) = min{k : Ay > A} — 1 =min{k > Z,(A) : \p > A} —1
et cela montre au passage que N(A) ~ Z,(\) tend vers l'infini.

Mais surtout, I'inégalité Ay () < A < An(r)41 conduit a

Avey A vy (V) 1)
mN(A)?2 T mZN(A)2 T w2(N(A) +1)2 N(A\)2
Dot 72N (A)% ~ X puis N()) ~ Q
T

Partie IV

18)a) L'opérateur I est correctement défini puisque pour toute f continue,
S\pf est également continue, donc intégrable sur [0,1]. Ix(f) € C°([0,1]) parce
que pour tous h,t € R x [0,1] tq t + h € [0, 1],

(It +h) = @) =

> Z,(0) — 1

t t+h
/0 (SA(t+h—s)—S\(t—s))p(s)f(s)ds + /75 1S\ (t+ h — s)p(s)f(s)ds

t t+h
< prnoo/ |Sx(t+h—5)—sx(t—3)\d5+||Pf||oo/ Sx(t+ h — 5)|ds
0 t N—
<V |t+h—s—(t—s)|<V AR <1
< NpFlloa VAR X t+ [pf ool

tend vers 0 lorsque h tend vers 0.
La linéarité de I, découle de celle de I'intégrale : Vf, g € C°([0,1]),Va,b € R,

/SA (-—s)p(s)(af+bg)(s S—a/ Sx(-—s)p ds+b/ Sx(-—s)p(s)g(s)ds

Montrons maintenant que I est continue. Soient f, g € C°([0,1]). Soit ¢ € [0, 1]

BOO-BE0O < [ [50-9) CYGUICINHOREOTE

<\|pum <Hf gl
< Hp||oo||f gHoo
< plloollf = 9l
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d'otn [[1x(f) = Ix(9)llec < [Pllocllf = 9glloo et K = [|plloc convient.

n

3 1 H(Sy) = I(zy) L () Sy LT (@)

N \/Xn-i-l =T ﬁ - \/Xn+1

j+1
A

Jj=1

On en déduit que

1 1 ;
Tpa = &y ——=S\— Y —I(Sy
T Ly R
I (xy)
= T

_ _ o llploe
est une fonction continue. Aussi, puisque || < %e < Lelllle on a

S

aussi |1y (zy)| < %e”p”w et par récurrence immédiate |1} (2))| < Kgle”p”m
et enfin
\/_"+2 n+1
A raal) = VA ()]
< K”J"le‘lp”m
< G,

ou C,, = K"tlelPll Ce qu'il fallait déemontrer.

18)c) D'aprés 16)b), x», (1) = 0. On applique ensuite le 18)b) avec n =1 et
A = Ag au point t = 1. La quantité qu'on demande de borner s’écrit

1 1 &
E3 | ——=8), (1) 4+ — 1, (Sx, ) (1) = k2|0 — ry, (1)] < K3
mA() N e (Sx0 () 10 =712, (D) Wov
3
Mais v/ ~ ()3, donc r s ~ 73 =0(1), dou le résultat.
Ak

18)d) sin(v/A;) = sin(mk+ey,) = cos(wk) sin(ey ) +sin(mk) cos(ex) = (—1)F sin(ey),
ce qui permet d'effectuer un DL/DA lorsque k — oo, puisque € = o(1)
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kg(_l)ksin\//\k _ 3 sin gy,
VA 7TI§+5k
k 3
- e X (Ek_%+0g5%))
1 k 1
= " €k — K o(k’<})
k4 & nk+4+¢e, 6 Tk + e~~~
-0 =0(1)
=0(1)
k3 1 k3
= o) =—- — — k24K O(1
7Tk+€k5k+ (1) ﬂzk(kJrsk/W + >+ (1)
1 1 k Ek/’ﬂ'
= k2 1) - =
T &+ O() ™ ZkQ—l-Ek/?T
1 k%2 (= O(1))
= —k%+0(1 .
er+0(1) T km4ep
= —k%, +0(1)

. . 1 .
aprés division par (—1)¥k? et si on note a = —, on trouve effectivement
™

siny/Ap  (—1)F 1
N exa+ O 3

18)e) On utilise la formule trigonométrique 2 sin(a) sin(b) = cos(a — b) — cos(a + b)
pour calculer Iy, (Sx,)(1). On notera u = /A pour alléger les notations.

1

I, (Sx,)(1) = ; sin(u(1 — s)) sin(us)p(s)ds

= %/0 cos(u(l—?s))p(s)ds—COSQ(U)/O p(s)ds

_ <_; /O 1 p(s)ds) cos(u) + H (u)

= Cycos(u)+ H(u)

ou Cj est une constante qui ne dépend que de p.
Comme en 18)d), on peut faire le DL

cos(u) = (—1)" cos(ex) = (—1)* <1 - % + o(ei)) =(-1" (1 -0 (;)) = (-1)*+0 (;)

Et par ailleurs, p est supposée C', donc on peut faire I'lPP suivante

1
2H(u) = /Ocos(u(l—2s))p(s)ds

1
L (p(1) sin(—u) — p(0) sin(u)) + x /0 sin(u(1 — 2s))p'(s)ds

2u 2u

_ (1) ;p(o) Sinu(}“) i %/0 sin(u(1 — 2s))p’(s)ds
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. L koo k
On majore ensuite |sin| par 1 pour trouver 2|H (u)|k < Ca(p)— + ||p HOOQ—
u u

1 k 1
H(u) est un O <) parce que — ~ — = O(1).
k u

1
Ainsi Iy, (Sx,)(1) = (=1)*Cy + O (kz) et 8 = Cy convient.
18)f) On combine les développements précédents
1 5111\/7
o(5) - b [ S s oo
_ (71)k 1 _1\k 5 L
= z era+ O w +(-1) /\k+0 e
Or, kX;, ~ 72k3 donc O L =0 L et donc
k)\k k3

k
_kazﬁr +O<k2>

Il ne reste plus qu'a constater que

SV VAR Sy Mt M Sy 1y W i e K s}

1 1 1 2k2 — 1 1 1 1
k k m2k% — M\ 0O(1) +O<k2)

5 /01 p(s)ds

En posant v = — = “==————, qui est une constante qui ne dépend que de
am 27

1
p, on retrouve le développement ¢ = % +0 =

19) Soit t € [0,1]. On pose r, = 7r1.,- On a déja vu au 18)b) que c'est une
fonction continue dont la norme est O (k?’) L'idée est de se servir de I'expression

de z) qui a été prouvée en 18)b).

Sh, (t 1 1
On cherche a remplacer le terme \’\/’“)\Lk) par — sin(rkt) et le terme /\—kI,\k(S,\k)(t)

Sx(t)  sin(mkt)  ycos(mkt)t

1
par ﬁh(t) cos(mkt). On pose Ry, := ri+ei+e), ol eg(t) =

VA mk kv Ak

1 1 v cos(mkt)t
t ) (t) = — I, (Sx,)(t) — —5h(t) cos(mkt) + ———— sont | -
et e (t) " an (Sx,) () 2 (t) cos(mkt) v sont les erreurs com

. 1 .
mises. On veut montrer que ey, et e}, sont des O (k?’> de sorte que Ry en soit

aussi un (sa continuité est évidente).

k
~ — il suffit de montrer que 7k sin(+/Axt)—
kv T2

VA sin(mkt) — ym cos(wkt)t est un O (k)

Commencons par ej. Puisque
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mksin(v/Agt) — VAg sin(mkt) — ymwcos(mkt)t = wk(sin(y/Ait) — sin(wkt)) — ey sin(wkt) — vy cos(mkt)t
= sin(wkt)(rk(cos(egt) — 1) —ex)
+ cos(mkt)mk(sin(ert) — v/kt)

Le premier terme est évidemment un O(1/k) parce que % est un O(1/k?).
Le second aussi parce que

sin(ext) —yt/k = ext —yt/k— £3/6 +o(c}) = O(1/k?)

=0(1/k2?)  =0(s3)=0(1/k3)
Posons maintenant A(t) := ~t/m. On définit ainsi une fonction continue ne
dépendant que de p et telle que
1 ~ cos(mkt)t 1 1 < 1 >
——h(t) cos(mkt) + ———— = vyt cos(mkt —— + =0|—=
1o fut) cos(kt) om vteos(mkt) | —— m 13
—_——
_1V ek _ o)
Tk xk Xk T ~n2k3
| - 1 A et trivialice
Il ne reste plus qu’a montrer que /\—kIAk(S,\k)(t) =0 78 ) cequi est trivialisé
C
par |z, | < ) ~ O(1/k) et |sin| < 1.

VA



