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Partie I

1)a) Supposons que x′(s) = 0. Alors x est solution du problème de Cauchy x(s) = x′′(s) = 0
x′(s) = 0

x′′ − px = 0

sur [0, 1], mais également sur R tout entier. Ce problème admet d'après le théorème
de Cauchy-Lipschitz une unique solution maximale et 0 est une autre solution. Par
conséquent x est la fonction nulle, ce qui contredit l'énoncé.

1)b) Supposons que Z ne soit pas un ensemble �ni. Alors il existe une suite (sn)
d'éléments de [0,1] qui annulent x et x′′, mais pas x′ d'après le 1)a). Cette suite
est bornée donc admet une sous-suite non constante (sϕ(n)) que nous continuerons
d'appeler (sn), qui converge vers un réel s ∈ [0, 1], d'après le théorème de Bolzano-
Weierstrass.
En utilisant la continuité de x, il vient x(s) = 0, c'est-à-dire que s ∈ Z. Or, x est
dérivable en s et

x′(s) = lim
n→∞

x(s)− x(sn)

s− sn
= lim

n→∞
0 = 0

va à l'encontre du 1)a). Donc |Z| <∞

2)a) w est une fonction dérivable sur R comme somme et produits de fonctions
C1 et pour tout réel t, on a

w′(t) = y′(t)x′(t) + y(t)x′′(t)− y′′(t)x(t)− y′(t)x′(t)
= y(t)x′′(t)− y′′(t)x(t)
= y(t)p(t)x(t)− q(t)y(t)x(t)
= x(t)y(t) (p(t)− q(t))

Puisque p > q sur [0, 1], w′ > 0 sur [0, 1], donc w est strictement croissante sur
[0, 1], et comme aj+1 > aj , on a bien w(aj+1) > w(aj).
La fonction x s'annulant en chaque ai, cette inégalité équivaut à y(aj+1)x

′(aj+1) > y(aj)x
′(aj).

Or, comme au 1)b), x′(aj) = lim
h→0+

x(aj + h)

h
est un réel (strictement d'après 1)a))

positif alors que x′(aj+1) = lim
h→0−

x(aj+1 + h)

h
est un réel (strictement) négatif.

La fonction y étant strictement positive, l'inégalité stricte sur w est absurde.

2)b) Supposons que y soit de signe constant et strict sur ]aj , aj+1[. Alors quitte
à recommencer le 2) avec −x et/ou −y (qui sont également solutions de (1) et
(3)), nous retombons dans la situation du 2)a), qui mène à une contradiction. Par
conséquent, y s'annule sur ]aj , aj+1[.



2

Partie II

3)a) f est continue donc φ est de classe C1 comme produit d'une primitive de
fonction continue et d'une fonction exponentielle et pour tout t ∈ [0, T ],

φ′(t) = e−tb

(
−b
(
a+ b

∫ t

0

f(s)ds

)
+ bf(t)

)
= be−tb

(
f(t)−

(
a+ b

∫ t

0

f(s)ds

))
est de signe négatif. Donc φ est décroissante, donc pour tout t ∈ [0, T ],

f(t) 6 a+ b

∫ t

0

f(s)ds = etbφ(t) 6 etbφ(0) = aetb

3)b) La fonction X est C1 et le théorème fondamental de l'analyse et l'inégalité
triangulaire donnent pour tout t ∈ [0, T ],

∥X(t)−X(0)∥ 6
∥∥∥∥∫ t

0

X ′(s)ds

∥∥∥∥
6

∫ t

0

∥X ′(s)∥ ds

6
∫ t

0

a+ b ∥X(s)∥ ds

6 at+ b

∫ t

0

∥X(s)∥ ds

6 aT + b

∫ t

0

∥X(s)∥ ds

D'où ∥X(t)∥ 6 ∥X(0)∥+ aT + b

∫ t

0

∥X(s)∥ds.

En adaptant la preuve du lemme de Gronwall démontré au 3)a) à l'intervalle [−T, T ]
et en majorant ebt par eb|t|, on obtient l'inégalité demandée.

4) Soit (A,B) ∈MN,M (R)×MM,P (R). Le produit AB est bien dé�ni et

∥AB∥ 6 sup
16i6N

P∑
k=1

M∑
j=1

|Ai,j ||Bj,k|

6 sup
16i6N

M∑
j=1

|Ai,j |
P∑

k=1

|Bj,k|︸ ︷︷ ︸
6 sup

j

∑
k

· · ·

(sommes �nies à T.P, Fubini-Tonelli)

6 sup
16i6N

 M∑
j=1

|Ai,j |

× sup
16j6M

(
P∑

k=1

|Bj,k|

)
(le sup sur j ne dépend pas de i)

6 ∥A∥∥B∥
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5) Soit λ ∈ R. Xλ est C1 comme vecteur de composantes C1. Moins directe-
ment, on peut aussi voir que pour tous réels t, s,

∥Xλ(t)−Xλ(s)∥ = max (|xλ(t)− xλ(s)|, |x′
λ(t)− x′

λ(s)|) 6 |xλ(t)−xλ(s)|+|x′
λ(t)−x′

λ(s)|

tend vers 0 lorsque s tend vers t (par continuité de xλ et x′
λ en t), ce qui prouve

la continuité de Xλ en t. De même, X ′
λ s'obtient en dérivant chaque composante

(parce que continuité de l'addition et de la multiplication par un scalaire + linéarité)
et la continuité de x′

λ et x′′
λ en t permet de conclure au même résultat sur X ′

λ. D'où
Xλ ∈ C1.

En posant pour tous réels λ et t, Aλ(t) :=

(
0 1

p(t)− λ 0

)
, on dé�nit pour les

mêmes raisons une fonction continue en ses deux variables et telle que

X ′
·1(·2) = A·1(·2) ·X·1(·2)

6) Pour tous (λ, t) ∈ [−R,R]2,

∥Aλ(t)∥ = 1 ∨ |p(t)− λ| 6 1 + |λ|+ ∥p∥∞ 6 1 +R+ ∥p∥∞ <∞

parce que p est une fonction continue, donc bornée sur [−R,R]. c est bien dé�ni.
D'autre part, ∥·∥ est une norme d'algèbre et ∥X ′

λ(t)∥ = ∥Aλ(t)Xλ(t)∥ 6 c∥Xλ(t)∥.
En appliquant 3)b) avec X = Xλ, T = R, a = 0 et b = c, il vient

∥Xλ(t)∥ 6 ∥Xλ(0)∥ec|t|

C'est e�ectivement l'inégalité cherchée parce que Xλ(0) =

(
xλ(0)
x′
λ(0)

)
=

(
0
1

)
est de

norme 1.

7)a)

∥Xλ(t)−Xλ(s)∥ 6
∥∥∥∥∫ t

s

X ′
λ(u)du

∥∥∥∥
6

∫ t

s

∥X ′
λ(u)∥du

6
∫ t

s

∥Aλ(u)∥∥Xλ(u)∥du

6 c

∫ t

s

ec|u|du

6 c

∫ t

s

ecRdu car |u| 6 |t| ∨ |s| 6 R et c > 0

6 cecR|t− s|

7)b) X = Xλ −Xµ est C1 et

∥X ′(t)∥ = ∥Aλ(t)Xλ(t)−Aµ(t)Xµ(t)∥
= ∥Aλ(t)(Xλ(t)−Xµ(t)) + (Aλ(t)−Aµ(t))Xµ(t)∥
6 ∥Aλ(t)∥∥Xλ(t)−Xµ(t)∥+ ∥Aλ(t)−Aµ(t)∥∥Xµ(t)∥
6 c∥X(t)∥+ |λ− µ|ecR d'après 6)
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D'où d'après 3)b),

∥X(t)∥ 6 (0 + |λ− µ|ecR ×R)× ecR

6 Re2cR|λ− µ|

7)c) Soit ε > 0. Soit R = R(ε) > 0. Soit (λ, µ, s, t) ∈ [−R,R]4. En combinant
7)a) et 7)b) on a

∥Φ(λ, t)− Φ(µ, s)∥ = ∥Xλ(t)−Xµ(s)∥
= ∥Xλ(t)−Xµ(t) +Xµ(t)−Xµ(s)∥
6 ∥Xλ(t)−Xµ(t)∥+ ∥Xµ(t)−Xµ(s)∥
6 Re2cR|λ− µ|+ cecR|t− s|
6 max(Re2cR, cecR)max(|t− s|, |λ− µ|)

6 max(Re2cR, cecR)

∥∥∥∥(λt
)
−
(
µ
s

)∥∥∥∥
6 K(R)

∥∥∥∥(λt
)
−
(
µ
s

)∥∥∥∥
avec K(R) une constante positive ne dépendant que de R et donc, que de ε.

En particulier quand (λ, t) et (µ, s) sont proches à η(ε) =
ε

K(ε)
près, leurs images

par Φ sont proches à ε près. D'où la continuité de Φ partout sur R.

8)a) p est continue donc uniformément continue sur [−R,R] d'après le théorème
de Heine, donc a un module de continuité croissant qui tend vers 0 en 0.
Preuve de l'assertion : Soit ε > 0. Soit ω la fonction dé�nie sur R+ par

ω(x) := sup{|p(t)− p(s)| : |t− s| 6 x}

Fonction bien dé�nie car l'ensemble {|p(t)− p(s)| : |t− s| 6 x} est une partie non
vide et majorée de R. On a clairement l'inégalité souhaitée, puisque pour tous t, s,
|t− s| 6 |t− s| est vrai et donc ω(|t− s|) majore |p(t)− p(s)|.
ω est aussi clairement croissante puisque si x 6 y, alors

{|p(t)− p(s)| : |t− s| 6 x} ⊆ {|p(t)− p(s)| : |t− s| 6 y}

et donc ω(x) 6 ω(y).

ω tend bien vers 0 en 0 puisque si ε > 0, par uniforme continuité il existe
η(ε) > 0 tq pour tous x, y ∈ [−R,R] tq |x − y| 6 η(ε), |p(x) − p(y)| < ε. Dit
autrement, sup{|p(x) − p(y)| : |x − y| 6 η} 6 ε, ou encore, ω(η) 6 ε. Comme ω
est croissante, pour tout r < η, on aura ω(r) 6 ω(η) 6 ε et donc ω tend vers 0.

En�n, la continuité est une conséquence de la sous-additivité de ω. On a en e�et
pour tous x, h ∈ R+ l'inégalité ω(x+ h) 6 ω(x) + ω(h), et donc (croissance)

|ω(x+ h)− ω(x)| = ω(x+ h)− ω(x) 6 ω(h) −−−−→
h→0+

0

et de même |ω(x)− ω(x− h)| 6 ω(h) −−−−→
h→0+

0.
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La preuve de la sous-additivité tient en quelques lignes

ω(x+ h) = sup
|t−s|6x+h

|p(t)− p(s)|

6 sup
|t−s|6x+h

∣∣∣∣p(t)− p

(
xt+ hs

x+ h

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣p(xt+ hs

x+ h

)
− p(s)

∣∣∣∣
6 ω(h) + ω(x)

8)b) Soient λ, s, t ∈ [−R,R],

∥Xλ(t)−Xλ(s)− (t− s)Aλ(s)Xλ(s)∥ =

∥∥∥∥∫ t

s

X ′
λ(u)−Aλ(s)Xλ(s)du

∥∥∥∥
6

∫ t

s

∥X ′
λ(u)−Aλ(s)Xλ(s)∥du

6
∫ t

s

∥Aλ(u)Xλ(u)−Aλ(s)Xλ(s)∥du

6
∫ t

s

∥Aλ(u)(Xλ(u)−Xλ(s)) + (Aλ(u)−Aλ(s))Xλ(s)∥du

6 c2ecR
∫ t

s

|u− s|du+

∫ t

s

|p(u)− p(s)|ecRdu

6 c2ecR
(t− s)2

2
+ ecR

∫ t

s

ω(|u− s|)du

6 c2ecR
(t− s)2

2
+ ecRω(|t− s|)|t− s| (ω croissante)

6 α(|t− s|)

où α(r) := c2ecR
r2

2
+ ecRrω(r) dé�nit une fonction continue tq α(r)

r → 0

8)c) Soient t, λ, µ ∈ [−R,R]. X = Xλ −Xµ − (λ− µ)Yµ est dérivable et

X ′(t) = X ′
λ(t)−X ′

µ(t)− (λ− µ)Y ′
µ(t)

= Aλ(t)Xλ(t)−Aµ(t)Xµ(t)− (λ− µ)Aµ(t)Yµ(t)− (Aλ(t)−Aµ(t))Xµ(t)
= Aλ(t)(Xλ(t)−Xµ(t))− (λ− µ)Aµ(t)Yµ(t)
= (Aλ(t)−Aµ(t))(Xλ(t)−Xµ(t)) +Aµ(t)(Xλ(t)−Xµ(t)− (λ− µ)Yµ(t))
= Aµ(t)X(t) + (Aλ(t)−Aµ(t))(Xλ(t)−Xµ(t))

D'où l'on déduit

∥X ′(t)∥ 6 c∥X(t)∥+ ∥Aλ(t)−Aµ(t)∥∥Xλ(t)−Xµ(t)∥
6 c∥X(t)∥+ |λ− µ|Re2cR|λ− µ|

Le 3)b) implique alors ∥X(t)∥ 6 (0 + |λ− µ|2R2e2cR)ecR 6 R2e3cR|λ− µ|2

8)d) En combinant ces inégalités de 8) et en notant r = t− s et h = λ− µ

Φ(µ+ h, s+ r)− Φ(µ, s)− hYµ(s)− rAµ(s)Xµ(s) = Xλ(t)−Xµ(s)− (λ− µ)Yµ(s)− (t− s)Aµ(s)Xµ(s)
= Xλ(t)−Xλ(s)− (t− s)Aµ(s)Xµ(s)

+Xλ(s)−Xµ(s)− (λ− µ)Yµ(s)
= Xλ(t)−Xλ(s)− (t− s)Aλ(s)Xλ(s)

+Xλ(s)−Xµ(s)− (λ− µ)Yµ(s)
+ (t− s)(Aλ(s)Xλ(s)−Aµ(s)Xµ(s))
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En passant à la norme et à l'inégalité triangulaire, le premier terme est un o(|r|)
continu, le second est un o(|h|), et le troisième est un o(|r|) et un o(|h|) à la fois
puisque

∥AλXλ −AµXµ∥(s) = ∥(Aλ −Aµ)Xλ +Aµ(Xλ −Xµ)∥(s) 6 |h|(ecR + cRe2cR)

Vu que la norme choisie est ∥(x, y)∥ = max(|x|, |y|), le tout est un o(∥(h, r)∥).
Par conséquent Φ est di�érentiable partout et

dΦ(µ, s)(h, r) = ∇Φ(µ, s) · (h, r) = (Yµ(s), X
′
µ(s)) · (h, r)

9) Soient t, λ ∈ R. On a en fait Bλ = Aλ(t)−A0(t). Donc on a aussi

X ′
λ(t) = Aλ(t)Xλ(t) = BλXλ(t) +A0(t)Xλ(t) = BλXλ(t) +

(
0

p(t)xλ(t)

)
D'abord, notons que l'exponentielle de Bλ est toujours bien dé�nie et relativement

facile à calculer car Bλ est nilpotente en λ = 0 (et son exponentielle en est une
fonction a�ne), et diagonalisable (sur C) partout ailleurs (2 valeurs propres dis-
tinctes en dimension 2).

Supposons que λ = 0 Alors B2
0 = 0 et

etB0

(
0
x

)
= (Id+ tB0)

(
0
x

)
=

(
1 t
0 1

)(
0
x

)
=

(
tx
x

)
pour tout x. On a aussi en faisant une IPP

t+

∫ t

0

(t− s)p(s)x0(s)ds = t+

∫ t

0

(t− s)x′′
0(s)ds

= t+ t(x′
0(t)− 1)− tx′

0(t) +

∫ t

0

x′(s)ds

= t(1− x′
0(t)) + t(x′

0(t)− 1) + x0(t)− 0
= x0(t)

et de même

1 +

∫ t

0

p(s)x0(s)ds = 1 + x′
0(t)− 1

= x′
0(t)

donc l'équation est véri�ée dans le cas λ = 0.

On suppose maintenant que λ ̸= 0. On peut calculer que B2
λ = −λId, donc

B2n
λ = (−λ)nId et B2n+1

λ = (−λ)nBλ pour tout n. Par conséquent,

exp(tBλ) =

∞∑
k=0

tkBk
λ

k!

=

∞∑
k=0

t2k+1B2k+1
λ

(2k + 1)!
+

∞∑
k=0

t2kB2k
λ

(2k)!

=

∞∑
k=0

t2k+1(−λ)k

(2k + 1)!
Bλ +

∞∑
k=0

t2k(−λ)k

(2k)!
Id

=: u(t, λ)Bλ + v(t, λ)Id
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de sorte que etBλ

(
0
x

)
=

(
u(t, λ)
v(t, λ)

)
x et

exp(tBλ)

(
0
1

)
+

∫ t

0

exp((t− s)Bλ)

(
0

p(s)xλ(s)

)
ds =

(
u(t, λ)
v(t, λ)

)
+

∫ t

0

(
u(t− s, λ)
v(t− s, λ)

)
p(s)xλ(s)ds

=

(
u(t, λ) + (u(·, λ) ∗ pxλ)(t)
v(t, λ) + (v(·, λ) ∗ pxλ)(t)

)
=:

(
zλ(t)
wλ(t)

)
où f ∗ g désigne le produit de convolution de deux fonctions f et g. Ce produit

de convolution de pxλ par une fonction intégrable C∞ permet de régulariser (en
temps) la fonction résultante et la rend dérivable (preuve : calculer le taux d'ac-
croissement (en faisant attention aux bornes d'intégration !) + un théorème ou une
majoration pour passer à la limite ; ou bien écrire sin(t− s) = sin((t− 1)+ (1− s))
et utiliser une formule trigonométrique pour reconnaitre des produits de fonctions
C1 ; ou attendre la question 18)a)) et on a en particulier (u ∗ pxλ)

′ = (u′ ∗ pxλ).

Or, on voit aussi clairement à leurs expressions que
∂u

∂t
= v, d'où z′λ(t) = wλ(t).

Puisque par ailleurs l'équation intégrale prend la valeur

(
0
1

)
en t = 0, le vecteur

Zλ =

(
zλ
z′λ

)
véri�e la même équation di�érentielle que Xλ avec la même condition

initiale. On en déduit, par le théorème de Cauchy-Lipschitz, que Xλ = Zλ, ce qu'il
fallait démontrer.

10)a) Dans le cas λ > 0, on va pouvoir exprimer u en fonction de
√
λ puis

identi�er un développement en série entière usuel (celui du sinus) pour voir qu'on

a en fait u(t, λ) =
sin(
√
λt)√
λ

. Soit t ∈ R

u(t, λ) =

∞∑
k=0

t2k+1(−λ)k

(2k + 1)!

=

∞∑
k=0

t2k+1(−1)k
√
λ
2k

(2k + 1)!

=
1√
λ

∞∑
k=0

t2k+1(−1)k
√
λ
2k+1

(2k + 1)!

L'égalité qu'il est demandé de prouver est simplement la première ligne de l'équa-
tion du 9).

10)b) On majore | sin | par 1 et |p| par ∥p∥∞,[0,1] : |xλ| 6
1√
λ
+∥p∥∞,[0,1]

∫ ·

0

|xλ(s)|ds.

Une nouvelle utilisation du lemme de Gronwall, sur [0, 1], produit alors l'inégalité
demandée.
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Partie III

11) Soit λ ∈ R. On notera xp = x
(p)
λ et xq = x

(q)
λ .

Notons m = Zp(λ) et a0 = 0 < a1 < · · · < am les m+1 zéros de xp sur [0, 1] (on
suppose ici implicitement que xp s'annule au moins une fois en dehors de zéro : si
ce n'est pas le cas, l'inégalité 0 6 Zq(λ) est tautologique).
Nous sommes dans la con�guration de la question 2), dont la conclusion est que
pour tout j, il existe bj ∈]aj , aj+1[ tel que xq(bj) = 0. Alors xq a au moins m zéros
non nuls distincts, c'est-à-dire que Zp(λ) = m 6 Zq(λ).

Soit µ > λ. On utilisera les notations x′′(p)
λ = (p−λ)x

(p)
λ et x′′(q)

λ = (q−λ)x
(q)
λ .

Lorsque q = p + λ − µ, on a q < p sur [0, 1] et x
′′(q)
λ = (p − µ)x

(q)
λ . Les condi-

tions initiales ne changeant jamais, on a donc x
(q)
λ = x

(p)
µ . D'après ce qui précède,

x
(p)
µ = x

(q)
λ s'annule plus de fois que x

(p)
λ sur [0, 1], c'est-à-dire Zp(λ) 6 Zp(µ).

Supposons maintenant que xµ s'annule en 1. La croissance de Zp donne déjà
l'inégalité Zp(µ) > Zp(λ). Il s'agit de montrer qu'elle est stricte. En reprenant les
notations précédentes, la fonction Q = p−µ est strictement inférieure à P = p−λ.
Nous avions conclu que Zp(λ) zéros distincts de xµ = xQ se trouvaient dans des
intervalles ]aj , aj+1[. Aucun de ces zéros ne peut être égal à 1, sinon 1 ∈]aj , aj+1[⊆
]0, 1[. Alors xQ possède m zéros en plus de 1, ce qui fait au moins m+1 zéros au
total et donc Zp(µ) > Zp(λ) + 1

12) Notons µ l'unique valeur prise par λ − p. Il s'agit d'un réel non forcément
positif, il faut donc distinguer trois cas.
Premièrement, si µ = 0, xp est une fonction a�ne (parce que de dérivée seconde
nulle), d'ordonnée à l'origine nulle et de pente 1. C'est l'identité, et elle ne s'annule
pas sur ]0, 1] : Zp(λ) = 0.

Si µ < 0, notre équation di�érentielle du second ordre est de discriminant
∆(X2 +µ) = −4µ > 0. En notant r1,2 = ±

√
−µ = ±

√
p− λ, la solution générale

s'écrit xp(t) = A exp(r1t) +B exp(r2t).
En injectant les conditions xp(0) = 0 et x′

p(0) = 1, on trouve A + B = 0 et

Ar1 +Br2 = 1, i.e A−B =
1√
−µ

. On en déduit A =
1

2
√
−µ

puis

xp(t) =
1√
−µ

sinh(
√
−µt)

qui ne s'annule là encore qu'en 0 : Zp(λ) = 0.

Si µ > 0 le discriminant est cette fois négatif et les racines du discriminant
sont les complexes conjugués imaginaires purs r1,2 = ±i√µ. On aura donc une
expression de la forme xp(t) = A cos(

√
µt) + B sin(

√
µt). Les conditions initiales

imposent A = 0 et B
√
µ = 1, d'où �nalement

xp(t) =
1
√
µ
sin(
√
µt)

ce qui ressemble beaucoup à ce qui a été trouvé dans l'équation 10)a). Cette fonc-

tion s'annule en tout t réel tel que
√
µt = kπ, k ∈ Z, i.e t ∈ π

√
µ
Z. Les zéros qui
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nous intéressent sont en nombre Zp(λ) = |Z∩]0,
√
µ

π ]| =
⌊√

µ

π

⌋
+ 1− 1 =

⌊√
µ

π

⌋
.

13)a) p est continue sur le compact [0,1], donc est bornée (et atteint ses bornes)
en vertu du théorème de Heine. D'où la bonne dé�nition de p+ et p−.
On applique ensuite les résultats du 12) avec p = p−, et µ < 0. On obtient
Zp−(λ) = 0. On n'a pas p− < p, puisque l'inf est atteint, mais si c'était le cas,
on pourrait utiliser le premier résultat de 11) pour avoir Zp(λ) 6 Zp−(λ) = 0.
On peut cependant contourner cette di�culté en faisant appel à la caractérisation
séquentielle/epsilonesque de la borne inf.
Soit ε > 0. Il existe pε tq pε−ε < p− 6 p. Alors Zp(λ) 6 Zpε−ε(λ). Puisque pε−ε
tend vers p− > λ, on a pour ε assez petit, pε − ε > λ. On tombe alors dans le cas
µε < 0 du 12).
On en déduit que Zp(λ) 6 Zpε−ε(λ) = 0.

Supposons maintenant que λ > p−. Alors λ + 1 > p− + 1 > p−. Une nou-
velle utilisation des résultats du 12) avec µ = λ + 1 − p− > 0 nous apprend que

Zp−(λ+ 1) =

⌊√
λ+1−p−

π

⌋
.

Reprenons maintenant notre approximation pε à ε près de p−. On a pε − ε < p− 6 p.
Alors Zp(λ+1) 6 Zpε−ε(λ+1). Pour ε assez petit on aura cette fois pε−ε < λ+1
donc

Zpε−ε(λ+ 1) =

⌊√
λ+ 1− pε + ε

π

⌋
6
√
λ+ 1− pε + ε

π

En faisant tendre ε vers 0, on trouve

Zp(λ+ 1) 6 lim sup
ε→0

√
λ+ 1− pε + ε

π
=

√
λ+ 1− p−

π

Mais Zp(λ+1) est entier, d'où l'on déduit Zp(λ+1) 6
⌊√

λ+1−p−

π

⌋
, et en�n, par

croissance de Zp, que Zp(λ) 6 Zp(λ+ 1) 6
⌊√

λ+1−p−

π

⌋
= Zp−(λ+ 1).

Ainsi qu'attendu.

13)b) Si λ = 1 + p+, l'inégalité est triviale puisque Zp est à valeurs positives.
On peut donc supposer λ > 1 + p+ > p. Dans ce cas, on a facilement

Zp(λ) > Z1+p+
(λ) =

⌊√
λ− (1 + p+)

π

⌋
=

⌊√
λ− 1− p+

π

⌋
= Zp+

(λ− 1)

Supposons maintenant que xλ(1) = 0. À nouveau, si λ = 1+ p+, l'inégalité est
triviale puisque Zp(λ) > 1 (parce que 1 ∈ Z(xλ)). On supposera λ > 1 + p+.

Nous allons pouvoir appliquer le dernier résultat du 11) avec un certain ε assez
petit, µ← λ et λ← λ− 1 + ε, pour en déduire que

Zp(λ) > Zp(λ− 1 + ε) + 1
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Pour ce faire, on approxime p+ par pε tel que pε − ε < pε < p+ < ε + pε, de
sorte que p 6 p+ < ε+ pε < λ− 1 + ε < λ, ce qui est parfaitement possible grâce
à l'inégalité stricte mais nécessite de prendre ε assez petit pour être assez proche
de p+ pour pouvoir coincer pε + ε entre p+ et λ− 1. On aura alors

Zp(λ) > Zp(λ− 1 + ε) + 1 > Zpε+ε(λ− 1 + ε) + 1 =

⌊√
λ− 1− pε

π

⌋
+ 1

On remarquera que puisque pε < p+, on a toujours λ − 1 − pε > λ − 1 − p+.
La fonction partie entière étant continue à droite, on en déduit en�n que

Zp(λ) >
⌊√

λ− 1− p+

π

⌋
+ 1

14)a) N'importe quel 0 < ε < min

(
1− tk,min

j

tj+1 − tj
2

)
satisfait par construc-

tion la condition (1). Un tel ε existe forcément puisqu'aucun intervalle ]tj , tj+1[ n'est
vide et si tk < 1, alors 1− tk > 0 et donc il existe (une in�nité de) 0 < ε < 1− tk.

Φ est continue donc pour tout t et pour tout ε1 > 0, il existe η1 > 0 tel que

|λ− µ| = ∥(λ, t)− (µ, t)∥ < η1 =⇒
{
|xλ(t)− xµ(t)| < ε1
|x′

λ(t)− x′
µ(t)| < ε1

On �xe ε1 > 0 et on choisit λ satisfaisant à |λ− µ| < η1.
Pour tout t ∈ Aε, |x′

µ(t)| 6 |x′
λ(t)|+ |x′

µ(t)− x′
λ(t)| < ε1 + |x′

λ(t)|
On a aussi pour tout j, via l'inégalité des accroissements �nis

|x′
µ(tj)| 6 |x′

µ(t)|+ |x′
µ(tj)− x′

µ(t)| 6 |x′
µ(t)|+ ε|x′′

µ|+

Or, aucun x′
µ(tj) n'est nul en vertu de 1)a), donc ∆µ := sup

j
|x′

µ(tj)| > 0. De

là, on déduit |x′
µ(t)| > ∆µ − ε|x′′

µ|+, puis

|x′
λ(t)| > ∆µ − ε|x′′

µ|+ − ε1

Ce minorant est une quantité strictement positive pour ε et ε1 assez petits.

Prenons maintenant t ∈ Bε. Comme précédemment, pour tout ε2 > 0, il existe
η2 > 0 tel que |λ−µ| < η2 =⇒ |xλ(t)−xµ(t)| < ε2. On se donne de tels ε2, η2, λ.
Alors l'inégalité triangulaire (inversée) s'écrit

|xλ(t)| > |xµ(t)| − |xµ(t)− xλ(t)| > |xµ(t)| − ε2

On peut écrire

Bε = [ε, t1 − ε] ∪ [t1 + ε, t2 − ε] ∪ · · · ∪ [tk + ε, 1]

certains intervalles pouvant être vides en l'état, mais ce ne sera pas le cas pour
ε assez petit (parce que R est séparé). Le seul intervalle qui peut être vide en toute
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circonstance est [tk+ε, 1], lorsque tk = 1. On prendra dans la suite de ce paragraphe
la convention inf ∅ = +∞.

Sur chaque intervalle non vide, |xµ| est bornée et son minimum est atteint
(théorème de Heine). Cette borne inf n'est jamais égale à zéro, sinon on trouverait
un nouveau zéro de xµ strictement situé entre deux zéros consécutifs. Avec la
convention citée plus haut, on peut donc sans crainte dé�nir

δ := inf{|xµ(t)| : t ∈ Bε}

et cet inf est strictement supérieur à zéro, comme minimum d'un nombre �ni de
réels strictement positifs et de +∞ dont l'un au moins n'est pas in�ni.

On aura alors
|xλ(t)| > |xµ(t)| − ε2 > δ − ε2

avec un minorant qui est une fois encore strictement positif pour peu que ε et ε2
soient assez petits.

Pour satisfaire les conditions requises, on prendra donc
� ε, ε1, ε2 assez petits pour satisfaire (1) et la stricte positivité (et bonne
dé�nition) des minorants

� θ < min(η1, η2)

� η < min
(
∆µ − ε|x′′

µ|+ − ε1, δ − ε2
)

14)b) Si xλ possédait deux zéros a < b dans ]min(0, tj − ε),max(tj + ε, 1)[,
d'après le théorème de Rolle, il existerait c ∈]a, b[ tel que x′

λ(c) = 0. On aurait donc
trouvé un c ∈ Aε tel que |x′

λ(c)| < η, malgré le fait que |λ− µ| < θ. Absurde.

La condition (2) impose à tous les zéros de xλ de se trouver dans le complé-
mentaire de Bε (distance strictement inférieure à ε d'un tj), sans quoi on trouverait
0 = |xλ(t)| > η > 0. On sait par ailleurs grâce à (1) que les intervalles ]tj−ε, tj+ε[
sont deux à deux disjoints parce que pour tous deux indices n < m,

|tm − tn| = tm − tn =

m−1∑
i=n

ti+1 − ti︸ ︷︷ ︸
>2ε

> 2(m− n)ε

et donc |(tm− ε)− (tn+ ε)| = |tm− tn− 2ε| > |tm− tn|− 2ε > 2(m−n− 1)ε
est strictement positive, sauf si m = n + 1. Mais dans ce cas, il est impossible
que l'intersection soit non vide, sinon tj+1 − ε < tj + ε donne tj+1 − tj < 2ε qui
contredit la condition (1).

En tout cas, cela laisse le choix à un zéro non nul de xλ de tomber soit dans
]0, ε[, soit dans un ]tj − ε, tj + ε[ (tj < 1), soit éventuellement dans ]1 − ε, 1] si
tk = 1. D'après ce qui précède, deux zéros ne peuvent pas tomber dans le même
intervalle, ce qui exclut d'o�ce ]0, ε[ des possibilités (0 y est déjà). Le principe
des tiroirs implique que Zp(λ) 6 k = Zp(µ). Le résultat que nous allons montrer
maintenant implique, lui, que Zp(λ) > Zp(µ)− 1.

Considérons tj /∈ {0, 1}. Si xλ ne s'annule pas sur Rε =]tj − ε, tj + ε[, alors
xλ(tj−ε) et xλ(tj +ε) sont de même signe (sinon par le TVI, xλ s'annulerait entre
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les deux). Le signe est strict puisque ce ne sont pas des zéros de xλ (parce qu'ils
sont à distance supérieure à ε de tj : 14)a)(2)). Par conséquent, il existe η0 > 0
tel que |xλ| > η0 sur Rε. Au contraire, par continuité de xµ, il existe R assez petit

tel que la restriction de xµ à JR =]tj−R, tj+R[ véri�e |xµ| <
η0
2

sur cet intervalle.

Or, nous savons depuis 7)b) que |xλ − xµ| 6 |Xλ −Xµ| 6 Re2cR|λ− µ| < Re2cRθ.

Il su�t donc de choisir R assez petit pour que Re2cRθ <
η0
2

pour conclure que

|xλ| 6 |xµ|+ |xλ−xµ| < η0. Contradiction. On a donc montré que xλ s'annule sur
tous les Rε au moins un fois (donc exactement une). Cela montre comme annoncé
que Zp(λ) > Zp(µ)− 1

14)c) On a vu au 14)b) que Zp(λ) 6 Zp(µ). Puisque xµ(1) ̸= 0, tk < 1 et
donc les k intervalles ]tj − ε, tj + ε[ reçoivent tous un zéro distinct de xλ, d'où
Zp(λ) > k = Zp(µ) et l'égalité demandée.

14)d) Si λ > µ, on a toujours Zp(λ) > Zp(µ) par croissance de Zp. L'inégalité
Zp(λ) 6 Zp(µ) a été démontrée au 14)b).

Supposons que λ < µ et xµ(1) = 0. On a Zp(λ) > Zp(µ)− 1 par 14)b).
L'autre inégalité est prouvée depuis question 11) : Zp(µ) > Zp(λ) + 1.

15) L'inclusion ⊆ est triviale. Montrons l'inclusion réciproque.

On a déjà vu que si λ < p−, alors Zp(λ) = 0 donc la valeur n = 0 est atteinte
pour λ = p− − 1 par exemple.
Soit n > 1 un entier. Par 13)b), pour tout λ > 1 + p+, on aura⌊√

λ+ 1− p−

π

⌋
> Zp(λ) >

⌊√
λ− 1− p+

π

⌋
Pour λ = π2n2 + 1 + p+, le membre de droite est entier et égal à n, et si

λ = π2(n+1)2−1+p− celui de gauche est égal à n+1. Il existe des réels entre ces
deux bornes si et seulement si leur di�érence est strictement positive, c'est-à-dire si
et seulement si π2(2n+ 1) > 2 + p+ − p−. Le résultat cherché est donc vrai pour
tout n assez grand.

Si p+ et p− sont tels que cela est véri�é pour n = 1, alors le résultat est
démontré.
Sinon, donnons-nous un tel entier et un réel µ tel que Zp(µ) = n. Nous allons
montrer qu'il est possible de trouver un réel où Zp vaut n− 1. Posons

µ∗ := inf{x 6 µ : n− 1 6 Zp(x) 6 n}

Cette dé�nition fait sens puisque l'ensemble dont on prend l'inf est non vide
(contient µ) et minoré par p− − 1 (parce que Zp y vaut 0). Nous sommes en outre
certains que Zp(µ∗) 6 n, puisque µ∗ 6 µ et Zp est croissante.
Si Zp(µ∗) = n − 1 alors il n'y a rien à démontrer. Supposons que Zp(µ∗) = n.
Approximons, suivant 14), notre µ∗ par un λ∗ < µ∗ tel que |µ∗ − λ∗| < θ∗.
On constate alors qu'il est impossible que xµ∗(1) ̸= 0, sinon 14)c) nous dit que
Zp(λ∗) = Zp(µ∗), ce qui contredit la minimalité de µ∗. On a donc xµ∗(1) = 0 et
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14)d) implique Zp(λ∗) = Zp(µ∗)− 1 = n− 1.

Par récurrence descendante �nie immédiate, l'inclusion réciproque est démon-
trée.

16)a) Pour tout k > 1, l'ensemble Ak := {λ : Zp(λ) = k − 1} est une partie
de R non vide (question 15) : ∀n, ∃λ : Zp(λ) = n), et majorée. En e�et, il existe µ
tel que Zp(µ) = k. Or, il est impossible qu'un λ ∈ Ak soit plus grand que µ, sinon
la croissance de Zp implique k− 1 = Zp(λ) > Zp(µ) = k. Alors supAk existe dans
R et (λk) est bien dé�nie.

Pour tout k, la caractérisation séquentielle/epsilon du sup nous autorise à ap-
proximer pour tout ε > 0 le réel λk par λk(ε) < λk tel que λk − λk(ε) < ε et
Zp(λk(ε)) = k − 1. On aura donc

k − 1 = Zp(λk(ε)) 6 Zp(λk)

On notera aussi Bk := {λ : Zp(λ) 6 k − 1}. C'est une suite d'ensembles non
vides et majorée et on a par ailleurs λk+1 > λ pour tout λ ∈ Bk. En e�et, si ce
n'était pas le cas, on aurait k 6 Zp(λk+1) 6 Zp(λ) 6 k − 1 pour un certain λ.
Mais Ak ⊆ Bk donc

λk = supAk 6 supBk 6 λk+1

D'où la croissance de la suite (λk).

Soit en�n A > 0 un réel. Notons a = ⌈A⌉ sa partie entière supérieure. Alors
λa+1 > a > A et cela reste vrai pour tout k > a+ 1 grâce à la croissance. D'où la
tendance de la suite (λk) vers l'in�ni.

16)b) On fait la même chose qu'au 15). On approxime λk à θ près par un
λ > λk. On voit alors (14)d)) qu'il est impossible que Zp(λk) = k − 1 sinon
Zp(λk) = Zp(λ) et on contredit la maximalité de λk. Ceci prouve que Zp(λk) > k.
Inversement, il existe λ ∈ R tq Zp(λ) = k. Ce λ majore tous les x tq Zp(x) = k−1
(sinon k 6 k − 1), donc aussi leur sup qui est λk, et on aura donc nécessairement
Zp(λk) 6 Zp(λ) = k. D'où Zp(λk) = k

En�n, approximons une dernière fois λk par λk(εk) < λk comme au 16)a)
avec un εk > 0 de sorte à être dans les conditions de la question 14). Si on avait
xλk

(1) ̸= 0, le 14)d) donnerait Zp(λk) = Zp(λk(εk)) = k − 1. Absurde.

17)a) On reprend les résultats du 13)a) pour la majoration et du 13)b) pour la
minoration. On applique avec λ = λk de sorte que Zp(λk) = k⌊√

λk − 1− p+

π

⌋
+ 1 6 k 6

⌊√
λk + 1− p−

π

⌋
ou encore : p− − 1 6 λk − π2k2 6 1 + p+.

17)b) On en déduit que λk = π2k2 + uk avec uk = O(1), puis
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√
λk − πk =

√
π2k2 + uk − πk

= πk
(√

1 + uk

π2k2 − 1
)

= πk
(
1 + uk

2π2k2 +O
(

1
k2

)
− 1
)

= πkO
(

1
k2

)
= O

(
1
k

)
17)c) N(λ) est toujours �ni parce que (λk) n'est pas majorée et comme (λk)

est croissante, N(λ) = sup{k : λk 6 λ} = sup{k 6 Zp(λ) : λk 6 λ} 6 Zp(λ).
D'ailleurs il est aussi vrai queN(λ) = min{k : λk > λ} − 1 = min{k > Zp(λ) : λk > λ} − 1 > Zp(λ)− 1
et cela montre au passage que N(λ) ∼ Zp(λ) tend vers l'in�ni.

Mais surtout, l'inégalité λN(λ) 6 λ < λN(λ)+1 conduit à

λN(λ)

π2N(λ)2
6 λ

π2N(λ)2
<

λN(λ)+1

π2(N(λ) + 1)2
(N(λ) + 1)2

N(λ)2

D'où π2N(λ)2 ∼ λ puis N(λ) ∼
√
λ

π

Partie IV

18)a) L'opérateur Iλ est correctement dé�ni puisque pour toute f continue,
Sλpf est également continue, donc intégrable sur [0, 1]. Iλ(f) ∈ C0([0, 1]) parce
que pour tous h, t ∈ R× [0, 1] tq t+ h ∈ [0, 1],

|Iλ(t+ h)− Iλ(t)| =

∣∣∣∣∣
∫ t

0

(Sλ(t+ h− s)− Sλ(t− s))p(s)f(s)ds+

∫ t+h

t

1Sλ(t+ h− s)p(s)f(s)ds

∣∣∣∣∣
6 ∥pf∥∞

∫ t

0

|Sλ(t+ h− s)− Sλ(t− s)|︸ ︷︷ ︸
6
√
λ|t+h−s−(t−s)|6

√
λ|h|

ds+ ∥pf∥∞
∫ t+h

t

|Sλ(t+ h− s)|︸ ︷︷ ︸
61

ds

6 ∥pf∥∞
√
λ|h| × t+ ∥pf∥∞|h|

tend vers 0 lorsque h tend vers 0.
La linéarité de Iλ découle de celle de l'intégrale : ∀f, g ∈ C0([0, 1]),∀a, b ∈ R,∫ ·

0

Sλ(·−s)p(s)(af+bg)(s)ds = a

∫ ·

0

Sλ(·−s)p(s)f(s)ds+b

∫ ·

0

Sλ(·−s)p(s)g(s)ds

Montrons maintenant que Iλ est continue. Soient f, g ∈ C0([0, 1]). Soit t ∈ [0, 1]

|Iλ(f)(t)− Iλ(g)(t)| 6
∫ t

0

|Sλ(t− s)|︸ ︷︷ ︸
61

· |p(s)|︸ ︷︷ ︸
6∥p∥∞

· |f(s)− g(s)|︸ ︷︷ ︸
6∥f−g∥∞

ds

6 ∥p∥∞∥f − g∥∞t
6 ∥p∥∞∥f − g∥∞
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d'où ∥Iλ(f)− Iλ(g)∥∞ 6 ∥p∥∞∥f − g∥∞ et K = ∥p∥∞ convient.

18)b) On reprend le résultat de la question 10) : xλ − Sλ√
λ
= 1√

λ
Iλ(xλ), donc

Sλ =
√
λ
(
xλ − 1√

λ
Iλ(xλ)

)
, puis Ijλ(Sλ) =

√
λ
(
Ijλ(xλ)− 1√

λ
Ij+1
λ (xλ)

)
et

n∑
j=1

1
√
λ
j+1

Ijλ(Sλ) =
Iλ(xλ)√

λ
−

In+1
λ (xλ)
√
λ
n+1 = xλ −

Sλ√
λ
−

In+1
λ (xλ)
√
λ
n+1

On en déduit que

rn,λ := xλ −
1√
λ
Sλ −

n∑
j=1

1

λ
j+1
2

Ijλ(Sλ)

=
In+1
λ (xλ)
√
λ
n+1

est une fonction continue. Aussi, puisque |xλ| 6 1√
λ
e

∥p∥∞√
λ 6 1√

λ
e∥p∥∞ , on a

aussi |Iλ(xλ)| 6 K√
λ
e∥p∥∞ et par récurrence immédiate |In+1

λ (xλ)| 6 Kn+1
√
λ

e∥p∥∞

et en�n

√
λ
n+2
|rn,λ|(t) =

√
λ|In+1

λ (xλ)|
6 Kn+1e∥p∥∞

6 Cn

où Cn = Kn+1e∥p∥∞ . Ce qu'il fallait démontrer.

18)c) D'après 16)b), xλk
(1) = 0. On applique ensuite le 18)b) avec n = 1 et

λ = λk au point t = 1. La quantité qu'on demande de borner s'écrit

k3
∣∣∣∣ 1√

λk

Sλk
(1) +

1

λk
Iλk

(Sλk
)(1)

∣∣∣∣ = k3|0− r1,λk
(1)| 6 k3

C1
√
λk

3

Mais
√
λk

3 ∼ (πk)3, donc
k3
√
λk

3 ∼ π−3 = O(1), d'où le résultat.

18)d) sin(
√
λk) = sin(πk+εk) = cos(πk) sin(εk)+sin(πk) cos(εk) = (−1)k sin(εk),

ce qui permet d'e�ectuer un DL/DA lorsque k →∞, puisque εk = o(1)
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k3(−1)k sin
√
λk√

λk

= k3
sin εk
πk + εk

=
k3

πk + εk
× (εk − ε3k

6 + o(ε3k))

=
k3

πk + εk
εk −

1

πk + εk

k3ε3k
6︸ ︷︷ ︸

=O(1)

+
1

πk + εk
o(k3ε3k︸︷︷︸

=O(1)

)

=
k3

πk + εk
εk +O(1) =

1

π
εk

(
k3

k + εk/π
− k2 + k2

)
+O(1)

=
1

π
k2εk +O(1)− 1

π
εk

k2εk/π

k + εk/π

=
1

π
k2εk +O(1)− 1

π

k2ε2k(= O(1))

kπ + εk

=
1

π
k2εk +O(1)

après division par (−1)kk3 et si on note α =
1

π
, on trouve e�ectivement

sin
√
λk√

λk

=
(−1)k

k
εkα+O

(
1

k3

)

18)e) On utilise la formule trigonométrique 2 sin(a) sin(b) = cos(a− b)− cos(a+ b)
pour calculer Iλk

(Sλk
)(1). On notera u =

√
λk pour alléger les notations.

Iλk
(Sλk

)(1) =

∫ 1

0

sin(u(1− s)) sin(us)p(s)ds

=
1

2

∫ 1

0

cos(u(1− 2s))p(s)ds− cos(u)

2

∫ 1

0

p(s)ds

=

(
−1

2

∫ 1

0

p(s)ds

)
cos(u) +H(u)

= C0 cos(u) +H(u)

où C0 est une constante qui ne dépend que de p.
Comme en 18)d), on peut faire le DL

cos(u) = (−1)k cos(εk) = (−1)k
(
1− ε2k

2
+ o(ε2k)

)
= (−1)k

(
1−O

(
1

k2

))
= (−1)k+O

(
1

k

)
Et par ailleurs, p est supposée C1, donc on peut faire l'IPP suivante

2H(u) =

∫ 1

0

cos(u(1− 2s))p(s)ds

= − 1

2u
(p(1) sin(−u)− p(0) sin(u)) +

1

2u

∫ 1

0

sin(u(1− 2s))p′(s)ds

=
p(1) + p(0)

2

sin(u)

u
+

1

2u

∫ 1

0

sin(u(1− 2s))p′(s)ds
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On majore ensuite | sin | par 1 pour trouver 2|H(u)|k 6 C2(p)
k

u
+ ∥p′∥∞

k

2u
.

H(u) est un O

(
1

k

)
parce que

k

u
∼ 1

π
= O(1).

Ainsi Iλk
(Sλk

)(1) = (−1)kC0 +O

(
1

k

)
et β = C0 convient.

18)f) On combine les développements précédents

O

(
1

k3

)
=

sin
√
λk√

λk

+
1

λk

∫ 1

0

Sλk
(1− s)Sλk

(s)p(s)ds

=
(−1)k

k
εkα+O

(
1

k3

)
+ (−1)k β

λk
+O

(
1

kλk

)

Or, kλk ∼ π2k3 donc O

(
1

kλk

)
= O

(
1

k3

)
et donc

−αεk = β
k

λk
+O

(
1

k2

)
Il ne reste plus qu'à constater que

k

λk
=

k

λk
− 1

π2k
+

1

π2k
=

1

π2k
+

π2k2 − λk

π2kλk
=

1

π2k
+

O(1)

∼ π4k3
=

1

π2k
+O

(
1

k2

)

En posant γ =
−β
απ2

=

∫ 1

0

p(s)ds

2π
, qui est une constante qui ne dépend que de

p, on retrouve le développement εk =
γ

k
+O

(
1

k2

)
19) Soit t ∈ [0, 1]. On pose rk = r1,λk

. On a déjà vu au 18)b) que c'est une

fonction continue dont la norme est O

(
1

k3

)
. L'idée est de se servir de l'expression

de xλ qui a été prouvée en 18)b).

On cherche à remplacer le terme
Sλk

(t)√
λk

par
1

πk
sin(πkt) et le terme

1

λk
Iλk

(Sλk
)(t)

par
1

k2
h(t) cos(πkt). On poseRk := rk+ek+e′k, où ek(t) =

Sλk
(t)√
λk

− sin(πkt)

πk
− γ cos(πkt)t

k
√
λk

et e′k(t) =
1

λk
Iλk

(Sλk
)(t) − 1

k2
h(t) cos(πkt) +

γ cos(πkt)t

k
√
λk

sont les erreurs com-

mises. On veut montrer que ek et e′k sont des O

(
1

k3

)
, de sorte que Rk en soit

aussi un (sa continuité est évidente).

Commençons par ek. Puisque
k3

πk
√
λk

∼ k

π2
il su�t de montrer que πk sin(

√
λkt)−

√
λk sin(πkt)− γπ cos(πkt)t est un O

(
1

k

)
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πk sin(
√
λkt)−

√
λk sin(πkt)− γπ cos(πkt)t = πk(sin(

√
λkt)− sin(πkt))− εk sin(πkt)− γπ cos(πkt)t

= sin(πkt)(πk(cos(εkt)− 1)− εk)
+ cos(πkt)πk(sin(εkt)− γ/kt)

Le premier terme est évidemment un O(1/k) parce que ε2k est un O(1/k2).
Le second aussi parce que

sin(εkt)− γt/k = εkt− γt/k︸ ︷︷ ︸
=O(1/k2)

− ε3k/6 + o(ε3k)︸ ︷︷ ︸
=O(ε3k)=O(1/k3)

= O(1/k2)

Posons maintenant h(t) := γt/π. On dé�nit ainsi une fonction continue ne
dépendant que de p et telle que

− 1

k2
h(t) cos(πkt) +

γ cos(πkt)t

k
√
λk

= γt cos(πkt)

 −
1

πk2
+

1

k
√
λk︸ ︷︷ ︸

= 1
k

√
λk−πk

πk
√

λk
=

O(1)

∼π2k3

 = O

(
1

k3

)

Il ne reste plus qu'à montrer que
1

λk
Iλk

(Sλk
)(t) = O

(
1

k3

)
, ce qui est trivialisé

par |xλk
| 6 C(p)√

λ
∼ O(1/k) et | sin | 6 1.


