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Corrigé de I’épreuve de mathématiques B

Questions préliminaires

Pour P,Q € Ay et t € [0,1], le polynéme R = (1 — ¢)P + tQ est élément de Ay :
e pour tout z € [-1,1], R(z) = (1 —t)P(x) + tQ(x) > 0 car 1 — ¢, P(x), t et R(x) sont positifs;

E ) ): 1-t)P1)+tQ(1)=1et R(-1) = (1 —t)P(—1) +tQ(-1) =1 car P(1) = Q(1) = P(-1) =
A est donc une partie convexe de l'espace vectoriel Ry |[X].

On a, pour P,Q € Ry[X] et a e R :
o IP+Qlh = /1, |P(2) + Q)| da < [1} |P(x)| + Q)| dz = || P|ly +|Ql]1 ;
o [laPlh = [ laP()|de = |a] [1,|P(z)|dz = a||P|;

e si ||P|]1, la fonction t — |P(¢)| est continue, positive sur [—1, 1] d’intégrale nulle : elle est donc nulle.
Ainsi, P est le polynome nul car il posséde une infinité de racines.

[| |1 est donc une norme sur Ry[X].

Pour tout = € R, lapplication ¢, : P +—— P(x) est linéaire donc continue sur I’espace vectoriel de dimension
finie Ry [X]. On peut ensuite écrire :

Av=er {HUJesi@hU | U e (0,400l

z€e]—1,1[

et Ay est fermé comme intersection de fermés (les parties {1} et [0, 4+o0[ sont des fermés de R donc leurs
images réciproques par les applications continues ¢, sont fermées).

Comme L est positive sur Ay et que Ay est non vide, on peut définir Ay. Il existe alors une suite (Py)x>0
d’éléments de Ay telle que L(Py) converge vers ay quand k tend vers U'infini. Pour k& € N, Py, est positif sur
[—1,1], donc || Pg|| = L(Py). On en déduit que la suite (Py) est bornée (on munit Ry[X] de la norme || ||; :
les normes sont toutes équivalents car Ry [X] est de dimension finie). Comme nous travaillons en dimension
finie, on peut extraire de cette suite une sous-suite convergente : il existe une extractrice ¢ et un élément
P € Ry[X] tel que P, converge vers P. Comme Ay est fermée, P € Ay et I'application L étant continue
(elle est linéaire), on a :

L(P

o(k) ——— L(P)

k—+oco
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On a ainsi construit un élément P de Ay tel que L(P) = an : la borne inférieure est atteinte.

Pour P, € By et t € [0, 1], le polynéme R = (1 — t)P + tQ est élément de Ay et vérifie
L(R) = (1 — t)L(P) + tL(Q) = (1 — t)aN +taN =anN
donc R € By : By est convexe.

On a By = Ax N L7 ({an}) donc By est fermée, comme intersection de deux fermés (L est continue et
{an} est fermé dans R); comme les éléments de By sont de norme égale & an (pour || ||1), Bx est bornée :
elle est donc compacte (dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les compacts sont les fermés
bornés).

Soit P € By ; en posant Q(X) = P(—X),ona @ € Ay et L(Q) = L(P) = an. On en déduit que @ est
P+Q

élément de By, puis que c’est également le cas du polynome pair R = 5

, par convexité de By .

Premieére partie

Pour j = 0, Py est de degré 0 et pour j > 1, le polynéme (X2 — 1)/ est de degré 25, donc sa dérivée j-ieme
est de degré j; on a donc deg(P;) = j pour tout j € N.

Py est pair et pour j € N*, le polynome (X2 — 1)7 étant pair, sa dérivée j-ieme est de méme parité que j (la
dérivée d'un polyndme pair est impaire et la dérivée d’un polyndme impair est paire). P; est donc de méme
parité que j pour tout j € N.

Le résultat est évident quand j = 0. Pour j € N*  on a :

1 zj: 3 Y [ - 119 [ 4 19
27 4! — i
En évaluant en 1, seul le terme correspondant a ¢ = j est non nul. On a donc :

P;(1) = {;j, (z:)j!(XH)le:l

puis P;(—1) = (—1)7P(1) = (—1)7 en utilisant la propriété de parité de P;.

P;(X) [(Xfl)j(XJrl)j](j):

~ 25 1

Soit i, j tels que N < ¢ > j < 0. On peut faire une intégration par parties (on ne manipule que des polyndmes,
qui sont de classe C!) :

1 ; .
2 < Ppy > = [ (=179 [ - 7] da
-1

- “(xz —-1)] © [(? - 1)j](j*1)]1 _ /1 [(a? — 1)¢](i71) [(a? — 1)j](j+1) dz

- _ /1 [((EQ _ 1)1] (i—1) [(.’L’Q _ 1)]] (J+1) dz

-1
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car 1 et —1 étant racines d’ordre de (X2 —1)%, ils sont racines de [(X? — 1)7] =1 Gomme (X2 —1)] (k)

s’annule en 1 et en —1 pour tout k compris entre 1 et 7, on montre facilement par récurrence (sur k) :
Yk € {1,...,i}, 29l < P, Py >= (—1)*inte[(2? — 1)1]7 [(22 = 1)7]9TY

On a donc : )

2Hiljl < P, Py >= (—1)! / (@ =17 [@-17]" de =0
-1 —
=0 car i+j>2j5

La famille (P;)o<j<n est donc orthogonale.

Le calcul précédent, quand ¢ = j, donne :

(1) ' 2 i 2 (29) (25)!
o=grgy [, @20 @01V e pm
=(-1I(1-?)  =(2))!

Soit j > 1. On a par intégration par parties :

/ (P de = [0 atya], - / 2ja(1 - ) lada

-1 -1

I;

2j/ (-2l —2?) ' —(1-2?)"") dz

-1

= 2j(I; = Ij-1)
. , 2j (25)(2j—-2)...2 227G
On obtient, pour j e N: [, = ——— [, 1 =...= — - = - , puis
ot VI 2j+1)2i—1)..3°" @+ P
(27)! 2¥*(h)? 2
9 = =

227 (N2 (25 +1)! 25+ 1°

La famille (Pj)o<j<n est échelonnée en degré et de cardinal n + 1, donc c’est une base de R,,[X].

En notant P et I les espaces engendrés pas ces deux familles, nous avons :
I, J,=R,[X]=Pa®I

avec P C Il et I C I,; on en déduit que P = II,, et [ = I, i.e. que (Paj)o<j<n/2 €t (P2jt1)o<i<(n—1)/2
sont des bases de II,, et J,,.

Comme Ry est pair, on peut 'écrire sous la forme Ry = P(X?) avec P € R[X]. On peut ensuite factoriser
P en séparant ses racines réelles positives (a;)1<j<r, ses racines réelles strictement négatives (0x)1<p<s €t
ses racines complexes non réelles conjuguées (ye, 72)1<e<t

s t
—aH —ay) [TX = 80) [T(X =) (X —70)
k=1 =1



Pour chaque i, j, ¢, on pose ¢; = ,/aj, pr = /=P et on choisit une racine carrée wy de .. Les ¢; sont des
réels différents de 1 ou -1 (car Ry(1) et Ry(—1) sont non nuls), les p, sont des réels non nuls (car leurs
carrés sont strictement positifs) et les wy ne sont ni réels, ni imaginaires purs (car leurs carrés ne sont pas
réels). On a donc :

S t
II ) TTX2+02) [T (X2 — wi)(X? —w7%)
j=1 k=1 =1

puis (avec Ry(1) =1) :
_ 1
[ (=)o (T4 p) [Ty (1 — w}) (1 — %)

et donc

- X2 402 1 X2 —w? X2 w2
Ry(X :|| || k|| L,
~n(X) = 1+p2 — 1—w? 1 —w?

Soit x € [-1,1]. On a 0 < 22 < 1, donc :

22
VEk, 0 < 1 +pk <1 (carpi > 0)

+ p2
2 2 _ 2 2 212
2?2 —w? 2?2 —wy & —w
N4 L = Ll >0 (car w? ¢R
T l—w? 1 —wg? 1—w? ( ¢t #R)
Comme .
r x2702 5 x2—|—p x2—w2 xz—wg
0 < Ry () 2J H 2k H 2@ 2
i L—cj o LApi o 1—wp 1 -y
>0
2
on en déduit que 0 < H 2; puis par produit d’inégalités :
j=1 ]

0 < Sx(z) < Ry (2).

On en déduit que Sy € Ax (ona Sy (1) = Sy(—1) = 1) et que L(Sn) f Sy (x dngilRN(x)dx:aN,
et donc L(Sy) = an par définition de ay : Sy est élément de By .

Soit « € [—1,1]. Quitte & réordonner les c;, on peut supposer qu'il existe 7’ compris entre 1 et r tel que
2 _ 2
x — -

¢; & [—1,1] si et seulement si j < r’. On a alors, pour 1 < j <77/, T 23 > 1 (car 22 — c? <1- cf < 0),

_cj

d’ou :

| /\

H . (1)

On a ensuite :

LR L LA L
0< J J H J
- 1—¢2 Ll _ 2 1—¢2
j:1 J ]:1 J ]:r’-‘,—l J
—_————
>0
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LR
donc 2] > 0 et on obtient :
) 1—ct
j=r'+1 J
0 <Tn(z) < Sy(z)
- z? — c? i 2?2 —w? 2-w
en multipliant (1) par le réel positif J £ ¢
pliant (1) p positif ]| _Clel_wg p—
j=r’'+1 J e=1

Le méme argument qu’a la question (8) prouve que T € By.

-1
Notons C I'ensemble des solution de cette équation. En notant z = X +4Y (avec X,Y € R) et A = ‘Z—kl"
nous avons (en remarquant que A2 # 1 car w n’est pas sur la médiatrice du segment [—1,1]) :
z€C <<= |z—=1|=Az+1|(car —1¢C)
= (X-12+Y2=XN((X+1)2+Y?
= (1-MX? 20+ )X +(1-\)Y2=)2 -1
T+22\%  ,  [142A2)° 42
= X Y* = —1=
<x 1—%) * 1— 2 (1—22)2
(s 14 \? 2) .
On en déduit que C est le cercle de centre C' = T2 0) et de rayon R = m Ce cercle contient
trivialement le point w (car z = w vérifie I’équation initiale de C).
Pour Y €] —1,1[,on a:
1-A
YGC<:>\Y—1|:>\|Y+1|<:>(1—Y):>\(1+Y)<:>Y:1+—X
1—
Comme A €]0, 1[U]1, +o0], T €]—1,1[ et on a prouvé que C coupait l'intervalle | — 1, 1] en 'unique point
1=
YTIEx
-1 -1

On a ly =1 _ w1l donc

ly+1]  Jw+1]

lw—1]  |Jw+1]  |w+1] w1
ly—1  ly+1 y+1

LA w1+l —w|  [L+1]
2 2 2

1

par inégalité triangulaire (on a inégalité stricte car w ¢ [—1,1] : la distance de —1 & 1 est strictement plus
grande que la somme des distances de —1 a w et de w a 1.

Notons C’ cette nouvelle partie. On a clairement 1 € C’ et

|-1-w| [1+w |Jw-—1|
|=1—yl [T+yl |y—1

cary € C,

donc les points 1 et —1 appartiennent a C'.

1
Ona,avecz:X+iY7w:a+ibetu:'1w’>1:

2€C = |z—wP=pllz—yfPetz#y



11.

12.

= |-wl=pllz—ylPcarw#y
= (X -a)+ (¥ -0 =p*((X -y’ +Y?)
— (W -DX?+2X(a—yp®)+ (@? - 1Y% +20Y = a® + 1% — py?

Comme g2 — 1 est non nul, C’ est soit ’ensemble vide, soit un cercle. Comme il contient les deux points 1 et
—1, c’est un cercle dont le centre appartient & la droite iR (cela se traduit par a — yu? = 0).

Comme les points 1 et —1 sont sur C’, le segment [—1, 1] est contenu dans le disque délimité par C’. Comme
u? > 1, ce disque a pour équation |z — w|? > p?|z — y|?. Ainsi, on a :

Vo € [-1,1], |z —w|? > p?lz —y|?

ce qui donne :

T—w 1-w 1+w
voe L) \y, B2y, Szl [ltel
|z =y 1=yl [1+yl
Pour chaque ¢ € {1,...,t}, on peut appliquer la question 12 aux complexes wy, Wy : leurs coefficients A\ sont
lw—1] |o—1]

) et donc les valeurs y associées sont également égales. De méme, notons X et

égaux (car =
gaux (car (o = 5]

1y’ les valeurs A et y associées aux complexes —wy, —w;. Nous avons :
volmesl 1 1N A1
B B 14N A+l

—y.

En notant y. la valeur y, et en remarquant que I'inégalité obtenue a la question 10.(c) peut s’écrire :

lz —w| _ |z —y
Vo € [-1,1], >
1—wl ~ 1yl
nous obtenons pour tout z € [—1,1] :
z? — w? :172717527 z? — w? % — w2 |z —wy T — Wp x — (—wy) x — (—wy)
1—w? " 1-wg2 | 1—w?  1—w? T—we| [1=wg| |1—(~we)| |1— (—wp)
S (T Y T Y T+Ye T+ Ye
T ol=y l—-ye 14y 1+y
&
1—y?
x2—w§ mz—UTﬂ

2 2\ 2
72 —
En remplacant dans Ty tous les facteurs 5 r ( Ye > , nous obtenons un polynéme

—w? 1 —wg? 1—9y?2

Uy de méme degré que Ry tel que 0 < UN(X)E < Twn(z) < Sy(x) < Riv(x) pour tout z € [—1,1]. On a
donc une nouvelle fois Uy € By et comme f_ll(TN —Un)(z)dz = 0 avec Ty — Un > 0 sur [—1, 1], nous en
déduisons que Ty = Uy (les deux polynomes coincident sur la partie infinie [—1,1]). Comme Uy a toutes
ses racines dans [—1, 1], nous avons démontré que toutes les racines de Ty appartiennent & [—1, 1].

En fait, les questions 8, 9 et 10 prouvent respectivement que s = 0 (Ry = Sn), que les ¢; appartiennent
tousa | — 1,1 (Ry =Tn) et que t =0 (Ry = Up).

Ry étant pair, il est de degré pair 2r, avec 2r < N, i.e. 7 < n. Si r était strictement inférieur a n, le polynéme
P = X?Ry serait de degré 2(r + 1) < 2n < N avec Vz € [—1,1], 0 < P(z) < Ry(z) : comme aux questions
précédentes, ceci imposerait P € By, puis P = Ry, ce qui est absurde. Ry est donc de degré 2n.



13. Le polynéme Ry a toutes ses racines dans | — 1,1[ (1 et —1 ne sont pas racines car Ry (1) = Ry(—1) = 1).
On peut donc écrire :
k
][ o

aveca €E R*, ke N* -1 <a; <...<ap<1letng,...,ng € N*. Comme Ry est de signe constant sur
| — 1,1[, il ne change pas de signe en ses racines, donc les m; sont pairs. Enfin, Ry > 0 sur [—1,1], donc
a > 0. On peut donc écrire Ry = U% en posant :

—sfH —a;)™/% € R[X]

olt ¢ € {—1,1} est choisi de sorte que Un(1) = 1 (avec U,(—1) = %1, puisque U2(—1) = Rx(—1) = 1).
En notant Viy(X) = Uy(—X), nous avons
U (X) = Ry(X) = Rn(=X) = VR(X),
done (Uxy — VN )(Un + Vi) = 0. Comme R[X] est intégre, soit Uy = Vi, soit Uy = —Vy, donc Uy est soit
pair, soit impair.

14.(a) Pour tout P € H,, on a P? € A,,, donc

1
UNI2 = /IU;“V@) dr = L(Rx) < L(P?) = ||P| 2.

On en déduit que ||Up||2 est le minimum des ||P||; pour P € H,, puisque Uy est élément de H,,.

14.(b) Soient j, k tels que 0 < j < k < % On a Uy + t(P2j; — Pa) € H, pour tout t € R, donc :

vt € R, [|Un|l3 < |[Un + (P2 — Par)ll3
ce qui 8’écrit encore :
YVt €R, 0 <2t < Uy, Pyj — Poy, > +12||Py; — Pai|3

Ceci impose < Uy, Paj — Pop, >= 0, soit < Uy, Po; >=< Up, P2, >. On peut donc noter p la valeur
< Un, P2j >, qui est commune & toutes les valeurs j telles que 0 < j < n/2.

14.(c) Comme (Pyj)o<j<n/2 est une base orthogonale de II,, on peut écrire :

<UN,P2' Py
e ¥ OSpEimes XM
0<j<n/2 < Poj, Poj > 0<j<n/2 92i

1 1
Comme Uy (1) =1 et P5;(1) =1 pour tout j, on a — = Z —.

0<j<n/2 927
14.(d) On en déduit, toujours grace & 'orthogonalité de la famille (Ps;) :

2
Py
g2;

ay = |[Unl3 =p> >

0<j<n/2

0<j<n/2
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On peut reprendre la preuve de la question 14 en notant cette fois H,, ’hyperplan affine de J,, d’équation
P(1) =1": ||Un||2 est le minimum des ||P||2 pour P € H,, ; Un est donc le projeté orthogonal du polyndme
nul sur ’hyperplan affine H,,. On en déduit que pour tous points P, P, € H,,, Uy est orthogonal au vecteur
P, — P;. En particulier, < Un, Pag+1 — 22541 >= 0 pour tous j,k € N tels que 0 < j <k < (n—1)/2. La
valeur y =< Uy, P11 > est donc constante pour 0 < j < (n — 1)/2 et on peut écrire :

Py
Uy = RS
0<j<(n—1)/2 927+
. . 1 1 )
On a ensuite, toujours avec Uy(1) =1, — = , puis
B 0gj<mmny 923+
-1
1
anN =
0<j<n/2 J2H1
—1 —1
1 Py 1 Poiiq
En posant Vy = — g —L ot Wy = i, nous avons :
0<2j<n J2i 0<2j<n J2i 0<2j11<n J2i+1 0<2jt1<n J2i+1

o V2, W3 € Ay donc ay < ||Vn||3 et an < [[Wnl3;

—1 —1
o ay = ||Vnl3 = (20523'91 ﬁ) ouay = [|[Wyl[3 = (Zog2j+1§n : ) :

92i+1
-1 -1
g . 1 1
On en déduit que ay = min Z — ,
0<25<n J21 0<2; 92j+1
<2j<n <2j+1<n
Si n est pair, avec n = 2m, nous avons :
1 &4j+1 31 1 4i+3 1
Y. =) jg =m’ 4 omt 5 >mt 4 om = > j2 =
0<2;<n 92 50 =0 0<2jt1<n J2i+1
-1
2, 3 1 .
donc ay = <m + §m + 2) et Uy est pair.
Si n est impair, avec n = 2m + 1, nous avons :
1 4j+1 3 1 5 3 <=4j+3 1
> .:ZJQ :m2+5m+§<m2+gm+5:2 jg = :
0<2;<n 92 50 j=0 0<2j+1<n J2i+1
-1
9 5 3 . .
donc ay = (m + gm + 2) et Uy est impair.
Nous avons ainsi démontré que le polyndéme Ry était unique, avec :
) 2
3 1\ 45 +1
2 .
<m +2m+2> Z TPQJ' sin=2m

0<j<m

Ry =

5 3\ 2 45 +3 .
<m2+2m+2> Z TPQJ‘J’_I sin=2m+1
0<j<m



