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Section 1

1. Supposons que la suite (u,,) converge vers £. Puisque u, —¢ = o(1) et que Z 1 est une série divergente & termes positifs,

n n
on sait que Z(uk -0 =o (Z 1), i.e. que (n+1)(op,—¢) = o(n+1). Ainsi’ (o) converge vers £ si (u,) converge vers £ ‘
k=0 k=0
Supposons maintenant que la suite de nombres réels (u,) tende vers +oo. Alors 1 = o(uy,) et Zun est une série

n n
(grossierement) divergente & termes positifs (& partir d'un certain rang) On en déduit que Zl =0 (Z uk>7 i.e. que
k=0 k=0
n+ 1= o((n+ 1)o,), ce qui montre que la suite (Jo,|) tend vers +oo. Or, comme Zun est une série divergente &
termes positifs, la suite de ses sommes partielles tend vers +oo donc o,, > 0 a partir d’un certain rang. On en déduit que

’ (o) tend vers 400 si (uy,) tend vers +oo ‘

En considérant la suite (—u,,), on montre que ’ (o) tend vers —oo si (uy,) tend vers —oo ‘

Remarque. Cette question est assez étrange puisque le théoréeme de Cesaro (pour une limite finie ou infinie) est désormais
explicitement au programme de MP et de MPIL.

-1
2. Comme ngr-lr-loo " _1’_ 1= 0, le lemme de Cesaro assure que nll)rfm % "z;) %-1-1 =0, i.e. ’ (vy,) converge vers 0 ‘
Soit n et k des éléments de N\ {0,1}. Pour tout ¢t € [k — 1,k], % < % < ﬁ donc, en intégrant sur le segment
[k —1, kK], % <lnk—Ink—1) < ﬁ En sommant la premiére majoration pour k variant de 2 a n et la seconde pour k
variant de de 2 & n + 1, on obtient In(n + 1) < nv, < Ilnn+ 1, donc Inn < nv,, < Ilnn+ 1 puis 1 < ﬁlv;; <1+ ﬁ Le
théoreme des gendarmes assure alors que ngrfoo % =1, i.e. |v, ~ lnTn .

n—1
. N . 1 . . Up — U
3. Comme la suite (e,) converge vers «, le lemme de Cesaro assure que lim — E er = a, i.e. lim — = a.
na+a3nk n—+400 n

uo Unp

Or, lim — =0. Par somme, lim — = q, donc, comme « # 0, .
n—4oo n n—+4oo N

Puisque u,4+1 —uy, ~ et que E « est une série (grossierement) divergente dont les termes gardent un signe constant,

n—1 n—1

on sait que Z(U/kJrl —ug) ~ Z a, i.e. u, —ug ~ an. En particulier (|u,|) tend vers +o00 donc u,, —ug ~ u,. Finalement,
k=0 k=0

(i~ )

4. Traitons les cas £ € ]0,+o0[, £ = 0 et £ = 400 ensemble en décrétant que In(0) = —oo et que In(4+00) = +00 et

. Un+l
en supposant que lim
n—-+o0o Up,

n—1
Zln(ukﬂ) — In(ug) = In(¢), i.e. lim = In(¢). Or, lim
k=0

= {. Avec notre convention, lirf In(up+1) — In(u,) = In(¢) donc d’apres le lemme de
n—-+0oo

In(u,) — In(ugp) In(ug)

. 1
Cesaro, lim — = 0. Par somme,

n—+oo n n—-+oo n n——+4oo n

In(uy,)

nBIEoo = In(?), i.e. ngr}rloo In({/u,,) = In(¢). On en déduit que ngrfoo u, =10/
1 . . (n+1)! . o
En considérant la suite (n!), comme lim -——— = 400, on en déduit que| lim Vn!=4oo|
n—+00 n! n——+00




Enfin, comme
(n+1)71+1

@ﬁ“:<1+i>n=am<nm<1+i>>:mmﬂ+0ﬂﬁ=€+0ﬂ)

n!

(nt1)"H! —
. n+1)! . n
ona: lim (%:e,donc lim {/— =e|

n— 00 F n—-+o00 n!

5. Posons, pour tout n € N, u,, = a,, — a et v, = b, — b. Soit n € N*. On remarque que :

,Zakbn = fZ(a—i—uk)(b—i—vn_k) :ab—l—%ka—l—%Zuk—l—%Zukvn_k.

k=0 k=0 k=0 k=0

Comme lim wv, =0, le lemme de Cesaro assure que lim — Z v = 0. De méme, hm Z ur, = 0. Montrons pour

n— o0 n—+oo 1 —+oon
1 n
finir que lim Z UgVn— = 0. Les suites (u,) et (v,) étant convergentes, elles sont bornées : on dispose de M > 0 tel
n——+oo n
que pour tout n € N, |un| < M et |v,| < M. Soit € > 0. Comme lim u, = lim v, =0, on dispose de ng € N tel que

n—-+oo n—-+o0o
pour tout n = ng, |un| <ceet \vn| < . Pour tout n > 2ng, on a donc :

n+1zukvn k

n

1 1
n+1Z|ukan k| +—— +1 Z |w||vn—k| < _|_1ZMX5+? Z ex M = Me,
k=no+1 k=no+1

<

ce qui montre par définition de la limite (rappelons que le réel M ne dépend pas de €) que lim Z UpVUp— = 0
n—+oomn + 1

puis que hm Zukvn 1 = 0. Finalement | lim Zakbn r=abl|

n——+ n—+oco n

n n

1

6. Posons, pour tout n € N, A, = Zak et B, = Zbk' D’apres la question précédente, nETOO -~ ZAkB"—k = AB.
k=0 k=0

Or, pour tout n € N,

ZAan,k = Z AkBg = Z Z Z CLibj = Z Gibj Z 1
k=0

(k,0)e[0,n]? (k,0)e[0,n]? i€[0,n] 5€[0,n] (4,9)€[0,n]? (k,0)€li,n]x[5,n]
k+l=n k+l=n i<k Jj<t i+j<n k+£=n

= > Card({(k,€) € [i,n] x [j,n]; k+ € =n}) a;b;

(4,5)€[0,n]?
i+j<n

= Z Card ({(k,n —k); k€ [i,n—j] })a;b;

(4,5)€l0,n]?
itj<n

= > (n—i—j+1ab,

(i-j)€[0,n]?

i+j<n
et
DCe= D0 > D awbi= D > ab= Y ab Y 1= Y (n—i—j+ Db,
k=0 k[0 £el0n] (i.j)€[0.n]” k€[0.n] (i,5)€[0,n]? (i.5)€[0,n]? ke[0,n] (i,j)€[0,n]?
<k i+y=~ i+ji<k i+j<n k>it+j itj<n

Finalement, pour tout n € N*, - ;Aan_k = ;Ck. On conclut que | lim Z Cr = AB|

n—+oo n

1
2n+1

7. Considérons la suite ’ (upn) = ((—1)™) ‘ Alors la suite (u,,) ne converge pas et comme, pour tout n € N, og,, =

et o9pt+1 = 0, la suite (0,,) converge (vers 0).



8. Supposons d’emblée que £ € RU{—o00, +o0}, que (04,) tend vers £ et que (u,) est monotone. Cette derniére hypothese
assure que (uy,,) tend vers une limite ¢ € RU {—o00, +o0}, donc d’apres la question 1, (0,,) tend vers /. Comme (0,,) tend

vers £, 'unicité de la limite assure que ¢/ = ¢ donc ’ (up) tend vers une £ ‘

9. L’indication peut se montrer via un calcul direct mais une récurrence immédiate donne le résultat encore plus rapide-
n n

ment : I'initialisation vient de la définition de ey et si n > 1 est tel que Z ke = nup41 — Z uy, alors

k=0 k=1
n+1 n
E ke = nuyi1 — E ug + (n+ 1)epr1 = nupq — g ug + (n+ 1) (upg2 — tng1) = (m+ Dppo — g Uk — Unad,
k=0 k=1 k=1 k=1

ce qui prouve ’hérédité. Finalement, | pour tout n > 1, Z ker = nup41 — Zuk .

Supposons maintenant que lim o, = ¢ et que hm ne, = 0. Alors d apres ce qui précede, pour tout n > 2,
n—-+oo n—-+oo

-1 —1
1 5 1 5 n 1 n Ug
unzig kek—kig U = xfE key + X Op_1 — .
n—1 n—1 n—1 n n—1 n—1
k=0 k=1 =
n—1
Or, comme lim ne, =0, le lemme de Cesaro assure que lim — E ker = 0. Comme d’autre part lim o,_1 =¥, on
n—-+o0o n—+oo n n—-+o0o

en déduit finalement que | lim wu, = /|
n——+oo

10a. Ici encore, un calcul direct peut aboutir mais une récurrence sur m > n+ 1 (& n € N fixé) donne le résultat plus

m m—
rapidement : l'initialisation vient de la définition de e, et si m > n + 1 est tel que Z ug — (m—n)u Z —je
k=n-+1 j=n
(remarquons que cette derniére somme peut aussi s’arréter & j = m), alors
m+1 m m m m
Z up — (m+1—n)up = Upy1 — Uy + Z up — (m—n)u, = Z(Uj+1 —uj) + Z(m —j)e; = Z(eJ +(m—j)ej)
k=n+1 k=n+1 j=n j=n j=n
m m—1
ce qui prouve I'hérédité. Finalement, | pour tous n > 0 et m > n, Z up — (m —n)u, = (m—j)e;
k=n-+1 Jj=n
m
10b. Soit n et m des entiers tels que 2 < n < m. Remarquons que (m + 1)o,, — (n+ 1)o, = Z uy, donc, d’apres la
k=n+1
(m+ 1o, —(n+1)o 1=
question précédente, uu L, = Z (m — j)e; donc
m-—n m—n
(m+1)o (n+1) —
[t = ~u, >~ (m =)l < Z|ej|

1
Or, comme ¢; = O <>, on dispose d'une constante C' > 0 (qui ne dépend donc pas de n ni de m) telle que pour tout
J

JjeN*, |ej| < <S5 En exploitant I'inégalité < pour tout j > 2, — <Inj —In(j — 1) » établie a la question 2 (on peut aussi

montrer cette inégalité en exploitant la concavité du logarithme)7 on a donc finalement :

(m+1)om, —(n+1)o — C ~ m—1
— Uy — (Inj—1In(y —1 c(l —-1)-1 —-1)=C1 .
‘ m DEPIE ; 0j I~ 1)) = Clingm — 1) ~ In(n — 1)) = Cln ("=
Vo — Doy, —1
D’ow, | en notant C' =1+ sup (jle;|) > 0, on a : pour tous m >n > 2, (m + 1o (n+ 1o —up| < Cln (m>
jEN* m-—n n—1




Soit n et m des entiers tels que 2 < n < m. On écrit :

(m+ 1o, — (n+1)oy, n (m+1)(om =40 —(n+1)(on — 6).

Up — €=Uy, —

m-n m-—n
donc, d’apres ce qui précede :
m—1 Do, — Do, — m—1 Dlg,, — Dlg. —
lu — €] < C'ln LA Dlom — 4+ 0t Dlow =8 ) L (m et Dlow — € + (m+ Dlow — ¢
n—1 m-—n n—1 m-—n

m—1
-1

1
>+m+ (lom =€+ [om —£]) |
m—n

donc | pour tous n = 2 et m > n, |u, — €| < Cln(

10c. Soit @ > 1 (que 'on choisira ultérieurement). Posons pour tout n > 2, m,, = 1+ |an] (remarquons que m,, > an > n
et que m,, est un entier). D’apres la question précédente, pour tout n > 2, on a donc :

-1 1
fun — £ < C'ln (’"" ) £ E (g, 0]+ o~ 1),

n—1 My,
. my, — 1 . mp + 1 « ..
Or, m,, ~ an donc lim In L =Ina, lim L = et lim oy, =/¢. Ainsi
n—+o0 n—1 n—t+oomy, —n a—1 n—+oo

n_]- n 1
lim Cln (m )+ M (lom, — £+ |lon —£]) = Clna.
n—1 n

n—+oo My, —

Comme C'lna < 2C In a, on dispose donc de ng > 2 tel que pour tout n > ng,

-1 1
cm(mn )+m"+ (Iom, = +lon —€)) <2Cla donc |u, — £ < 2CIna.

mp —N

Finalement, pour tout o > 1, il existe ng > 2 tel que pour tout n > ng, |u, — ¢] < 2CIna. On en déduit que pour tout

> 1, il existe ng > 2 tel que pour tout n > ng, |u, — £ < 2C'lna = €, ce qui montre que

>0, b o= ( )
€ en posant a = exp | 5~

lim u, =/¢|
n—-+oo

Section 2

la. Supposons R > 1. On sait que la somme dune série entiere sur le disque ouvert de convergence est continue. Comme
R > 1, le disque fermé unité est inclus dans le disque ouvert de convergence. On en déduit que la restriction de f a

Ag, U {1} est continue. D’ont ’ (Abel) dans la cas on R > 1 ‘

1b. N N N N N
Zanz"—SN = Zan(z"—l):Z(Rn 1— Ry) Z )—ZRn(z”—l)
n=0 717\./:_11 = No1 n=1 n=0

= Y Ru(z" - Z R, (z =Y Ru(z""' —2") - Ry(zV - 1)
n=0 n=0

N-1

N
donc Zanz" -Sy=(-1) Z R,2" — Ry(2N —1) |
n=0 n=0

lc. Soit z € C tel que |z] < 1. Comme |z| < R, le membre de gauche de I’expression trouvée & la question précédente

converge lorsque N — +oo vers f(z) — S. D’autre part, comme |z| < 1, lim 2V =0 et comme lim Ry = 0, on
N—+o00 N—+o00

a: Nlim RN(ZN — 1) = 0. Comme z — 1 # 0, on déduit finalement de ces remarques et de la question précédente
—+o0

que la série E R, z" converge (ce que nous aurions aussi pu montrer directement) et que, en faisant N — oo,

“+o0
f)=S=(:=2-1) Zan"
n=0




1d. Comme lim R, = 0, on dispose de Ny € N tel que pour tout n > Ny, |R,| < . D’apres la question précédente,

n——+oo

on a donc, pour tout z € C tel que |z| < 1 (a priori dans [0, +00]) :

No 400 No
z—1
F@-SI<l- U Bl 4121 Y elel" < |z—1\Z|R el < - Y R+ e
n=0 n=Nop+1 n=0
Finalement, | il existe Ny € N tel que pour tout z € C vérifant |z| < 1, |f(z) — S| < |z — 1] Z |R, |+5 I )
n=0

le. Soit z € Ay,. Ecrivons z = 1 — pe’? ot @ € [—6y, By]. Alors

lz—1] _ p _ p _ p
1—1]z]  1—|1—pcos(d) —ipsin(9)| 1_ \/(1 — peos(0))? + p? sin?(6) 1 —/1—2pcos(d) + p?

donc

|2 -1 p

T—[o] "1 V1 —2pcos(y) + p2
Or,

P N 14 N p_ 1
1— /1= (2pcos(fg) — p?) p=0 5(2pcos(fo) — p?) p—0 pcos(fy)  cos(bo)
P 1 1 2 .
donc lim = . Comme < , on dispose de p(fp) > 0 tel que pour tout
p=01 — /1 —2pcos(fy) + cos(o) cos(fy) ~ cos(fp) P p(00) que p
€10, p(6o)],
P < 2

1—+/1—(2pcos(fp) — p?) = cos(bp)

|z — 1] 2
< .
— 2l 008(90)

Finalement, | pour tout z € Ay, de la forme z = 1 — pe? avec 0 < p < p(ﬂo),

2
Pour de tels complexes z, on adonc : | f(2)—S] < |z2— 1|Z| n\+ . Or, hm \z 1\Z|R |+cos(€90) = cos(aﬁo)'

2 3
Comme cos(do) < cos(Bo)’ on dispose de pg € )0, p(fy)] tel que pour tout z € Ay, de la forme z = l—pe avec 0 < p < po,

0
2
|z —1] Z: |R,|+ s 590) < 0083(600). Pour de tels complexes z, on a donc : |f(z) — S| < cos?)ﬁ' Par définition de la limite,

on a donc établi | (Abel) |

1 n

2. On considere la série entiere Z 27_£1x2n+1, dont le rayon de convergence est 1 et dont la somme sur | — 1, 1] est
_1)n

Arctan. Remarquons que la série alternée Z 2( _: 1 vérifie le critere spécial des séries alternées donc converge. D’apres
n

(Abel) appliqué avec 6y = 0 t done affi lim Arctan(z) io(_l)n‘ iO(_l)n u

el) appliqué avec 6y = 0, on peut donc affirmer que lim Arctan(x) = , i.e. =—|
e ’ Y ! 3:65211 n=0 2n+1 n=0 2n+1 4

Remarque. Cette question pouvait aussi étre traitée en appliquant directement le théoréeme d’Abel radial, qui est
désormais explicitement au programme de MP et de MPIL.

3. On considere la série entiere Z(fl)”z”, dont le rayon de convergence est 1 et dont la somme f sur le disque ouvert

—_

1
unité est z — ——. Alors | lim f(z) = = tandis que la série Z(fl)” diverge (grossiérement) |
btz 0 2




4a. Soit n € N* et x € [0,1]. Alors

S’n—f(w):ia 1—96 Z apz” (1-=z iakk 1l’i— 3 k‘akx—:
k=1 k=n+1 k=1 =0 k=n+1
donc (a priori dans [0, +00]) :
+o0
1S, — f(2) <1 -z Z\ak\;l—kz;lzgp(kmﬂ) (1—a Zk|ak|+sup klax|) ;ﬂ;l 2

‘
Or, la série entiere Z 7 est de rayon de convergence égal & 1 donc, comme z € [0, 1], en notant h sa somme, h est de
>2n+1
classe C! sur [0, z] et

o0 xz
_— = /
S = h / K(t)dt = /O

> te‘ldt—/midt</z Mg e
o 1=t T Jy 11—z (n+1D(A-2z) nl-2)

t=n+1 >2n+1
su kla
Finalement | [S, — f(z)| < (1 — =z ka |+ pk>n()k) .
4b. D’apres la question précédente, pour tout n € N* (oun > 2 si on veut que z,, € ]0,1[) : |Sp, — Z klax| +

sup(k|ag|). Or, comme lim nl|a,| =0, on a d’'une part, par définition de la limite : lim sup(k|ax|) =0et d’ autre part,
k>n n—-+00 Nn—=+00 5

1 n
d’apres le lemme de Cesaro: lim — E klag] = 0. On en déduit que lim S, — f(x,) = 0. Or, (z,) est une suite de ]0, 1]
n—4+oco n P n—-+oo

qui converge vers 1 donc lim f(z,) = S. Par somme, on en déduit que lim S, =5, ce qui établit ’ (Taubérien faible) ‘
n——+oo n——+o0o

5a. Admettons (Taubérien fort cas S = 0) et établissons (Taubérien fort cas général) en supposant donc que lim f(x) =
r—1"

1
S eCetquea, =0 () Posons alors by = ag — S et pour tout n € N*, b,, = a,,. Alors la série enticre Z b,z" est de
n

1
rayon de convergence 1 et de somme f — .S donc lim (f — S)(x) = 0. Comme d’autre part b, = O <n>’ (Taubérien fort

r—1"

wER
+oo
cas S = 0) assure que la série Z b, converge et que Z b, = 0, donc la série Z a, converge et Z an = ag + Z b, =
n=0 n=0 n=1
—+o00
S+ b+ Z by, =S, ce qui établit (Taubérien fort cas général). Finalement, = 0 suffit ‘
n=1

5b. Remarquons que © C F([0,1],R]), que la fonction identiquement égale & 0 appartient & © et, par linéarité de la
sommation et de la limite, que © est stable par combinaisons linéaires. Finalement, © est un sous-espace vectoriel du
R-espace vectoriel F([0,1],R]) donc ’ O est un R-espace vectoriel ‘

5c. D’aprés la question précédente, il suffit de montrer que pour tout k € N*, X* € ©. Or, pour k € N* fixé, en notant
Py, le polynéme X*, on a : pour tout z € [0, 1], z* e [0, 1] donc, comme le rayon de convergence de la série entiere Z anz"

est égal a 1, la série Zan (:ck)n converge, i.e. ZanPk(m") converge, et sa somme est f (z). Or, Py([0,1[) = [0,1] et

lim z¥ = 1. On en déduit que lim f( ) =0, i.e. lim Z anPr(z™) = 0. Finalement pour tout k& € N*, X* € ©, d’out

x—1— r—1— r—1—

le résultat |.



5d. Par linéarité de la sommation, de la limite et de lintégrale, il suffit d’établir le résultat lorsque P = X*, ol k est

un entier naturel quelconque. Soit donc k € N. Remarquons que pour tout z € [0, 1], la série géométrique Z (xk+1)n

+00 +oo 1
1 n 1-— n 1
converge de somme =) donc (1 — x) E z" (z%)" = 17:;1 donc lim (1 — z) E " (a%) = —— = /0 t dt.

r—1— k + 1
D’ou | le résultat |.

n=0 n=0

“+o00
5e. Supposons que g € ©. Alors pour tout x € [0,1[, la série Zang(x") converge et lim Zang(x") = 0. Or,
r—1— o
In2

si et seulement si n < o et, dans
nx

N —

pour tout x € ]0,1[ et pour tout n € N, g(z") = 1 si et seulement si z" >

+o0 [—(In2)/(Inz)]
le cas contraire, g(z") = 0. On en déduit que pour tout = € ]0,1], Zang(x") = Z ap. On en déduit que

n=0 n=0

[-(n2)/(Inz)]

lim Z an = 0. Comme la suite d’éléments de |0, 1] définie par (e~ (™2/N) yen- converge vers 1, on en déduit en

—1-
* n=0

N
particulier que lim Z an = 0, ce qui établit (Taubérien fort cas S = 0) puis, d’apres la question a,
n—=

(Taubérien fort) ‘

N —4o00

——— siz€[0,1/2]
5f. On remarque que pour tout = € [0,1], h(x) = 1 -z Pour tout entier n > 2, on définit les

— sinon.
T

fonctions f,,, gn € C°(]0, 1]) en posant, pour tout x € [0,1/2] U [1/2 + 1/n, 1] et pour tout y € [0,1/2 — 1/n] U [1/2,1] :

1 1 .
——— siz€[0,1/2] ——— siye(0,1/2-1/n]
@) =q 1177 et galy) =4 ;'Y

o siz€e[l/2+1/n,1] " siy e [1/2,1],

sachant que l'on impose en outre que la restriction de f, au segment [1/2,1/2 + 1/n] et que celle de g, au segment
[1/2 —1/n,1/2] soient affines. Alors —2 < f,, < h < g, <2et

1 1/24+1/n 1/24+1/n 3
/ (gn_fn):/ (gn_fn)g/ 4=—.
0 1/2—1/n 1/2—1/n n

- . 8 . ;
Ainsi, en considérant ng =2+ |8/¢|, on a: ng = 2 et — < e donc lles fonctions s1 = fp, et s2 = gy, conviennent |
o




graphe de s_2

graphe de s_1

graphe de h

FIGURE 1 — On a représenté ici h, s1 et s3 lorsque € = 1 (donc lorsque ng = 10).

5g. La continuité des fonctions réelles s; et sy sur le segment [0,1] ainsi que le théoréme de Weierstrass assurent

(e toulint].

5h. Les vérifications de P;(0) = P»(0) = 0 et de Pi(1) = P2(1) = 1 sont immédiates, ce qui montre d’ailleurs que
Q € R[X]. D’autre part, pour tout = € ]0, 1],

g(x) = Pi(z) = 2(1 - z)(h(z) — Ti(z) + &) 2 2(1 — z)(s1(z) — T1(x) +¢€) 20
et comme ¢g(0) — P1(0) = g(1) — Pi(1) =0, on a bien : g — P; > 0. De méme P, — g > 0. En particulier Q = P, — P, >0
1
donc / Q@ > 0. Enfin, pour tout = € ]0, 1],
0

Q(x) =To(x) — T1(x) + 26 = sa(x) — s1(x) + 2e + (Ta(z) — s2(x)) + (s1(z) — T1(x)) < sa(x) — s1(x) + 4e

1 1
donc par continuité de @ et de s —s1 +4eenOeten 1, 0na: @ < sy — s1 + 4¢, donc / Q < / (s — 81+ 4e) < be.
0 0

Do e ot}

5i. Soit € ]0,1[. On a déja remarqué que la série Z ang(z™) est a support fini donc converge. Comme par ailleurs

P;(0) = 0, la question ¢ assure que la série Z an Py (z™) converge. On remarque enfin que

+oo +oo +oo
3 ang(a™) = 3 anPi(a") = an(g(1) — Pi(1) + Y an(g(a™) — Po(a™).
n=0 n=0 n=1



Comme ¢(1) = P1(1) =1, on obtient (a priori dans [0, 400]) :

+oo —+oo +oo

Yo ang(@") =Y anPi(a")| <Y lanllg(z") = Py(a")].
n=0 n=0 n=1

1
Or,0<g— P, < P,— Py et comme a, =0 <), on dispose d’une constante M > 0 (qui ne dépend ni de x ni de ¢) tel
n

M
que pour tout n € N*| |a,| < —. Ainsi (toujours a priori dans [0, 4+00]) :
n

S aage™) - 3P| < 3 (e - P = M3 @ w1 - ) 3 g L 3 o
ang(x™) — anPr(2™)] < —(Py(2™) — P (z")) = " Q(x = - " Q(z")— ",
n=0 n=0 n=1 n n=1 n=1 n k=0
n—1
Comme pour tout n € N*, Z z” < n, on en déduit que
k=0
+00 +o0 +oo
en notant M =1+ sup (n]a,|) > 0, on a : pour tout = € ]0, 1], Z ang(x Z anPy(x M1 —z) Z " Q(z"
neN n=0 n=0 n=1
—+oo
5j. D’apres la question e, il suffit de montrer que lir? Z ang(z™) = 0. Remarquons que, d’apres la question précédente,
r— 1" n—0

pour tout z € ]0,1] :

+oo
> ang(a"

n=0

+oo
< Z anPy(x

n=0

ZanPl

n=0

W+ M1 —x) Zx”Q

n=1

+oo +oo
+ Z ang(xn) - Zanpl(
n=0

n=0

Or, d’apres les questions c et d, le membre de droite de I’expression précédente admet une limite quand =z — 1~ égale

1 1
a M/ Q. Or, d’apres la question h, / @ < 5e. On en déduit que M/ Q < 6Me. On dispose donc de n € ]0,1]
0 0

tel que pour tout z € [1 —n,1 ZanPl + M(1—x) Zw"@ < 6Me. Finalement, pour tout z € [1 —n,1],
1

+o0 " too

Z ang(z™)| < 6Me, ce qui montre, d’apres la définition de la limite, que lim Z ang(z™) = 0. Dol g € ©. La question

n=0 e l” n=0

e assure maintenant que ’ (Taubérien fort) est établi ‘

Section 3

1. Supposons que lim f(z) = £. Puisque f(z) — ¢ = o (1), que f — £ est continue sur [0, 4+o0] et que la fonction

T——+00 T—r—+00

x xr
constante égale a 1 est continue, positive et non intégrable sur [0, +oo[, on sait que / (f(t)—0)dt = o (/ 1dt)7
0 Tr—r+00 0

i.e. que / f)dt — lx = o (), ce qui montre que | lim / f@)
0 xr—r+00

r——4o00 I

sinx

donc

1 x
2. Remarquons que cos € C°([0,+o0[), que pour tout = > 0, f/ cos(t) dt
T Jo

1 xT
lim 7/ cos(t) dt = 0. Or, cos n’a pas de limite en +00. D’ou | le résultat |
0

r——+o00 I

1 [* 1
7/ cos(t) dt‘ < — donc
z Jo x

3. Quitte & écrire, pour tout = € [0,+oo[, f(z) = (f(x) — fx) + Lx et & établir le résultat demandé avec la fonction
continue x > 0 — f(x) — fx et le réel 0, on peut supposer que ¢ = 0; supposons donc que lilil flx+1)— f(z) =0et
xr—r+00

x
montrons que, alors, lim M

= 0. On écrit, pour tout x >0 :
x——+oco I

lz]—1
f(@) = f(z fo— |+ k+1)— flx— |z] + k).



En posant g : ¢ > 0 — f(z+ 1) — f(z), on a donc, pour tout x > 1 :

lz|—1
fix):f(x;LwJ)+LwJ LJ Z (z — |z]| + k).

Or, la fonction g tend vers 0 en +00 donc on dispose de A > 0 tel que pour tout = € [A, +oo], [g(x)| < 1 et par continuité

de g sur le segment [0, 4], la restriction de g a [0, A] est bornée; on en déduit que g est bornée sur [0, +o00[. Notons, pour

tout k € N, [|g]loc,[k,4+00[ = sup |g(x)|. Remarquons aussi que, par continuité de f sur le segment [0, 1], la restriction de f
>k

a [0,1] est bornée; notons || f|o,j0,1) = sup |f(x)|. Nous pouvons donc maintenant remarquer que pour tout x > 1 :
z€|0,
lz]—

f@)] _ Ifllss,0

0| Mewto Z P
Or, comme zgl}rloo g(x)=0,ona: kgl-sl-loo 19]loo,k,+00] = 0, donc d’apres le lemme de Cesaro, hm Z 191l oo, %, +o00] =

. . B I . . flx) R -

Puisque xglfoo |2] = 400 et que xgrfoo = 1, on en déduit finalement que agrfoo = 0. D’ot | le résultat |.

4. Posons g: (x,t) € [0, +00] x |0, 400 = e~ f(z). Alors :
e pour tout z € [0, +00], t € ]0,+o0[ = g(z,t) est de classe C*,
e pour tout ¢ € ]0, 400, z € [0,+00[ — g(z,t) est continue par continuité de f et intégrable puisque, comme f est

bornée, g(z,t) = O+ (e7') et que = € [0, +oo] = e ** est positive et intégrable,
r—+00

13}
e pour tout t € 0, +oo[, z € [0, +00[ — %(x,t) = —ze " f(z) est continue par continuité de f,

0
e pour tout a € |0, +00[ et pour tout (z,t) € [0, +00[ X [a, +00], 8? (z,t)| < || fllooze™*". Remarquons que la fonction
continue z € [0, +00[ — || f|lcocze " est intégrale puisque, par croissance comparée || f||oze ™ = O (e”%/?)

Tr——400

ax/2

et que z € [0, oo — e~ est positive et intégrable.

—+oo
Ainsi | la fonction £(f) est bien définie et de classe C* sur ]0, 400 et pour tout t > 0, L(f)'(t) = —/ re " f(x) dx
0

+oo
5a. La convergence de / f assure que ’F est bien définie ‘ Remarquons par ailleurs que pour tout z € [0, +o0],
0

+oo
F(z) = / f- / f. Comme la fonction f est continue, le théoreme fondamental de ’analyse assure donc que la
0 0

fonction ‘ F est de classe C' sur [0, 4+o00[ ‘ et que . Enfin, comme la fonction F' tend vers 0 en +oo, on dispose de
A > 0 tel que pour tout = € [A, +oo|, |[F(z)| < 1 et par continuité de F sur le segment [0, A], la restriction de F' a [0, A]

est bornée ; on en déduit que ’ F' est bornée sur [0, +o0o[ ‘

—+oo
5b. Soit ¢ > 0. On sait que d’apreés la question 4 que l'intégrale / e " f(z)dx converge. D’aprés la question
0

+oo
précédente, / e " F'(z) dz converge donc (et est égale & —L(f)(t)). Puisque d’autre part le crochet [e ™" F(z)]2Z, >
0

“+o0
converge (puisque les fonctions F et x + e~ tendent vers 0 en 4-00) et est égal & —F(0) = — / f et que les fonctions
Yoo
F et x +— e~ '@ sont bien de classe C!, on en déduit par intégration par parties que l'intégrale / te " F(z) dx converge
0
et que

+oo +oo +oo +o0
— e T (x)dx = [e " IH+°° e TR (x)dx, i.e. = — e " F(x)dx.
/0 f(z) da = e~ F(x)]22 +/0 te~t* F(z) da, £(F)(t) / f t/o F(z)d

10



Soit & > 0 (que lon choisira ultérieurement). On a donc (a priori dans [0, +00]) :

+00 +oo (e +oo
’E(f)(t)—/o f‘ < t/o eftx|F(x)|dx:t/0 87t1|F(I)|dl‘—|—t/ e | F(x)|dz
« +oo @
< ||F||mt/ e_md:c+||F||oo_[a_+oo[t/ et dy
0 o +<>oa
< Bl ) 4 [ Floofaiontt | e do
0

+oo
Finalement, pour tout (¢, ) € ]0, +oo[?, ‘L'(f)(t) - / F1 S NFlloo (X =€) 4 | F | oo, o, 400
0
Soit € > 0. Comme lir+n F(z) = 0, on dispose de ap > 0 tel que [[F[|o,[ag,+00[ < € Remarquons d’autre part que
xr—r+00

gin% | F|loo (1 — ") = 0 donc on dispose de n > 0 tel que pour tout ¢ € ]0,7], ||[F|loo(l — e**) < e. Ainsi, pour tout
e

+o0 +oo
t €10,n], 'ﬁ(f)(t) — / f‘ < 2¢. Par définition de la limite, on en déduit que | lim L£(f)(t) = / fl
0 0

t—0t+

sinz . 0
6. On considere la fonction f : 2 > 0 — stz #
1 sinon

. Alors f € C%([0, +o0[) et comme lim f(x) = 0, on

r—+00

. , . . . . . cos 1
montre via un argument déja rencontré plusieurs fois que f est bornée. Par ailleurs, puisque —— = O — | et
xT r—+o0 \ T

1 T
que la fonction positive z > 1 — — est intégrable, on sait que la fonction continue x > 1 — est intégrable donc
x

S
2

“+oo

cosx . : .

/ 5— da converge. Puisque les fonctions cos et inverse sont de classe C ! sur [1, +oof et que le crochet [cos(w)/x]22H>
1 x

“+o0
converge, on en déduit par intégration par parties que / f converge. La continuité de f sur le segment [0, 1] donne
1

+oo

+oo o

sin x
donc la convergence de f. On peut finalement appliquer la question 5 qui assure que /
0

dz = lim L(f)(?).

t—0t

0
Or, d’apres la question 4, L£(f) est dérivable sur ]0, +o00[ et pour tout ¢ > 0,

+o0 Foo
L(f)(t) = —/0 re " f(z)de = _/0 sin(x)e™ " da.

o(—t+i)z JUHJFOO_ 1
—t+i |,  t—i

+oo
Or, pour tout ¢ > 0, la fonction z > 0 — e™e ™ = (7117 gt intégrable et / et 4y = [
0

£y =t () =5

t—i 241

On en déduit que pour tout ¢t > 0,

On dispose donc d’une constante K € R tel que pour tout ¢ > 0, £(f)(t) = K — Arctan¢. En particulier . liT L)) =
— 400

K - g Or, pour tout z > 0, tli+m e "™ f(x) = 0 et pour tout (z,t) € ]0,+o0[ x [1,400[, le ™ f(z)] < [|flloce™ ™.
— 400

x

Comme la fonction x > 0 — ||f]lcce™® est intégrable, le théoreme de convergence dominée version continue assure
+oo

que tliin L) = / 0dx = 0. L’unicité de la limite assure finalement que K = g puis que pour tout ¢ > 0,
— T 00 0

L)) = g — Arctant. En particulier tliré1+ L) = g

+oo s
sin x s
On peut conclure que / dzr = —|
0 x 2

1
7. Supposons que lim L(f)(t) =S et que f(t)= O () : on dipose de M > 0 et de A > 0 tels que pour tout ¢ > A,
t—0+ t——4oo \ ¢
M oo I
lf(0)] < - Notre objectif est de montrer que / f(z) dx converge et que / f(z)dx = S. On reprend les idées et
0 0
les notations de la question 5 de la section 2. En particulier, on peut supposer sans perte de généralité que S = 0. Notre
+oo
objectif est donc de démontrer que lim+/ f(z)g(e”*)dx = 0. On se fixe donc € > 0. On introduit les fonctions Py,
t—0 0

P5 et () comme a la question 5 de la section 2.

11



Soit t > 0. On a (a priori dans [0, 4+00]) :
400 +oo M +oo 1— e—tx
/ | f(2)g(e™"®) = f(x)Pr(e™")| dz < — (P = Py)(e"")dz =M Qe ——du.
A A T A T
Or, pour tout o > 0, par convexité de la fonction exponentielle, 1 + tz < €. Donc, toujours a priori dans [0, +o0] :
“+00 +oo +oo
/ ’f(ac)g(e_tz) — f(x)Pl(e_m)‘ dz < Mt (e e ™ dox < Mt (e”)e " dx.

A A 0

Or, puisque la fonction 2 € [0, +0o[ + e~ €]0, 1] est bijective, strictement décroissante et de classe C! et que lintégrale

1 “+o00
/ Q(u) du converge, on sait, via le changement de variable u = e~ ** que d’une part l'intégrale ¢ Qe ™) ™ dw
0 “+o00 1 “+o0 0
converge et que t/ Qe ™e ™dr = Q(u) du. Finalement, Iintégrale / (f(x)g(e ™) = f(z)Pi(e™")) dz
0 A

0
converge absolument donc converge et

“+o0 1
[ @™ - fone ) de < [ Qudu
0

A

(In2)/t oo o
Or, comme / f(x)dx converge et par définition de g, / f(x)g(e ™) dx converge puis / flx)g(e ™) dw
0 0 A

+oo

converge. D’olt / f(x)Py (e~ ") dx converge et
A

/+°° F()g(et) do — /+oo Fe)Pue—) dal < 11 /0 ot dul on

A A

en déduit que < 5Me.

/ " fagle ) de - / P

) A A
Ecrivons, pour tout t > 0,

/ " fwge ) da
- [@ e - P ar

A

—+oo —+oo

+oo
f@gtedo— [ @R+ [ @R

A

donc

[ et
) /OA @l ate™) = P d+ | [ e [ @R
/0+°° flx)P(e™') dx‘ .

+oo
+ /0 f(x)Pi(e ) dx

A
< Wl [ (Pa(em™) = Pr(em™)) da 5o+

Or, pour tout = € [0, A], lilgl+ Py(e7') — Py(e™ ) = Py(1) — P1(1) = 0 et pour tout (z,t) € [0, A] x |0, +-o0[, |Pa(e™"*) —
t—

Pi(e7")| < ||P2 = Py|oo,j0,1)- Comme la fonction z € [0, A] — ||P; — Py]|so,[0,1) €st intégrable, le théoréme de convergence
A

dominée version continue assure que lirn+ (Po(e™*) — Pi(e”*")) dz = 0. D’autre part, puisque P; € R[X], que P;(0) =
t—0
— 0 oo

0 et que lim+ L(f)(t) = 0, on peut montrer comme & la question 5c¢ de la section 2 que lim+ f(x)Pi(e ) dx = 0.

t—0 t—0 0
Finalement,

=b5Me.

t—0+

A e
lim ||f|\<><>/0 (P2(e™*) — Pi(e*)) dw + 5Me + /0 F(@)Pr(e~) dz

Comme 5Me < 6Me, on dispose donc de i € ]0, +oo] tel que pour tout ¢ € 10, 7],

/ T )Pyt da

0

A
11150 / (Pale") — Py(e~')) da + 5Me + < 6Me.
0

Finalement, pour tout ¢ € ]0,n], < 6Me, ce qui montre, d’apres la définition de la limite, que

“+oo
| f@ge )
0
+oo
lim f(@)g(e™"") dz = 0. D’ou [le résultat |

t—0+ 0
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