Mines et Ponts - concours 2007 Corrigé de la premiere épreuve de maths MP

SERIES ET CARACTERES

Avant de commencer, quelques mots sur I'application x. Sa périodicité permet de définir une application y de

Z/NZ dans R par x(k) = x(k). Cette application ) est un morphisme pour les lois produits, nulle en dehors de
(Z/NZ)*, ne s’annulant pas sur Z/NZ (sinon x serait nulle, ... preuve & détailler, un peu comme & la question 1). On
en déduit que X induit un morphisme du groupe multiplicatif ((Z/NZ)*, x) sur le groupe multiplicatif (R*, x).

1.

4.

10.

. Nécessairement, par périodicité, Vk € Z, x(k) = {

x(1) = x(1 x 1) = x(1)?; donc x(1) vaut 0 ou 1. Comme Vk € Z, x(k) = x(1 x k) = x(1).x(k) et que x n’est pas
identiquement nulle, x(1) # 0. Donc x(1) = 1.
0 sik est pair
1 ik est impair
Inversement, cette application vérifie les 4 axiomes.
X(3) = x(=1). De plus, x(=1)* = x((~1) x (=1)) = x(1) = 1. Donc x(3) = x(-1) € {1, ~1}.
0 sik est pair

Vk € Z,x(k) = 1 sik=1[4] ;doncy(2k+1)=(-1)k.
—1 sik=3[4]
n E((n—1)/2) E((n-1)/2) k
k 2k +1 -1
Z & = Z M = Z (=1 —— arctanl = T d’apres les rappels.
= — 2k+1 = 2k+1 n—4oo 4

. Je ne vois pas comment prouver le résultat demandé sans le résultat de la question 7. On peut prolonger la

définition de ri & k = 0. Si rp = 7y, alors N divise ak — al = a(k — I). Comme a est premier avec N, N divise

k—1.Sikle{0,1,...,N—1} alors [k —l|]< N—1;donck—1=0.

Donc lapplication k — ry, est une injection de I’ensemble fini {0,1,..., N —1} dans lui-méme, donc une bijection.

Comme rg = 0, k +— 7 est une bijection de 'ensemble fini {1,..., N — 1} sur lui-méme.

De plus, soit k € P; si d divise r; et N, il divise ak et est premier avec a; donc il divise k (et N); donc d vaut

+1. Donc 7, est dans P.

On en déduit que k — 7 est une injection, donc une bijection, de P dans lui-méme.

La question 5 maintenant! Pour tout k& € P, ak = ry [N]; donc H ak = H ri [N]. Or H T = H k; donc

keP keP keP keP

N divise H ak — H k= (a“"(N ) — 1) H k. Comme N est premier avec chaque élément de P, il est premier
keP keP keP

avec leur produit, donc il divise a?®™) — 1.

Autre preuve en travaillant dans le groupe multiplicatif (Z/NZ)* = {k,k € P} :
Comme @ est inversible dans Z/NZ, 'application z — @z est une bijection de (Z/NZ)* (mais aussi de Z/NZ et

de Z/NZ ~ {0}). Donc H ak = H ar = H x. Or H ak = a*) H x. Comme H x

kepP z€(Z/NZ)* z€(Z/NZ)* kepP ze(Z/NT)* x€(Z/NZ)*
est inversible, de I’égalité H z =a*W) H z, on tire @?N) =T, i.e. N divise a?¥) — 1.
©€(Z/NZ)* 2€(Z/NZ)*

Par périodicité, x(a®®™)) = x(1); par morphisme, x(a?™)) = x(a)?N). Comme x(a) est un réel, y(a) = £1.
Voir la question 5.

N-1 N-1 N-1 N-1
Par périodicité, Z x(ak) = X(rg). Par bijectivité de k — 7 sur {1,...,N — 1}, x(rg) = Z x(k).
k=1 k=1 k=1 k=1
D’otu 'identité demandée.
n+N-—1
Comme x(n) = x(n + N), Z x(k) ne dépend pas de n.
k=n
N-1 N-1 N-1 N-1
Pour n =0 : Z x(k) = x(k) = x(ak) = x(a) Z x(k). En choisissant a tel que x(a) # 1, ce qui est
k=0 k= k=1 k=1
—1 N-1
possible d’apres ’énoncé : Z x(k)=0et x(k) = 0 également.
k=1 k=0
On considere l'entier g tel que gN < k < (¢ + 1)N.

m m gN—1 m q—1iN+N-1 m m m—qN
Doxtk) =D xtk) = D> xk)+ > xk) => > xtk)+ D> xh) = > x(k) = Y x(k) =
k=1 k=0 k=0 k=gN i=0  k=iN k=gN k=qN k=0
m—qN

> x(k).

k=1

1/2



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Comme x(k) € {—1,0,1}, que m — gN < N — 1, et qu’entre 1 et N — 1 il y a exactement ¢(NN) valeurs de k

m m—qN
telles que x(k) # 0, Zx(k) = Z X(k)| < @(N)
k=1 k=1

n

1

On pose T,, = Z x(k) = Z x(k) et on utilise la transformation d’Abel avec up, = —; pour n > 2, on a :
k=1

k
k=0
n n—1
A L T - —— )+ 22
> k 2+Z \E T Re) T

T
Comme (T},) est une suite bornée, — ———— 0.
n n—+oo

1 1 1 1 1 1
Tk (k - /€+1>’ < @(N) (k - k—&-l)’ que p(N) est une constante et que la série Z (k - k—i—l)

Comme

converge (car la suite (1/k) converge), la série Z Ty > converge absolument, donc converge.

ko k+1

. ) n x(k) - x(k)
Dot 1 de la suite [ X)) ot celle de (30X,

ol la convergence de la suite <k=2 . ) et celle de (k:1 3

On se limite aux diviseurs dans N. Comme n et m sont premiers entre eux, tout diviseur de nm s’écrit de maniere
unique comme produit d’un diviseur de n et d’un diviseur de m et le produit d’un diviseur de n par un diviseur
de m est un diviseur de mn. On peut donc écrire :

fam= D x@d =3, xw)= > xux) =3 > xwx®) =) x@ 3 x®) = fofm
d|nm u|netv|lm wlnetov|lm wlnv|m uln v|m

Comme p est premier, les diviseurs de p® sont les p? avec 0 < § < a.

Comme x(p”) = x(p)” et que x(p) € {~1,0,1}, on a:

a a+1 si x(p) =1 atl six(p)=1
for =D x()’ =4 1—x(p)°* ~ ] L s =0 . donc fye > 0.
P — T sinon 0 si x(p) = —1 et « impair ’ P =
—x(p) 1 si x(p) = —1 et « pair

Comme n posseéde au plus n diviseurs dans N et que x < 1,on a: f, < n.
q
Sin > 2 : on utilise ’écriture primaire de n : n = H p;*, o les p; sont des nombres premiers distincts et les «;
i=1 »
des entiers au moins égaux a 1. Par multiplicativité de f, comme les p* sont premiers entre eux deux & deux,

fn= pr;“i. Donc f,, > 0.
i=1
q
Pour n > 2, on reprend les notations de la question précédente. Alors f,2 = H fpg%. Or, a la question 13, avec
i=1
« pair, quelle que soit la valeur de x(p) € {—1,0,1}, fpe« > 0. Donc f,,2 > 0. Comme f,2 est dans Z, f,> > 1.

Si |x] < 1, alors la suite (f,z") converge vers 0 (puisque |f,2"| < n|z|™). Donc le rayon de convergence de la

n2>.

- -\ . . . 2 P . 2
série entiere vaut au moins 1. Si || > 1, alors la suite (f,22™") tend vers l'infini (puisque ’ frnza™

Donc le rayon de convergence de la série entiere vaut au plus 1. Finalement le rayon de convergence vaut 1.

Comme z >0 et f, >0,ona: f(x Zfzx >Zx

On définit la fonction g par g(t) = 2 = et Iz, g est continue sur [1,+oo[, décroissante, intégrable (Inx < 0).

n+1 n+1
Pour tout n > 1, on a: g(n) = / g(n) dt > / g(t) dt.

oo

n+1 +oo
Donc f(z Z Z/ﬂ g(t) dt :/1 g(t) dt.

n=1
Le changement de variable affine u = tv/— Inz s’écrit :
v dy (car —lnz <In?2).

/:OOW)df m/ P m/

D’ou la minoration demandée.
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