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Premieére partie : introduction

Question 1la.
Pour x = 0 tout y € R? de norme 1 convient. Pour x # 0, alors y = x/||z||2 convient (et c’est la seule solution).

Question 1b.
y=(y1,..-,Yn) avecy; = 1 si z; > 0 et y; = —1 si x; < 0 convient.

Question 1c.
Soit 7 un entier tel que |z;| = ||2]|co €t Yy = (Y1, ..., yn) avecy; = 1siz; >0, y; = —1siz; <0, et y; =0sij #i.

Alors y satisfait aux conditions demandées.

Question 2.
Notons, pour p € {1,2,00}, [[¢z|l5 la norme de ¢, en tant qu'élément de (¢4 )*.

Cas p = 2: d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, si x,y € R™ et ||yl = 1 alors on a : |¢.(v)| < ||z]2llyll2 = ||=]|2

avec égalité si y est le vecteur trouvé en 1a. Ceci prouve que ||¢z||5 = ||z||2-

Cas p = oo : d’apres I'inégalité triangulaire, si 2,y € R™ et ||yl = 1 alors on a : |, (y)| < [12]|1]|¥llcc = 2|1
avec égalité si y est le vecteur trouvé en 1b. Ceci prouve que ||@.||% = ||z|1-

Cas p=1: idem, ||¢z||T = ||z co-

Dans tous les cas, on a ainsi prouvé que ® : x — @, est une isométrie entre les espaces normés considérés.
Etant clairement linéaire, ® est alors injective, puis surjective puisque les espaces de départ et d’arrivée ont méme
dimension finie.

Question 3a.
Calcul immédiat (identité du parallélogramme).

Question 3b.
Si [|z]l2 = |lyll2 = ||(z + y)/2]|2 alors on déduit de I'identité du parallélogramme que ||z — y||3 = 0 d’olt x = y.

Question 3c.
% contient des vecteurs z,y distincts tels que ||z1]] = ||yl = |[(z + y)/2|l1, par exemple x = (1,0,...,0) et
y = (0,...,0,1). L'existence de ces vecteurs contredit I'existence éventuelle d’une isométrie entre £% et /2 donc
ces deux espaces normés ne sont pas isométriques. On montre de méme la non isométrie de £2 et £° & I'aide des
vecteurs = = (1,0,...,0) et y = (1,0,...,0,1).

Question 4a.
Soient U, V ouverts de R™ denses (pour une norme quelconque || ||) et z € R™. Il existe une suite (uy) d’éléments
de U convergeant vers x. On note ¢ un réel strictement positif tel que la boule ouverte de centre uy et de rayon e,
est incluse dans U et, quitte & diminuer les €, on peut supposer que & = 0. Comme uy, est limite d’une suite

—00
d’éléments de V, il existe vy, € V tel que |Jug — vg|| < e. Alors vy € UNV et |l — 2| < |Jug — || + €k = 0.
—00

Ceci prouve que x est limite d’une suite d’éléments de U NV et donc que cet ensemble est dense dans R™.
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Question 4b.
Soit 7 une projection quelconque dans R™ de direction E. 7 est linéaire partant d’un espace vectoriel de dimension
finie, donc est continue. Alors F = {z € R" tq m(z) = 0} = 7~ 1({0}) est fermé (image réciproque d’un fermé par
une application continue), donc R™ \ E est ouvert. Pour démontrer la densité, considérons un vecteur z € R™ et

soit w € R™\ E. La suite (x + %u);@l converge vers x, et tous ses termes sauf au plus un sont dans R™ \ F, donc
x est bien adhérent a R™\ E.

Question 4c.
Soient Ej, ..., Ej des sous-espaces stricts de E. Alors les ensembles U; = E \ E; sont des ouverts relatifs de F,
denses dans F, donc leur intersection est aussi un ouvert dense dans E par récurrence sur k a l'aide de 4a. En
particulier cette intersection est non vide, ce qui prouve que E # F1 U ... U Ej. Par contraposée, on obtient le
résultat demandé.

Question 5a.
Coquille de 'énoncé : lire a = (ay, ..., am).

Pour fixer les idées, on suppose que |a1| > max(|az|, ...,|am|). L’ensemble F' = {t = (t1,...,tm) € E tqt; = 0}
est un sous-espace de E de codimension au plus 1 (noyau d’une forme linéaire), donc n’est pas réduit & {0} puisque
dim F > 2. Choisissons un élément t # 0 dans ce sous-espace et posons b = a + ¢t avec € > 0 a choisir. On a
by = a1 et pour i = 2, |b;| < |a;| + €]ti| < |a1] si e est choisi suffisament petit. Avec un tel choix on a, b € E,

b # a, ||b]|oo = ||a|loo, €t le vecteur ¢ = (a + b)/2 = a + (¢/2)t a aussi méme norme infinie que a et b car ¢ = a3
et ¢ < |ai| + (e/2)|t;] < |ai| si i = 2. Alors les vecteurs = a/||alle €t y = b/||al|c vérifient les conditions
demandées.

Question 5b.
Notons pour 4, j € {1,m} distincts : E; = {z € R" tq z; = z;} et E; ; = {x € R" tq 2; = —z;}. Si E ne vérifie
pas la condition 5a, alors E est inclus dans la réusion des 2C?2, sous-espaces E N EZ+ ;» ENE;; obtenus quand i, j
décrivent {1,m} en restant distincts. D’apres 4c, E est égal & I'un de ces sous-espaces, c’est-a-dire qu’il existe
i,7 € {1, m} distincts tels que E C Ez+ jouE C E; ;. On conclut en remarquant que EZ+ ; et E;; sont isométriques
a 5°_; via ’application « suppression de z; » : (21, ...,%n) — (L1, -, Tj=1, Tj41, - - -, Tn)-

Question 5c.
On démontre par récurrence sur m > 2 que tout sous-espace E de dimension au moins 2 de £5° contient deux
vecteurs unitaires z,y distincts dont la demi-somme est aussi unitaire. Lorsque m =2 on a E = £5° et c’est un
fait connu depuis la question 3c. Si’hypothése de récurrence est vraie au rang m—1 et si F est un sous-espace de
dimension au moins 2 de £2°, alors E releve de 'un des cas 5a ou 5b et l'existence de x, y est établie directement
dans 5a, et par application de I’hypothese de récurrence dans le cas 5b. Ceci achéve la démonstration.

Question 5d.
Si ¢2 était isométrique & un sous-espace E d’un £2° pour un certain entier m et pour n > 2, alors les vecteurs
x,y mis en évidence dans F a la question précédentes fourniraient une contradiction & 3b. Par contre, dans le
cas n = 1, £? est isométrique & ¢£5° via I'application identité.

Question 6a.
D’une maniere générale, toute partie A compacte non vide d’un espace vectoriel normé contient une suite dense.
La propriété demandée dans ’énoncé résulte de I'application de ce résultat en prenant pour A la sphere unité
de R™ pour || ||2 dont la compacité est connue.

Démonstration : A est recouvert par un nombre fini de boules de rayon 1 dont les centres appartiennent a A
(propriété de Borel-Lebesgue), on note x1, ..., x,, les centres des boules associées & un tel recouvrement. Ensuite,
A est recouvert par un nombre fini de boules de rayon % dont les centres appartiennent a A, centres que 1’on note
Zpy4ly -« Tny, €bc. On construit ainsi de proche en proche une suite (z;) d’éléments de A telle que pour tout
entier k € N* et pour tout = € A il existe un indice i tel que x appartienne & la boule de centre z; et de rayon 1/k,
soit ||z; — x|| < 1/k. Ceci prouve que I'ensemble {z;, i € N} est dense dans A.
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Question 6b.

Soit f : {
v — (<@, Tk >)keN
de /2, notée S2. L’application f est clairement linéaire et 1’'on a pour x € £2 :

G — . o .
" N ott () est une suite de vecteurs unitaires de ¢2 dense dans la sphere unité

1f (@)l = sup{|< ;21 >| tq k € N} < [|z[|2,

d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz. De plus, si y € S2 est le vecteur mis en évidence dans 1a, alors il existe
une sous-suite (z,) convergeant vers y, donc |< x,xy, >| |<z,y>| = |zl dou || f(x)]lc = ||z||2- Ceci

prouve que la corestriction de f a son image définit une 1sometr1e de (2 sur un sous-espace de LR

Deuxiéme partie : distance entre evn

Question 1.

Si f est un isomorphisme de E sur F alors f~! est un isomorphisme de F sur E et 'on a (f~!)~! = f donc
p(E, F) = p(F, E) car il ’agit des bornes inférieures de deux ensembles égaux. On en déduit d(F, F) = d(F, E).
Pour trois espaces, F, F, G de méme dimension, considérons un isomorphisme f de E sur F' et un isomorphisme
g de F sur G. Alors go f est un isomorphisme de E sur G de réciproque g~ o f~1 et I’on a :

p(E,G) < |If oglllg™ o M < IANS Hlgllg™" I

A g fixé, on prend la borne inférieure des deux membres lorsque f décrit ’ensemble des isomorphismes de F
sur F', ce qui donne :
p(E,G) < p(E, F)llglllg~"Il

pour tout isomorphisme g de F' sur G. En prenant maintenant les bornes inférieures par rapport a g on obtient
finalement : p(F,G) < p(E, F)p(F, Q). L’inégalité triangulaire demandée s’ensuit en passant aux logarithmes.

Question 2.
Déja, E* et F* ont méme dimension, celle commune a E et F'. Considérons alors un isomorphisme f de E sur F'

Fr* — FE*

et application @ : { ’ tof (® est Papplication transposée de f). Alors ® est linéaire, bijective de
— o

réciproque m — mo f~1, et Pon a pour £ € F* : [|@(€)|| = [|€o f|| < [[€][[|£]]. Ceci montre que [|®]| < |[f] et I'on

a par un raisonnement similaire : [[®7Y| < ||f7Y|. Ainsi, p(F*, E*) < ||®[||®~ ] < || fIl|f~!]], d’olt, en prenant
la borne inférieure par rapport & f : p(F*, E*) < p(E, F). Ceci prouve que d(E*, F*) = d(F*, E*) < d(E, F).

Remarque : I'inégalité inverse est aussi vraie, mais non triviale (et donc il y a en fait égalité). C’est une conséquence
du théoreme de Hahn-Banach qui implique que tout espace vectoriel normé E de dimension finie est isométrique
a son bidual E**.

Question 3.

Si f est un isomorphisme quelconque de F sur F' alors, pour tout réel A # 0, Af est aussi un isomorphisme de E
sur F et Vona: NS~ = [N AU = [LAIILf 7] En prenant A =1/|[f|| on obtient :

p(E, F) = inf{||f|||lf 7|l tq f est un isomorphisme de E sur F et ||f|| = 1} = inf{||f~*| tq f € S}

ou S est I’ensemble des isomorphismes de F sur F' de norme 1. Considérons une suite minimisante, c’est-a-dire
une suite (fi) d’éléments de S telle que || f; | — p(E, F). La suite (fx) est bornée dans 'espace vectoriel
—00

normé L(FE, F), donc, quitte & en extraire une sous-suite, on peut supposer qu’elle converge vers une application
linéaire f € L(E, F). De plus, lasuite (f;, ') est elle aussi bornée (dans £(F, E)) donc on peut également supposer
qu’elle converge vers une application linéaire g € L(F, E). Comme la composition des applications linéaires est
continue par rapport aux opérandes, la relation fr o f,~ ! = idp entraine f o g = idp par passage & la limite. On
a de méme go f = idg, donc f et g sont deux isomorphismes réciproques. Enfin, on a ||f| = lim||fx] = 1 et
1£74 = gl = Tim £ = p(E, F) d'ot p(E, F) = || £l £~ L11
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Question 4.

Pour f isomorphisme quelconque de E sur F on a |||/~ = |f o f7Y = |lidr| = 1, dot p(E,F) > 1 et
d(E, F) > 0.
Lorsque F et F sont isométriques, soit f une isométrie de E sur F : on a ||f|| = ||f~!|| = 1 par définition, donc

p(E,F)<1,d(E,F)<0,doud(E,F)=0 d’apres le premier paragraphe.

Réciproquement, si d(F, F') = 0, d’apres la question précédente il existe un isomorphisme f de E sur F tel que
Ifl=1f"t=1. Alors, siz € E,ona:

il = I~ NI < 1@ = 1@ < el = i,
d’ott ||f(z)]] = ||=||, ce qui prouve que f est une isométrie de E sur F.

Remarque : on a ainsi prouvé que d induit une distance entre les classes d’équivalence des espaces vectoriels
normés de dimension n pour la relation d’équivalence « étre isométrique ».

Troisiéme partie : calcul de d(¢2,(5°)

nyvn

Question 1.

Pour z = (21, ...,7,) € R" on a ||z e < [|z]]2 < v/ ||2]|oo donc, en notant f I’application identité de £2 dans £2°,
onal|fl| <let|f7 < /n dou p(f2,6°) < /n, ce quil fallait démontrer.

Question 2a.
La formule demandée est une généralisation immédiate de I'identité du parallélogramme.

Question 2b.
Soit E le sous-espace de R™ engendré par 1, ..., 2, et * € E+. D’apres I'inégalité donnée, on a |[z]2 < Bx 0 =10
donc x = 0. Ceci prouve que E+ C {0}, dott E D {0} = R" donc (z1,...,x,) est une famille génératrice & n
éléments, c’est une base de R".

R — R"

r o (< T,3 >)iin
) demandée est 'image réciproque par f de la base canonique de R™.

L’application f : est linéaire injective (son noyau est £1) donc c’est une bijection.

*

La famille (73, ..., 2}

Question 2c.
11 suffit d’appliquer l'inégalité : amax{|< z;,z>|, 1 < i < n} < |z]l2 < Bmax{|< z;,x >|, 1 < i < n} avec
n

x= > tix}.
i=1

Question 2d.
On prend y; = z} :

A=Y JaritetedilPs Y p=2

e1==%1,...,ep=%1 e1==%1,...,ep=%1
A=2(Jo5|2+ ... + 24]?) > 2na?.

Question 3. ,
Soit f : {En — &

fis ..oy fn sont des formes linéaires sur R™, donc il existe des vecteurs 1, ..., z, tels que f;(z) = < x;, 2 > pour
tout i et pour tout z. On a alors :

un isomorphisme quelconque de ¢ sur ¢2°. Les fonctions

1 1
n —_— : = — < < -1 = -1 .
Vo € R, g max |< iz >| = el @l < el SIS @)loo = 170 o8y |< 22 >],

dott n/|| f||? < ||f~H||* d’apres la question précédente, et donc || f]|||f 1| = v/n. Ceci prouve que p(¢2,(°) > \/n,
soit d(£2,65°) > $1n(n) et I'inégalité inverse a été établie en 1, donc il y a égalité.

nrTn

m021lmlca.tex - page 4



Question 4.
D’apres I-2 et II-2, on a :

d(£y,£,) = d((62)", (7)) < d(6, 67) = d((62)", (6,)7) < d(6h, £r),

nstn nsyn nrtn

don d(€2,6}) = d(€2,6°) = LInn.

n’ n nr n

Quatriéme partie, A : inégalités de convexité

Remarque : toutes les questions qui suivent sont fort emnuyeuses, surtout venant apres les parties II et IIT plutot
difficiles. L’énoncé aurait pu introduire la définition des espaces €% et admettre les inégalités de Holder et Minkowski
pour permettre aux candidats de se dépenser plus utilement dans la partie IV-C.

Question 1la.
Résulte de la concavité de la fonction ¢ — t* sur RT.

Question 1b.
Résulte de la convexité de la fonction ¢ — t* sur RT.

Question 2a.
Résulte de la convexité de la fonction t — exp(t) sur R.

Question 2b.
Si z ou y est nul, I'inégalité est évidente. Si z > 0 et y > 0 alors on applique 'inégalité de la question précédente
avec a = pln(x) et = p*In(y).

Quatrieme partie, B : espaces /2

Question 1la.
C’est une conséquence immédiate de 1'inégalité triangulaire pour la valeur absolue.

Question 1b.
Supposons l'inégalité de Holder établie pour tous vecteurs z,y € (RT)" tels que ||z, = ||y|l,» = 1, et considérons
deux vecteurs x,y € R™ quelconques. Si x = 0 ou y = 0 I'inégalité a démontrer est évidente. Sinon, on pose
o' = 1/ |zllp)(21l, - fzal)s ¥ = @/ MYl )(vals - lynl). Alors ',y € (RT)™ et [|2'[l, = ||y, = 1, donc,
d’aprés 'inégalité de Holder restreinte, on a < 2/, > < 1. D’ou :

[<zy > <l|walll + -+ [allyal = [2lpllylle < 29" > < ll2llp[lyllp--

Démonstration de I'inégalité de Holder restreinte : on considére x1, ..., Tpn, Y1, -- -, Yn, Nombres réels positifs tels
g

que z¥ + ... 422 =¢¥ 4 ... +y2 = 1. En appliquant pour i = 1, ..., n, I'inégalité z;y; < xf/p—i—yf*/p* et en
sommant on obtient : x1y1 + ... + Tnpyn < 1/p+ 1/p* =1, ce qu'il fallait démontrer.

Question 2.
L’inégalité de Minkowski est connue pour p = 1 et p = oo, donc on peut se restreindre au cas 1 < p < oo dans
cette question.

Question 2a.
Si I'inégalité de Minkowski est établie pour tous z,y € (RT)™, alors on la prolonge au cas =,y € R" quelconques
grace a l'inégalité triangulaire pour la valeur absolue.

Question 2b.
Comme 1/p*=1-1/p=(p—1)/p,onap*(p—1)=petp/p*=p—1,doun:

D= (@A y)? P (@ y)? P = (@ )P e+ (@) = 24y

Iz

On en déduit : 2], = o + g5 = [z +y[5~".
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Question 2c.

lz+yllb = (1 +y1)z1 + ... + (0 +Yn)2n = (121 + ... +Tp2n) + (Y121 + ... + Yn2zn) et on applique I'inégalité
de Holder.

Question 2d.
Draprés 2b et 2¢, on a ||z + yl|f < ([[z[l, + [yllp)ll=

p = (Il + lyllp)llz + ylB="

Si || 4 yl|, > 0 alors on peut simplifier par ||z 4+ y|[5~" et donc [z +yll, < [|2], + [yll,-
Si ||z + yll, = 0 alors 'inégalité demandée est triviale.

Question 2e.
L’inégalité triangulaire vient d’étre prouvée. Les autres propriétés : homogénéité et définie-positivité sont
évidentes.

Fin des questions ennuyeuses.

Question 3.
Coquille de I’énoncé. Lire : muni.

Ici aussi, on suppose 1 < p < oo, lescas p = 1 et p = oo ayant été vus en I-2. Pour x € ff: et y €
on a |pz(y)| < |lzllp-|lyll, d’aprés I'inégalité de Holder, donc [[¢p.]]; < [z

p* p~- 1l ¥y a manifestement égalité si
x = 0. Pour z # 0, soit y = (y1,...,Yn) avec y; = xf*_l siaz; >0ety = |z "' siz; <0. On a donc
e )| = llzlBe, et [lylp = (Jz1P®" =D + o+ [z, PET D) = (jaq P + ..o+ 2PV = 257" Don
ezl = lex(W)I/1Iyllp = l|2]lp- et finalement [@. |5 = [|2[,-, ce qui montre que x —— ¢, est une isométrie de o
sur (¢P)*.

Quatriéme partie, C : calcul de d(¢2, (%)

n-n
Question 1.
Coquille de ’énoncé. Lire : pour tous p,q € [1,o0].

d(ep, 03) = d((05)*, (65)7) < d(e, 67) = d((€7)", (€4)7) < d(£5, £), d’ott I'égalité.

nr n n’ n

Question 2.
Pour z = (z1,...,2,) € R" on a ||2]l« < [|z]l, < n'/? 2|« d’apres I'inégalité de Holder. On conclut comme
au III-1.

Question 3a.
Inégalité ||z, < n'/P~1/4||z||, : on applique I'inégalité de Holder & y = (|z1|P, ..., |z,|P) et 2 = (1,...,1) pour
Pexposant = ¢/p > 1. 1l vient :

<y,z> = |lz[5 < [yl Izl = n' 2B/,

-
ce qui donne 'inégalité voulue en prenant les racines p-émes.

Inégalité |||, < ||x|lp : en traitant & part le cas © = 0, on se rameéne par homothétie au cas ||z|, = 1. Alors
|z;] < 1 pour tout 4, donc |z]? < |z;]? et ||z, < (|21|P + ... + |2,[P)V/ 7 = ||x||£/q = ||lz]|p-

Question 3b.
Prenons pour f 'application identité de £ dans ¢%. L’encadrement de la question précédente implique || f|| < 1
et |71 <nt/9VP dou p(eR,09) < nt/a71/P et d(P,£9) < (1/p —1/q) In(n).

n'*n nvn

Question 4.
On a déja d(¢2,02) < (1/p—1/¢)In(n) pour 1 < p < ¢ < oo d’apreés 2 (cas p < ¢ = 00), 3b (cas p < ¢ < x0),
00, on

et I1-4 (cas p = q). De plus, pour 2 < p < ¢ < o0, on a d’apres IT-1e et I1I-3 :
1 11 1 1 1 1 1
21 - 2 1) < 2 yp P pd q OO<(___ Z__Z ___)1 =]
3 1n(n) = d(63,60) < (83, )+ d(£5, 00) + d(04, 6) < (5= o 5 = b o = ) Inln) = 5 In(m),

d’ou I’égalité.
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Question 5.
On applique le résultat précédent en remettant d’abord p et ¢ dans I'ordre si besoin.

Question 6.
D’apres le théoreme d’existence de bases orthonormales, deux espaces euclidiens de méme dimension sont isomé-
triques. Donc /2 est euclidien si et seulement 'l est isométrique a ¢2, soit si et seulement si d(¢2,¢2) = 0. Or,

d(e2,2) = (1/2—1/p)In(n) sip > 2 et d(£2,¢2) = d(¢?,42") = (1/p—1/2)In(n) si p < 2 car alors p* > 2. On en

nr n n n nr n

déduit : 2 est euclidien si et seulement sin =1 ou p = 2.

Question 7.
D’apres la relation : max(a,b) = 2(a+ b+ |a — b|), valable pour tous réels a,b positifs ou nuls, I’application

e — 0 11
I { (2,9) - ) est une isométrie de €5° sur £3. Donc d(£3,5°) = 0 # |1 — ==|In(2).
r,y) = 3XTTYT Y
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