Centrale 2010 — filiere MP — Maths 1
(Jean-Pierre Roudneff, Louis-le-Grand)

Partie I - Questions géométriques

I.LA.1°) — Tout z € 79 s’écrit —a + 3.0 + v.i avec (o, 3,7) € K donc z = (a+ g)(—l) + g.l + .1
appartient aussi a 7 étant donné que (04 + g, g, 'y) € K, d’ou 'inclusion 7 C 7.

— On prouve de méme que 7 C 7.

Remarque :  on peut montrer plus généralement par associativité du barycentre, que si A C B, alors

Uenveloppe conveze de A est incluse dans celle de B.

—Soit z € 7: il existe (o, 8, 7) € K tel que z = —a+ [+ v.i.

Si a > f3, alors z = (a«—().(—1) + 0.1 4+ 7.7 appartient & 79 vu que (a—pf, 0, ) € K et, dans le cas
contraire, z =0.(—1) 4+ (8—«).1 + 7.7 appartient a ;.

Ceci établit I'inclusion 7 C 19 U7, et conduit & 1’égalité recherchée.

I.A.2°) Le tracé des triangles 79 de sommets (—1, 0), (0, 0), (0, 1), et 71 de sommets (1, 0), (0, 0),
(0, 1), ne pose aucun probléme.

I.A.3°)a) L’application s: z +—— 2/ = a + ¢*¥.2 — a est une isométrie du plan affine euclidien C.
En effet, V(z1, 22) € C?, [s(z1) — s(z2)| = [e*’21 = 22| = |21 — 2],
De plus, si z s’écrit a+ te’® avec t € R, alors s(z) = z : la droite A passant par a et dirigée par e? est

donc incluse dans ’ensemble des points fixes de s et ce dernier ne peut pas étre de dimension supérieure &
1 sinon s serait I'identité. En résumé, s est une isométrie plane dont I’ensemble des points invariants est
une droite A, donc s est la réflexion d’axe A.

I.A.3°)b) L’image de z par '’homothétie de centre a et de rapport p est immédiatement donnée par
2 =a+p(z—a).

I.A.3°)c) Si ¢g se décompose sous la forme (commutative) sgo hg = hg o s, ol sg est la réflexion

d’axe Ag et hg 'homothétie de centre a € Ag et de rapport p, alors a est un point fixe de ¢y, d’ou
142 -1+ ) . ) 1 .

a=— a+ 2+ , ce qui conduit rapidement & a = —1. On a alors ¢g(z) —a = \ﬁe”/‘l(z —a). Comme

. . , ) 1 T
on doit avoir Vz € C, ¢o(z) = pe'(z — a), on a nécessairement p = 7 et 0 = 1 mod 27 en prenant
z # a.
Réciproquement, ces valeurs conviennent, ce qui prouve ’existence et 'unicité de la décomposition.
De méme, ¢ s’écrit (de maniére unique) sj o hy = hy o s1, ou s; est la réflexion d’axe A; passant par 1

. 1
—im/4 ot by Phomothétie de centre 1 et de rapport —.

V2
I.A.4°) L’application ¢y étant affine, elle conserve le barycentre, donc qﬁo(a/b\c) — ab'd avec d = oo(a),
b= ¢o(b) et ¢ = do(c).

En particulier, ¢o(7) = Z1i0 =7y et on obtient de méme o1(1) = T1.

et dirigé par e

I.B.1°)a) - K sécrit (RT)> N F, ou F est I'image réciproque du fermé {1} par l'application continue
(o, B, 7) — a+ B+~ : l'ensemble K est ainsi fermé comme intersection de deux fermés.

— K est également borné car si (o, 3, v) € K, alors |of <1, [B]| <1 et |y <1

Comme R3 est un espace vectoriel normé de dimension finie, K est bien un compact.

I.B.1°)b) Si u = (o, B8,7) et v = (/, #',7') appartiennent & K et t € [0, 1], alors tu + (1—-t)u’ =
(o, 8", 4") est également dans K vu que



"=ta+(1-t)a' 20, B'=tB+1-)3)=0, ' =ty+(1-t)y" >0 et " +5"++"=1.
L’ensemble K est donc convexe.

1.B.1°)c) — L’application F: («, 3, v) — aa + b+ ¢ étant continue, abe = F(K) est compact comme
image directe d’un compact par une application continue.

— La convexité de abe s’obtient soit directement, par des calculs similaires & ceux du b), soit en remarquant
qu’il s’agit de I'image directe du compact K par une application affine.

1.B.1°)d) L’application (z 2') — |z—2'| est continue sur C? (par exemple comme composée de I’application
linéaire (z, 2') — z — 2/ et de l'application 1-lipschitzienne z — ]z\)

abe étant compact, cette application atteint sa borne supérieure sur abe x abe d’ apreés le théoréme des bornes,
d’ou lexistence de § (abc)

I.B.2%)a) Soit 2’ = aa + b+ yc avec (a, 3, v) € K. Alors |2/ — z| = |a(a—z) + B(b—z) + v(c—2)| donc
' = 2| < ala—z|+ Blb—2] +7lc—2| < (a+f+7)max(la—z|, [b=2|, [c—2|).

On a ainsi [2' — 2| < max(la—z|, [b—z], [c—z|) et Iégalité étant atteinte pour 2’ = a, b ou ¢, on peut
conclure que max {|z' — z|, 2’ € abc} = max (|la—z|, |[b—z|, |c—z|).

1.B.2°)b) On remarque, via le théoréme des bornes a nouveau que

5(a/b\c) = max {max{|z —2/|, z € c;b\c}, 2 e a/b\c} = max { max (|'—al, |2'=b|, [¢'—c|), 2 € a/b\c},
soit (5(a/b\c) = max (la—bl|, [b—c|, |c—al) en appliquant le 2°)a) aux éléments a, b et c.
1.B.2°)b) Pour tout n € N*, ¢, (7) C 7 donc 7, C T,—1. De plus, chaque ¢,, divisant les distances par
: ~\_ ()
V2, on a clairement 6(7,) = ek

Montrons alors (propriété qui généralise le théoréme des segments emboités) qu'une suite décroissante de
compacts non vides dont les diamétres tendent vers 0 a une intersection réduite a un singleton. Considérons
pour cela une suite (x,)pen+ avec Vn € N*, x,, € 7, : celle-ci est de Cauchy étant donné que Vn € N*,
Vp €N, |zpip—an| < 6(Tp) et ngrfoo d(7n) = 0, donc converge vers un certain x qui appartient a chaque

Tn, puisque ces derniers sont fermés. On a donc () 7, # & et cette intersection ne peut pas contenir plus
neN*
d’un élément vu que son diamétre est inférieur a celui de chaque 7,.

Partie II - Construction de Papplication f

I1.1°) Une application affine de [0, 1] dans C est de la forme x — ax + 3 avec (a, 3) € C% Elle
appartient a £ si et seulement si 3 = —1 et a4+ 3 =1, c’est-a-dire si et seulement si («a, 5) = (2, —1).

1 1
I1.2°) Si g € &, alors, par composition, Tg est continue sur [0, 5[ ainsi que sur ]5, 1].
1
De plus, T'g(x) a pour limite ¢g(1) lorsque x tend vers 5 par valeurs inférieures, et ¢1(—1) lorsque =z

1
tend vers 5 par valeurs supérieures. Comme ¢o(1) = ¢1(—1) = 4, la fonction Tg est également continue
1
5
enfin, T'g(0) = ¢o(—1) = —1 et Tg(1) = ¢1(1) =1 donc Tg € £.

1
I1.3%) — Pour tout x € [0, 5], [Tg2(x) — Tgr()] = |do(92(22)) = do(91(22))] = —=g2(27) — g1(22)].
1

— Pour tout z € [57 1], [Tga(x) = Tgi(2)| = |p1(g2(22—1)) — d1(g1(22—-1))| = f|g2(2x 1) = g1(2z—1)|.

1 1
Or, lorsque z décrit [O, 5] (resp. [5, 1]), le réel t =2z (resp t =2x—1) décrit [0, 1]. Par suite,

au point



1 1
Tgs —Tqilloe = —=.s H—ag@®)], tel0, 1]} = —. g2 — 91l .
| Tg2 —Tgn || 7 up {[g2(t) — g1(t)] [0, 1]} 7 g2 — g1

I1.4°a) Pour tout n € N* et tout p € N,

1 1
| frtp — frlloo = onj2 Il fp— folleo < W[ 1 o= fotlloo +-+ 11 = folloo ]
! e, 00 [|fosp — fulloo ooz 5 (<) 11 = follo . B T
ar inégalité triangulaire, d’ou — < —= —) — . En majorant — ar
p g g n+p nlleos 57 = \/é 1 0lloo J = \/§ p

. . U C .
la somme de la série géométrique associée, il vient || frnip — fn [loo< Py o C désigne une

1
1-1/v/2
constante. Il en ressort que Ve >0, AN e N* / Vn > N, VpeN, || foip — fnllo< €.

La suite de fonctions (fy)nen+ satisfait ainsi le critére de Cauchy uniforme, donc converge uniformément
vers une fonction f : [0, 1] — C, qui est continue car chaque f, est.
Enfin, f(0) = —1 et f(1) =1 puisque Vn € N*, f,(0) = —1 et f,(1) =1, donc f appartient & .

I1.4°b) L’application T : g — Tg étant continue sur £ car lipschitzienne, la convergence uniforme de
(fn)nen+ vers f entraine celle de (T'fy)nen+ vers T'f et comme T'f,, = fn41, il vient T'f = f par unicité
de la limite.

Remarque : on peut vérifier que £ est un fermé de l'espace complet (C([O, 1], C) (muni de la norme ||. |-

Comme & est stable par T et que T est -contractante, le théoréme du point fize s’applique et on peut

ainsi retrouver la convergence uniforme de (T fp)nen vers Tf et le fait que Tf = f.
I1.4°c) Prouvons par récurrence sur n la propriété (Hy): Va € [0, 1], fo(x) = —fu(l—2).
— La propriété (Hp) est immédiate vu que fo(x) =2z — 1.

— Supposons (Hy,) vraie. Alors, Vz € [0, 5],

farr(@) = ¢o(fa(22)) = ¢0(—M) = —¥.fn(1—2x)+—12+i_

Or 1-7 ——— 142
fan(1=2) = 61(fa2(-2) = 1) = 61(fu(1-20)) = *Fll-20) + *o

d’ou Vz € [O, %}, fn+1(ﬂf) = —fn+1(1—$).

La propriété a démontrer étant invariante par le changement de variable z := 1—uz, Pégalité f,11(z) =
_— 1
—fn+1(1—2) est également vérifiée sur [5, 1], ce qui établit (H,41) et achéve le raisonnement.

Par passage a la limite simple, on en déduit que Va € [0, 1], f(z) = —f(1—z). Comme la transformation
complexe définie par 2’ = —Z représente la symétrie orthogonale par rapport a I’axe des imaginaires purs,
on en déduit que 'image de f (dont on montrera au III. qu’il s’agit de 7) est symétrique par rapport a cet
axe.

Partie 111 - Propriétés de f

T 1
ITI.A)1%)a) > 2—2 est une série a termes positifs dont le terme général est majoré par o0 terme général

s A 2 . s rn -
d’une série géométrique convergente. La série on converge donc et sa somme x est comprise entre 0 et
+oo 1

2

> o e qui donne z € [0, 1].
n=1

ITI.A)1°)b) Prouvons la propriété recherchée par récurrence sur p.
L’initialisation est due au fait que wo = x avec la convention habituelle ¢, o--- o0 ¢, =1Id lorsque p = 0.



Supposons, pour p fixé, que f(x) = ¢p, 00 ¢y, (f(2p))-

1 1
—Si rpy1 =0, alors 7, = PHas € [0, i] donc
f(xp) = Tf(xp) = ¢0(f(2$p>) = ¢rp+1 (f(xp—&-l))-
5 . 1 1 1
— De méme, si rpy1 =1, alors 1, = 3 + Dl € [5, 1] donc

f(xp) = Tf(xp) = ¢ (f(pr_D) = ¢Tp+1 (f($p+1))~
Ceci achéve la récurrence et établi la propriété demandée.

IIL.A)2°)a) Pour z € [0, 1] et n € N* fixés, k = [2""'z] est 'unique entier tel que 2"z € [k, k+1[. On
aalors 2"z € [2k, 2k+2[ donc [2"z] = 2k ou 2k+1, si bien que ry(z) vaut 2k—2k =0 ou (2k+1)—2k = 1.

N orp(x N o[2"x N 2"‘130 N [2"x N—
IIT.A)2°)b) > n( ) = > [2n] > 242" ] = > [Qn] - Z [ ] d’ou, par télescopage :
n=1 n=1 n—= n=1 n=0
il [sz] 2V 2]
E - [z] = o
2N 1 2N
Comme [2Nx] € ]ZN—I, 2Nx], il vient [2Nx] € ]ac N x], d’olt th [QN:U} = x, ce qui conduit &
——+00
12 ()
légalité = o en faisant tendre N vers +o0.
n=1

k
ITT.A)2°)c) Si z est de la forme on avec k et N entiers, alors pour tout n > N,

ra(z) = 2 NE -2 x 2N =,

MLA)2)) - f(3) = TF(3) = oo(f(1) = do(1) = &
1 1 1
- Q) = THG) = %(f3) = (i) = 0.
Avec les notations du I.A)3°)c), ¢ o ¢g s'écrit (hgosg) o (sgohg) = hg o hg, donc ¢g o ¢y est ’homothétie

de centre —1 et de rapport 7 Pour k£ > 3, on a alors :

Fla) = Th(op) = dol(F(5mp)) = doodolf(geg) = ~1+ 2 (Flgmg) +1).

Les suites définies par

1 1
Vk>1, w=f(57)+1 e  Vk>0, vk:f(w)—i-l

. . . 1
sont ainsi géométriques de raison 3 d’ou

1 1 1 1

V21 f(o) = 1+ (f(P+1) = -1+ 5=

: 1 1.1 i+1
W20, o) = ~1+ 5 (f(5)+1) = —14+—;

1
IIT.A)3°)a) Si z € [0, 1[QZ[7], alors il existe N € N tel que Vn > N, r,(x) = 0. Avec les notations de

la question III.LA), on a z), = 0 pour tout p > N et en particulier f(x) = ¢p, 00 ¢py (f(O)) Comme
f(0) € T et que 7 est stable par chaque ¢,,, on en déduit que f(x) € 7.
Cette propriété reste en outre valable lorsque = = 1.



1
IT1.A)3°)b) L’ensemble Z[i] (des nombres dits "dyadiques") est dense dans R donc tout t € [0, 1] est
1
limite d’une suite (tp)nen a valeurs dans [0, 1] NZ[=].
Comme f(t,) € T et que f est continue, f(t) = lir+n f(tn) appartient a ’adhérence de 7, c’est-a-dire a
n—-+0oo

7 lui-méme puisque cet ensemble est fermé.

ITI.A)4°)a) Montrons que, pour tout n € N, z, est bien défini et appartient a 7.

C’est évident pour n = 0. Supposons la propriété vraie & I'ordre n—1.

- Si zp,_1 € 19, alors z, = qbo_l(zn,l) a un sens car ¢g définit une bijection de C dans C, et de plus,
Zn €T vu que ¢o(T) = T79.

—Si z,_1 € 71, on montre de méme que z, est bien défini et appartient & 7.

La propriété s’ensuit par récurrence.

III.A)4°)b) — L’algorithme du a) montre que Vn € N, z,_1 = ¢, (2,), d'ott z9 = 2 = ¢y, 0+ 0 dp,, (2n)
par une récurrence immédiate.

+oo +o0
— Par ailleurs, en posant z = > ;—Z et x,= > T;;p, ona f(z)=d¢p 0 -0, (f(zp)) selonle A)1°)b).
n=1 n=1

Il en résulte que pour tout p € N, z et f(x) appartiennent a I'ensemble noté 7, dans le I.B)3°). Comme
~ too
() 7p est réduit a un singleton, on en déduit que f( > —Z) =z
peN* n=1 2

n

a
ITI1.A)4°)c) En utilisant le fait que > 2—]]: est une valeur approché de z & 2™ prés, une fonction retour-
k=1

nant une valeur approchée d’'un antécédent de z avec une précision de ¢ est donnée, en langage Maple, par :

approx :=proc(z,epsilon)
local(x,n,u)
x:=0: u:=z:
for n from 1 to int(-1n(epsilon)/1n(2))
do
if Re(2)<=0 then z:=(1+I)*(conjugate(z)+(1+I)/2)
else z:=(1-I)*(conjugate(z)+(-1+I)/2): x:=x+1/(2"n)

fi
od
evalf (x);
end;
1 BN 3 1 C ..
ITT.A)5°)a) On remarque que f(l — Z) = _f(l) donc f(l) = f(l) =0 et f n’est pas injective.

ITI.A)5°)b) Supposons I’existence d’une bijection continue g de [0, 1] sur 7 et appelons a un sommet de 7
différent de g(0) et de g(1). L’ensemble 7\{a} est convexe donc connexe par arcs alors que [0, 1]\ {g~(a)}
ne l'est pas, ce qui entraine que g~ n’est pas continue sur 7\ {a}. Par caractérisation séquentielle, il existe
alors un élément b € 7\ {a} et une suite (b,)nen & valeurs dans 7\ {a} de limite b, tels que g='(b,) ne
tende pas vers g~!(b) lorsque n tend vers +oo. Quitte & considérer une sous-suite de (by,)nen, le théoréme
de Bolzano-Weierstrass permet de se ramener au cas ol (gil(bn))n oy converge vers un certain élément
z € [0, 1] différent de g~*(b). Comme g est continue, g(g~'(by)) = b, tend alors vers g(x), ce qui est
contradictoire avec le fait que (b, )nen converge vers b.

1
ITI.A)6°)a) — On a déja vu que ¢ o ¢o(z) = -1+ §(z+1) et que son unique point fixe est z = —1.

De méme,
1
- ¢pr1o¢1(2) =1+ E(z—l) avec z =1 comme unique point fixe.

2i41
— ¢p1opo(z) = —%(z—l) avec z = s comme unique point fixe.
) 29—1
= %(z+1) avec z = —

comme unique point fixe.

— ¢o o P1(2)




Géométriquement, ¢pogy et ¢10¢; correspondent a des homothéties, et p1odg et poo¢1 a des similitudes

. . . . +1 1
directes (plus précisément, ¢ 0 ¢ est la similitude directe de centre , de rapport > et d’angle —g)

1
ITT.A)6°)b) Le plus expéditif consiste & observer que ¢ est (E)p—contractante par composition et que

C est un fermé stable par ¢ : cette application posséde alors un unique point fixe d’aprés le théoréme du
méme nom.

IT1.A)6°)c) Complétons 71, ra,..., 7, en une suite (ry)peny périodique de période p.
Avec les notations du III.A)1°)b), on a alors @, =z et f(z) = ¢y, 0+ 0 ¢y, (f(zp)), donc f(z) est un
point fixe (et en fait 'unique point fixe) de ¢.

+oo
ITI.A)6°)d) L’ensemble R des nombres r de la forme > ;—Z ol (rn)neN est une suite périodique a valeurs
n=1

—+00

x
dans {0, 1} forme une partie dense de [0, 1] (en effet, si > 2—2 est le développement dyadique d’un réel
=1
. . - ! e,
x de [0, 1], et si (rp)nen est la suite p-périodique telle que ry = 1, 190 = x2,..., 1p = xp, alors nzl on

1
est une approximation de = a o prés). Montrons que f(R) est dense dans 7.

Soit z € 7 et € > 0 arbitrairement fixés. Comme f est surjective de [0, 1] sur 7, notons x un antécédent
de z par f. La continuité de f garantit I'existence de 1 > 0 tel que Yy €]z—n, z4+n[, f(y) € TNB%(z, ).
Or, par densité de R dans [0, 1], Vintervalle Jz—n, x+n[ contient un élément r de R et on a ainsi trouvé
un élément f(r) de 7 arbitrairement proche de x qui est le point fixe de la composée d'un nombre fini
d’applications ¢g ou ¢q, ce qui prouve la propriété de densité demandée.

fBn) = flam) _ Bn—x  f(Bn) = fl&)  x—om  flz) — flon)

IIL.B)1° = en convenant que I'un
) ) Bn — oy Bn — oy Bn —x Bn — T — Qp (
des deux termes est absent si o, =z ou [, = x).
—x T — — fla
or Bn et " sont deux réels positifs de somme 1 donc M se présente comme le
ﬂn — Qp ﬂn — Qnp n — &

n
barycentre affecté de coefficients positifs de deux quantités tendant chacune vers f’(z) lorsque n tend vers

+00. Il en résulte que lim () = flan) = f'(x).

n—-+o00 ﬁn — Op

Remarque : le résultat devient fauz en général si on ne suppose pas Uhypothése o, < x < G-

II1.B)2°)a) D’aprés le II1.A)1°)b),

f(an) = ¢7‘1(x) ©---0 ¢Tn(m) (f(O)) et f(ﬁn) = ¢7‘1(:E) ©:--0 Qbrn(x) (f(l))
W = 2" x (¢r1(:c) ©:--0 (brn(z)(l) - ¢r1(:c) ©:--0 ¢rn(z)(_1))
Chaque application ¢,, divisant les distances par \2,
‘ = 2" x (i)" X 2
\/i )

dont la limite est +oo lorsque n tend vers +oo : f n’est donc pas dérivable au point x selon le III.B)1°).

donc

‘f(ﬂn) — flom)

Bn — an

ITI.B)2°)b) Si f était dérivable (a gauche) au point 1, elle serait dérivable (& droite) en 0 en vertu de
légalitée f(x) = —f(1—=x), ce qui est impossible d’apres le III.B)2°)a).



