MP 2023 Un corrigé de Mathématiques 2 Centrale

I Résultats préliminaires

I.A — Calcul d’une intégrale classique

1.A.1)
1
i 2<2d ! ! Ai > 1 dt = !
Q1.801tt€[0,1]0na0<1+t \2 Onco<m\27 nsi In/ 27 t—27
0
1
Q 2. La fonction ¢t —— m est continue sur [0, +oof.
Par aill ! ! et t ! t intégrabl 2 1.
ar ailleurs A+ 27 Yoo 20 — Jan © intégrable en +oo car 2n >

+o00o
1
Ainsi / m dt est absolument convergente donc convergente.

0

+oo
1
’Ce qui justifie 'existence de K,, ‘ et | K; = / e dt = [arctan(t)]iz(;roo = g
0
Q3. 0naVvVt>1, 1+t2>1+t>0.
Soit n > 2. Par calcul dans [0, +o0], on a
400 +o0 +oo t—+o00
1 1 _ (1+¢) "
———dt < ——dt = 1+ " dt= | ———— = — <
/ (1+2)" / (T+¢)" / (1+1) -n+1 (=12t =
1 1 1 =
1 2 (1
Or quand n — 400, on a (=121 ~oeon = (0] —om

“+oo
. 1 1
Onablen /(1—'—]52)”(11;_0<n2n>
1

Q 4. A l'aide de la relation de Chasles et Q3, on a quand n — 400,

I, —Kn:0< ! >:0(In)

n2m

1 1 1
car n? = <2n> et 27 =0 (In) selon Ql

On en déduit que

Q 5. Sous réserve de validité, on effectue une intégration par parties : (argument « classe C! »inutile)

“+o00 “+o0 —+00
1 ]t ont 2 +1 1
(L+8)" ]2 S 1+ ) L+ ) (1+1)

L’intégration par parties est valide car le bloc tout intégré est nul.

1
Ainsi K, = 2nK,, — 2nK,, 1 ce qui permet de conclure que |K,, = K41 + 2—Kn
n
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2n—1
Q 6. Soit n € N*. On d’apres ce qui précede : K11 = n2n K,.
n—1 2n—2
[[@i-1 I *
Ainsi par récurrence immeédiate, on a K, = = K, = k=1 T Don
n—1 n—1 29
[T T1 )
i=1 i=1
B (2n —2)! T (2n-2)x
Tl (=122 221 ((n— 1)1)?

En utilisant Stirling, quand n — +o0, on a :

2n —2
(2n —2)! e

(n—1))* <<n1;nl 27T(n—1)>2 .

A l'aide de Q4, on peut conclure que |1, ~ K,, ~

I1.A.2)
v 1

Q 7. On effectue le changement de variable : u = y/nt; du = y/ndt, pour obtenir : |y/nl, = / m du
0

L’argument « classe C' »est inutile.

0,400 — R
1

T— (1+u2/n)"

siu</n |

sinon

Q 8. Pour n € N*, on considére la fonction f, :

On va utiliser le théoréme de convergence dominée.

(i) (énutile) Pour tout n € N*, f,, est continue par morceaux sur [0, +o0].

(ii) Soit u > 0. Quand n — 400, on a fy(u) = exp (—nIn(1 + u?/n))) et —nIn(1+u?/n)) ~ —nu?/n — —u?.
Ainsi comme exp est continue, on a f,(u) — e~*" (valable pour u = 0)
Ainsi (fp),, converge simplement vers u — e sur [0, +oof.

(iii) (inutile) La fonction u —> ¥ est continue sur [0, +00] .

(iv) Soit n € N*. Soit u € [0,+/n], on a avec la formule du binoéme :

n 2k 2
() () ()2 1o

k=0
1
Ce qui permet d’établir I'hypothése de domination : Vn € N*, Vu € [0, +o0[, |fn(u)] < Toa
u
1
or la fonction u TTa est continue et intégrable sur [0, +o00[. (Q2)
u
+o0 +oo +oo
Avec (i), (ii), (iii) et (iv), le théoréme s’applique / [ = e~ du avec Q7| lim /nl, = / e du
n——+oo n——+00
0 0 0
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+o00o
Q 9. D’aprés Q6, on a /nl, —— ﬁ Par unicité de la limite, on a donc / e du = ﬁ
n—+o0o 2 2
0

+oo
Par parité, on a alors / e dt = VT

—0o0
On effectue le changement de variable u = v/2t ; du = v/2dt (argument inutile : qui est C', strictement croissant
et bijectif R — R).

+oo +oo
1
Ainsi /7 = i / e /2 qu. D'ou / e 2 qu=2r

I.B — Comportement asymptotique de 1 — o
t
Q 10. On a ¢(t) < —¢(t) pour tout t > = car z > 0 et p(t) > 0. Ainsi
X
+0o0
t—-+o0

—+o00
1 ) 1 )
) dt < tet2At = —— | e t/2
/ 90( ) x\/2m / x/ 21 [ L:x

T

—+o00

T
ce qui permet de conclure que / p(t)dt < m
T

T

+o00
Q 11. Je considére la fonction 1 : u — (u? + 1) / o(t) dt — up(u).

u
Comme ¢ est de classe C! et intégrable sur R alors v est de classe C! sur R et pour v € R, on a :

—+00 “+oo

v =2 [ e(0der @+ 1) (o) - o) —u (e ) =2 (u [ pte)de— ot

u u

+00
Ainsi Yu > 0, 9'(u) = 2u / (t)dt — plw) < 0 selon Q10.
u

u
Ainsi ¢ est décroissante sur [0,+oo[ car ¢ y est continue. Le théoréme de la limite monotone nous fournit
¢= lim ¥(x)
T—+00

Par ailleurs on a Vo > 0, 1(z) + zp(z) > 0 et par croissance comparée zp(x) P 0.
T—r+00

+0o0

Ainsi pour z > 0, on a 1(x) > £ > 0, en particulier ;ﬁ(i)l >0 d’ou x2i 1<p(a:) < / o(t) dt

xT

+o0o
o) < [ pdr< o)

x

T 1
1~ Ainsi par encadrement d’équivalents, on a

Or quand z — +00, on a —;
T

—+00

~ SO(:E) _ 1 efacQ/
/go(t)dt Py 2

xT
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Or selon Q9 et Chasles, on a

+00 +o0o
- / o(t) dt = B(z) + / o(t) dt
oo —x2/2
. o e(r) e
Dou 1l — ®(x) = / ©(t)dt. Ainsi |[quand £ — +o0, on a 1 — ®(z) ~ ~
x V271

xT

Remarque : on aurait pu obtenir cet équivalent & laide d’une intégration par parties et en utilisant une intégration
de relation comparaison (ici "petit o").

I.C — Une inégalité maximale

Q13. OnalA =

n
A, (réunion disjointe ) | (si n = 1, alors A = Ay).

p=1

Q 14. On a donc
AC ({Ral 2 2} U(AN{|Ra| <2})) = [{[Ra| = 2} U | [J Ap N {[Rn| < 2}
p=1

La réunion étant disjointe, on a donc bien

P(A) <P ({[Ral > 2}) + Y P (Ap N {[Ru| < 2})
p=1

Q 15. Soit p € [1,n]. Soit w € A, N {|R,| < z}.
On a donc |R,(w)| = 3z et |R,(w)| < 2. Ainsi selon la deuxiéme inégalité triangulaire :

[Rn(w) = Rp(w)| = [Rp(w)| = [Rn(w)] > 32 — 2 = 2z

orw e Ay douwe A,N{|R, — R,| > 2z}
On a bien l'inclusion | A, N {|R,| < 2} € A, N {|R, — R,| > 22}
Q 16. D’aprés Q14 et Q15, on a :

P(A) <P ({|Ral > 2}) + Y P (A, N {|Rn — Ry| > 223)
p=1

Soit p € [1,n]. On a

n
{IRn —Ryp| > 22} =q | Y Zj| > 22
Jj=p+1
Ainsi cet événement ne peut s’écrire qu’en fonction de Z, 41, ..., Z, alors que A, s’exprime & 'aide de Zy, ..., Z,.
Donc le lemme des coalitions s’applique, on 'indépendance des événements A, et {|R,, — Rp| > 2z}

Remarque : en temps limité, je déconseille de formaliser davantage et méme de chercher & écrire

p—1 i P
A=) izj <3z UL 7 >3z
i=1 j=1 Jj=1
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Ainsi

P(A) SP({|Ral > 2}) + Y _P(Ay) - P({|Ry — Ry| > 22})

p=1
or en utilisant I'union digjointe de Q13, on a
ZP P ({IR, — Ryl > 20}) < " P(A,) max P({|Ry — Ryl > 20}) <P (A)- max P({|R, — Ry| > 20)

p=1

On en déduit que |P(A) < P({|Ry| > z}) + max P({|Rn — Rp| > 22})
PN

Q 17. Soit k € [1,n]. On a Va,b € [z, ], |a — b| < 2z. Ainsi
{Rn — Ree| > 22} C ({|Ra| > 2} U{[Ri| > 2}) C ({IRn| = 2} U{[Re| > z})

Adnsi P({|Rn — Ryl > 22}) SP({[Rn| > 2}) + P({|Re| > 2}) < 2 max P ({[Ry| > x}).

Ce qui avec Q16, permet d’obtenir le résultat attendu :

P ({ max |R,| > 3x}> =P(A) <P({|Rn| > 2}) + 2 max P({|Ry| > z}) < 3 max P({|R,| > z})
1<psn 1<p<n <n

1<p<

IT Etude d’une suite de fonctions

. : , ‘ 2 o
La suite (Tnk)ocpe, €St arithmétique de raison —=. Ainsi

vn
< ! Lo ;L L < ;L ! Vn + L
—0< —\n——==Tpo— —=<=T — =y — =< < Tpp-1+— — =vn+ —= 00
\/ﬁ n,0 \/ﬁ n,0 \/ﬁ n,1 \/ﬁ n,n—1 \/ﬁ \/ﬁ \/ﬁ
Les intervalles sur lesquels est définie la fonction B, constituent donc une partition de R constituée de n+3 ensembles.
La fonction By, est donc bien définie.

=Tnn+

I1.A -
Q 18. Soit n € N* et k € [0,n]. On an—k € [0,n]. Ainsi x, ,,—j est bien défini et

20n—Fk) _
Tk + Tnn—k = \/4:+ V/f‘+ \/574— V/i 2\/4 + V/,

On conclut | —xy, 1 = Tpp—k

Q 19. Par composition, la fonction ¢ est décroissante sur RT. Ainsi

1 1 2
V>0, — = p(0) > = -
x o= =90 > pla) = =

e >0

De plus la fonction ¢ est paire et donc Vz € R, 0 < ¢(x) < ¢(0). Ainsi ¢ est bornée sur R.
Soit n € N*. Par définition, la fonction B,, prend un nombre fini de valeurs (au plus n + 3).
Ainsi la fonction B,, est bornée sur R.

Par somme la fonction ¢ — B,, est bornée sur R et y admet donc une norme infinie A,,.

On a bien |l'existence du réel A,,
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Q 20. On a linclusion {|Bp(z) — ¢(x)| |z =0} C {|Bn(x) — ¢(x)| |z € R}
Ainsi la partie de R non vide {|B,(z) — ¢(x)| |z > 0} est majorée par A, = sup |B,(x) — p(z)].
zeR
Cette partie admet donc une borne supérieure dans R et on a

Ap = sup [By(z) — ¢(z)|

x>0

Soit y € R. Nous allons procéder par disjonction exhaustive de cas.

Premier cas Siy >0, on a |B,(y) — ¢(y)| < sup|Bn(z) — o(z)].
x>0

1 1
Deuxiéme cas : Siy < —/n— % = Tp,0 — %

1
= Zpn + —= et ainsi B, (y) =0 = B, (—y) et on a aussi p(y) = p(—y).

Alors —y > \/n +
vn

b
NG

D’ot comme —y > 0, on a

Bn(y) — ¢(¥)| = IBn(—y) — w(—y)| < sup [By(z) — ()|

x>0

1 1
Troisiéme cas : y < 0 et il existe k € [0,n] tel que y € ]xnk — %,mmk + ﬁ [

1 1
Alors, avec Q18, —y € |Tpn—k — —=» Tnpn—k + —= [ Donc

Vi v
b= (- 2 (0) -

Comme —y > 0, on a

Bn(y) = ¢(y)l = [Bn(=y) = ¢(=y)| < sup [Bn(z) — ¢(2)]

x>0

1
Quatriéme et dernier cas : y <0 et il existe k € [0,n] tel que y =z, — —=.

NG

A l'aide du troisiéme cas, on a

1 1
€ s = st | Balt) = (0] < sup B (o) - (o)
- . . 1 1 : )
Or la restriction de la fonction B, & |z, — —=,Znx + —=| est continue car constante et ¢ également.
) \/ﬁ ) \/ﬁ
1
En faisant tendre ¢ vers y = x,, 1, — —=, on obtient :

\/ﬁ?

Bu(y) — ¢(y)| < sup [Bn(z) — ()]

x>0

On vient de montrer Yy € R, |B,(y) — ¢(y)] < sup |Bp(x) — ()|

x>0

Ce qui permet de conclure | A, = sup |[B,(z) — ¢(z)]

x>0
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Q 21. Soit n € N*.

Suite ((}))gcpe, ¢ Lasuite ((}))ycpe, st & valeurs dans ]0, +oo|.
Soit k € [0,n —1]. On a
(kzil)_ n! Xk!-(n—k)!_n—k
) k+D!-(n—k—1) n! Ck+1
Comme k+1 >0, on a
— 1 1
i k<1<:>n—k:<k—|—1<:>n+ <k <— nt <k
E+1 2 2

1
On note alors ¢ = {n + J . De sorte que

2
wett (1)<

n
Ainsi la suite (( )) est décroissante.
k q<k<n

Notations et premier cas : Soit z <y dans R*.

1
Siy >+/n+ —=, onaalors B,(z) > 0= B,(y).
vn

Sinon, comme y < —/n — d’aprés la remarque en début de partie II, il existe un unique k, € [0,n]

1
Nk
tel que y € [xnk —L,mnk, +1[.

oy
On note de méme k. € [0,n] et on remarque que 0 < k; < ky < n.
Onaxn’k2+\}ﬁ>06arz20.
1 —1
it
n+l| n+1 n-1
2 J_ 2 2

On a ainsi —

+ 1.

Si n est impair : onagq= {

n n
Donc q < k; < ky < n et selon I'étude ci dessus on a <k ) > <k > D’ou
z y

On donc montré B,,(z) = B, (y) dans tous les cas at ainsi B,, est décroissante sur R™ si n est impair.
n

B
1
Si n est pair : onaq:{ —21_ J—Z

n 1 n .
Comme k, > 373 et que k, et 5 sont entiers, on a alors

n
Ainsi de fagon analogue au cas précédent on a B, (z) = B, (y).
Ce qui donne la décroissance pour n est pair.

Dans tous les cas, | B,, est une application décroissante sur R™ ‘
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II.B —

Interprétons le :

«Dans la suite de cette sous-partie, on suppose que m et k varient de sorte que kel,.»
Icile « k » wutilisé par Uénoncé (qui dépend de n) doit étre considéré comme le terme général d’une suite (ky,),, choisie
de facon que ky, € I, dés que I, # ().

Avant d’obtenir des résultats asymptotiques, il s’agit dans un premier temps d’établir que la suite (ky) est définie a
partir d’un certain rang.

Par ailleurs dans l'optique du passage de la question 24 a la question 25, il s’agit de prouver que les divers O des
questions 22 & 24, sont indépendants du choiz de la suite (ky,).

Je trouve que le fait de devoir gérer tout cela en temps limité est un peu rude méme sur ce concours.

Q 22. Soit n € N*. Soit k € [0,n]. On a :

2% )
k61n<:>0<—\/ﬁ+—<€+1<:>2gk<%
vn 2 2
Ona%}Oetquandn%—i—oo,ona
ntyvrl+l) noontynl+l) n Vel+D) o
2 2 2 2 2
nontyn(t+l)

Comme I, = [0,n] N } , alors a partir d’un certain rang I,, est non vide et la suite (k) est

2’ 2
bien définie & partir d’'un certain rang.
Ainsi par encadrement d’équivalents, on a :

n

n
k,~— et i n =k~
n~g et aussi n n~g

caronan—k,=n— <g+0(n)) :g+o(n)
Ainsi k, — 400 et n — k,, — +00, on peut utiliser deux fois Stirling AOC grand cru :

k! (n — kp)! = [(%)kn \/E<1+O (;))] : [(”_ek”)n_kn 2m(n — ky) (1+O (n_lkn»]
A P’aide des équivalents on a
(o)) (oo (25)) = (o () =10 (3)

n—yn{l+1) n+n{l+1)
2 ’ 2

Par ailleurs comme (n — ky,) et ky,, € { ] les O(1/n) sont indépendants du choix

de la suite (k,). De plus, on a :

(&

kn B ek,
[(Iﬂl) \/M] . [(n ekn> MI — 27Tk71§n+1/2 (n—kn)n_k""‘l/Qe*n

On peut conclure avec les termes de ’énoncé (que 1’on gardera pour la suite) et avec un O indépendant du
choix de (k,) :

El(n — k)! = 2me kR /2 (n — f)n—h+1/2 (1 +0 <?11>>
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Q 23. Quand n tendant vers 400, on a a 'aide de la question précédente et de Stirling grand cru :

ﬁ(n)_\/ﬁ n

o \k) 2 Ekl(n—Fk)! 2n

1
n

o) o)
I

Qﬂe—nkk—&-l/Q(n _ k)n—k:-‘rl/? <1 +0 (

ok \ FH1/2 of\ "R t1/2
- 9 _ 22
&) )

On a utilisé 1/ (1 +0O(1/n)) =1—0(1/n) =1+ O(1/n), on peut alors conclure que

o)

27 - \/% <2k>k+1/2 (2 2k>n—k‘+1/2

n

n

avec un O indépendant du choix de k,

Q 24. Quand n — +o00, on a par définition de x,, 1, :

2k

8
3
By

l1-—F—==2—-——et 1+

4

n
Ainsi

. o\ F—n/2 o\ /2K . N i Ik e
com 5yt ()2 () ()

n

2k
Tk _ 28 et (1 +

N

ok k+1/2 , of\ k)2 : xik
I e B

) (-5) 1

2
n,k

2 ok k—n/2 ) 2k n/2—k
n n

Lo,k

NG

Avec 23, on peut en déduire que | By, (1) =

En notant D le dénominateur, on a

2In(D) = (n+1)In 1—7’ + Zppv/nln 1—1—77’1 — TppV/nln (1 — =2

T,k

A laide des encadrements de 22, on a x,,;, = O(1) car k € I, donc == — 0 et @, x/n = O(n). Ainsi

L,k T,k 1
In 1+ 22k ) = Dok =)
(1) = ro(l) o m

1
donc 2In(D) = xik +0 <\/ﬁ> puis

1
L 1+0(1)

B, (xn,k) =

2

V= () o -0 (5)] = 7

an,k:) _ Tng

(=)=

vn

.’E2 1'2
+O<1> et ln< —””“>:— ”’k+0(12)
n n n n

2
n

o (F) 002 (o)

1
On conclut : | By, (xp, 1) = exp | —
’ V2T

2
n,k

2

) (0 ()

ot O est toujours indépendant du choix de (k).
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2
xn,k
2

1
Q 25. Comme quand n — 400, 0 < ——exp <—

V2T
2
n

\/12?6Xp <x2k> - \/12?6Xp <I2k> © <1n> -0 <\/lﬁ)

1
avec un O uniforme pour tout choix de (k). On note alors d,, ce O <)

) < 1, alors selon Q24 :

Bn (xn,k) -

Ainsi on dispose de ng € N assez grand tel que

Vn = no, Yk €1y, By (zpk) — @ (2n k)] < 0p et 6, —— 0
n—-4o00

ce qui nous fournit ng > ng tel que Vn > ng, Vk € 1,,, B, (zpk) — @ (zn k)] <

= M

La fonction ¢ est continue sur le segment [0,¢] donc elle y est uniformément continue selon le théoréme de
Heine. Cela nous fournit a > 0 tel que

Vy,z € [O,E], |y - Z| o= |Q0(y) - SO(Z)‘ <

| o

1 . e
Comme % m 0, on dispose alors de no > ng tel que (kn)n>n2 est définie vérifiant
N 1
VneN" n>2ny—=0< —= <«

\/ﬁ\

De plus 2, = v/ —+> 400, on dispose alors de ny > no, tel que
n—-+0o0

Vn = ng, xn,n:\/ﬁ>£+3

Soit n = nq. Soit y € [0, 4].
Comme (Znp)e,e,, st subdivision réguliere d’un segment contenant [0, £+ 1] et de pas 2/4/n, on dispose d'un

1 1 1
unique k € [0,n — 1] tel que z,, y — —= < y < Ty + —=. De plus, on a — < «, alors

N4 vn vn
1 1
|y_$n,k|<aet$n,k_%<y<$n,k+%<xn,k+l<€+1

1 3
carxn,kﬂ—y<$n7k+1—$n7k+ﬁ=ﬁ<1car\/ﬁ>€+3>3.

Si x> 0, alors k € 1, et comme By, (z,, %) = By, (y), on a

Bu(y) = ¢(1)] < Bu(y) = Bu (wni)| + [Bu (20 = @ (@) + o (@) = 0y)| <O+ 2+

Dans le cas ol z,,; < 0 alors comme z, ;41 > 0, on est donc dans le cas ot n est impair (2k +1 = n) et

n n
1el,. = 1
k+1el, Comme <kz> <k+1>,aors

By (T k+1) = Bn (Znk) = Bu(y) et g = —Tn 1 et @ (Tng41) = @ (Tpx) puis

_ &
2

Bu®) ~ o) < [Ba (@nss1) = ¢ @aern)| + I (@) — 0(w)] < 25

Ainsi pour tout entier n = ny, on a| sup |Bp(z) — p(z)] <
z€[0,4]

N ™
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I1.C -

Q 26. Soit £ > 0.
L’auteur nous force donc o écraser le £ introduit par lui-méme en début de la sous-partie II-B. La métaphore
du « serpents se mordant la queue » s’applique donc.
On peut appliquer la sous-partie II-B au segment [0, ¢] et & € = 2¢(¢) > 0. En effet, on ne s’est pas servi de la
relation entre £ et € : 2p({) < e.
La partie II-B nous fournit ny € N tel que

20(6) _

2

Vn = ng, sup [Bn(z) —¢(z)| < —— = ¢(()
z€[0,¢]

Ainsi ’pour tout n = ng, By (£) < 2p(¢) ‘
Q 27. Soit & > 0.
)
Comme ¢(x) —— 0, on dispose de A > 0 tel que p(A) < 3"

r—r-+00

26
En appliquant la partie II-B &4 ¢ = 3 et L=A({>0cet o)< g (vérification complétement inutile !)),
)
on dispose de n; € N tel que Vn = ny, sup |B,(z) — ¢(x)] < R <0
z€[0,] 2 3
De plus la question 26 nous fournit ny € N*, tel que Vn > ng, B, (A) = B, (£) < 20(f) = 2p(A)

On pose N = max(ny, ny). Soit n > N. Soit y € RT.
Siy € [0,A], on a donc

Bn(y) — ()| < sup [Bn(x) —@(zx)] <6
z€[0,A]

Si y > A, avec les positivités et les décroissances sur RT de ¢ et de B, (Q21), on a

IBr(y) — o) < Bn(y) + »(y) < Bn(A) +p(A) <3p(A) <6

Ainsi A, = sup |B,(z) — ¢(x)| < 0. Comme A,, > 0, on a donc montré :
z€eRT

Vo >0, INeN, VneN, n>N= |A,| <

Ce qui signifie que |la suite (Ap), oy« converge vers 0

I11 Applications

IT1.A — Théoreme central limite
Q 28. Pour g fonction bornée sur I, je note ||g||co = sup|g(x)|.
zel

Comme (fy,) converge uniformément sur I vers f, on dispose de Ny € N tel que pour tout n > Ng, f — f,, est
bornée sur I.
Soit w € 1. Soit n > Ng. On a

/vf($)dﬂf—7fn(ﬂf)dx < /Uf—7f+7f—7fn < 7f + 7(f—fn)

€T
Je note la fonction F : z — / f qui est continue sur I car localement lipschitzienne (f étant bornée sur tout

v
segment) .
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Ainsi
[ r@ac— [ fu@yas| <1Pw) —F)l+| [ 15 = fullde| < [F0) = Bl + o = wl 15 = ful.
Or le membre de droite est de limite nulle, ainsi /f(a:) dz — /fn(x) dz — 0 d’on

/fn dxm/j(m)dx

De maniére analogue, on a /fn )ydoe ——— /f

n—-+o0o

n—-+0o

Par somme, on obtient : | lim /fn = /f(x) dz

Q 29. Par indépendance mutuelle des X; (1 < i < n), les Y; le sont également selon le lemme des coalitions.
De plus on remarque que Vi € [1,n], Y; ~ B(1/2) (loi de Bernoulli).
n

Ainsi T), = ZYZ- ~ B(n,1/2) (loi de binomiale). Soit j € [0,n]. On a alors

- () (Y (2) -

N

1
D’un autre coté, By, est constante sur [z, ; — 1/y/n,x, ; + 1/y/n[ égale & —(?)— Ainsi

2 2n
Tnj+1/vVn 5 i .
n(n
Bp(z)de = —= x ~—— —
() dr=Tm x5 (j>2n
Tp,j—1/v/n
Tn,j+1/V/n
On peut alors conclure que |P ({T,, = j}) = B, (z)dz
w'n,j_l/\/ﬁ

S
Q 30. On remarque que T, = — tn

. Ainsi S,, = 2T,, — n donc comme T),, est a valeurs dans [0, n].

{ug\s/%gv} :{Tne [“‘/7;",”‘/5;"”: U (T =3}

J€In

Comme l'union est disjointe, on a bien | P <{u < \S/% < v}) = Z P({T, =3})

J€In
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n+ uy/n n+uvyn

+ooetn—1-— 400

2 n—+o0o 2 n——4o00

Ce qui nous fournit Ny € N tel que Vn > Ng, J, N [0,n — 1] # 0.

2
i =i

Q 31. Le premier résultat : On a

On a vu en début de partie II que Vj € [0,n — 1], zp; +

Soit n > Ny. Je note j,, = min (J,) et jyr = max (Jp,).
On a a l’aide des deux questions précédentes et la relation de Chasles :

S A T ing H1/ V0
P<{’LL< 7% <U}> = EZJ / Bn(l’)dl’: / Bn(ZL‘)d:E
J "Tn,j—1//n T g —1//7
Par définition de Jy,, on a ju, — 1 < n+2Ux/ﬁ <

donc + 1. Ainsi

n + u\/n . n —+ u\/n

n+uy/n n+u\/ﬁ_ 2
Ja YRS En < —omm VRt o

A Paide du théoréme des gendarmes, on a ,, j,, ——— u puis @pj, — 1/v/n ——— u
n—+0o00 n—+o0o

De méme z, 5, +1/\/n —— v

n——+oo
Par ailleurs les fonctions ¢ et B, (n € N*) sont continues par morceaux sur R
et la suite (By,),cy- converge uniformément vers ¢ sur R selon la partie II.
Ainsi Q28 s’applique et on a
T, inm +1/v/n v

/ Bn(a?) de —— (p(x) dz

n—-4o00

Tn,jm —1/v/n u

S, f
1 ] < —<K =
Ce qui permet de conclure que nll)rfooJP’ ({u S 7m S v}) /gp(:r) dzx

u

Pour le deuziéme résultat je propose deur méthodes que je désigne par (a) et (b).

Etape 1(a) : Soit n € N*. Comme R est archimédien, on a :

(i) = W v )

peEN*
Ainsi par continuité croissante : P < Sn li P Sn +
insi par continuité croissante : u < — = lim u< —<u
P NG p=r-+o0 Jn SUTP

11 s’agit donc d’établir 'existence des membres et ’égalité :

. . Sn : . Sn
< —=K = < —=K
ngrfoopgrfoop <{u = \/ﬁ S +p}> pgrfoongrfoop ({u = \/ﬁ S +p}>

Pour pouvoir obtenir & I’aide du résultat précédent

S u+p +oo
nll)l_’I_loo]P) ({u < ﬁ}) pEI-II—loo o(z)dx /go(:c) dz
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Etape 2(a) : on va établir le résultat de double limite (échange de limites).

N* — R N — R
Pour p € N*, on note f,, : n o P u<S"<u—|—p et [ : n —s P u<87”
\\/ﬁ\ \\/ﬁ

(i) Pour tout p € N*, on a vu, selon le premier résultat que :

u+p
i _fy(n) = [ pla)de ()

n—-+o0o
u

(ii) Soit p € N* et n € N*. Comme on a 'union disjointe

peSierafoforr <)o

0< f(n) = fy(n) =P({u+p< jﬁ})

Onas, = Z X; ou les X; sont indépendantes et admettent un moment d’ordre 2 car bornées.
i=1

Ainsi on a

n n

OnaE(S,) =) EX)=0et V(S,)=> V(X;) =) (EX;)-EX)?) =) (1-0)=n
i=1 1=1

AmsiE( 52 coer v (S 2 V) _ = pam
() ren(3)- 28

On choisit pg = 1+ || —u]| et on suppose que p > po de sorte que u + p > 0.

Comme {u +p < \S/%} C {u +p < ‘\S/% —E (\S/%) ’}, en appliquant Bienaymé-Tchebychev, on a

F(lerre i) <

Vp = po, Yn € N, |f(n) — fp(n)] <

On a donc montré )

(u+p)?

Or on a ) o 0 (majorant indépendant de n).

. . . . 4 *
Ainsi la suite (fp) ey« converge uniformément vers f sur N*.

Avec (i) et (ii), le théoréme de la double limite s’applique ce qui nous donne l'existence des membres et 1’égalité :

i ) = B B A = e B ()

Etape 3(a) : on peut conclure

lim_P <{u < S?;}) = lim_ pgp(x) do = 710(95) do = 70@(:6) do — /u o(z) da

Cest A dire ;| lim P ({u <

}) =1— ®(u) | en utilisant Q9.
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) Sn
Etape 1(b) : On montre P ({\/ﬁ = u}) P 0.

X w
Soit € > 0. L’application X — / @ étant continue sur R nous fournit w > u tel que 0 < / p < e/2.
U u
w

. S . .
D’apreés ce qui précéde on a P ({u < \/—TL < w}) oy @ ce qui nous fournit Ny tel que
n

n—-+4o0o u

S S
Vn > No, 0<]P’<{\/%:u}> <P<{u<\/%<w}> <e/2+¢/2=¢
ce qui prouve le résultat annoncé.
Etape 2(b) : On montre que Yn € N*, S,, ~ —S,, (loi symétrique).
Soit n € N*. On remarque que Vi € [1,n], X; ~ —X;.

Or les X; (1 < i < n) sont mutuellement indépendantes, il en est donc de méme pour les —X; selon le lemme
des coalitions.

Ainsi la distribution de probabilités du vecteurs (Xy, ..., X,) est le produit de celles des X; et il en est de méme
pour les —X;. Par conséquent, on a

(Xpyo oy Xp) ~ (X400, —X5)

n
En utilisant la fonction (x1,...,2,) — Zﬂ%, on obtient :
i=1

n

=1

=1

Etape 3(b) : On montre 'existence des membres et I’égalité

e ({o< 2 = [owar—L= [ wwrar— i r ({22 <0})
0

+00 +00 1 0
Selon Q9, on a / o(z)dx = 1. Ainsi par parité de ¢, on a : / p(r)de = 5= / o(z) dx
—00 0 —00

Selon Iétape 2b : on a P <{0 < ;}) —p ({jﬁ < o}>
or on ap({o < jﬁ}) P ({S < o}) —P(Q) + P ({jﬁ :o}> done
(R (D) RE(E )

Selon I’étape 1b, on a le résultat voulu, par passage a la limite.

3

3
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+oo
Sn

D : < — .
Etape 4(b) : On montre P <{u ﬁ}) — / o(x)dx

Premier cas : on suppose v > 0. On a

() RS R ) RE(CR)

Par passage a la limite et & ’aide de ce qui précéde on a

(T p— /<> /<>

On conclut & I'aide de Chasles, pour ce cas.
Deuxiéme cas : on suppose u < 0. On a

e o(oe5]) - ({oe S f) o (fo< )+ (3

Par passage a la limite et en utilisant Chasles, on établit le résultat pour cet autre cas.

Etape 5(b) : La conclusion. A I'aide de Q9, on sait que

+oo o0 u
/cp(ac)da:: /gp(a:)dx—/go(a:)dx

Selon I’étape 4b, on a donc bien Egl_l P <{u < Sn}) =1—®(u)
III.B — Critére de tension
Q 32. Soit > 0. Soit n € N*. On a {|S,| > zy/n} = {x < \S/Z} U {—m >
n
Comme en 31, on peut montrer que Vu € R, lim P <{u > Sn}) =1— ®(u). Ainsi
n—+oo \/ﬁ

P ({ISn| = 2v/n}) P 2(1 - @(z))

} (union disjointe).

S

En utilisant Q12, on obtient 22%(1 — ®(x)) —— 0.

r—r-+00

Ce qui nous fournit 2o > 1 tel que Vo > xq, |222(1 — <I>(a:))| < g/2.

Soit > xg. On a
2°P ({|Sn] = zv/n}) — 222(1 — ®(z))

ce qui nous fournit n, € N tel que

Vn = ng, ‘ZCQP ({ISn| = 2v/n}) — 22%(1 — P(x))| <e/2

On a bien lexistence de |n, € N tel que Vn > n,, 2P ({|S,| = zv/n}) < e

Page 16/17



MP 2023 Un corrigé de Mathématiques 2

Centrale

Q 33. On adonc Vm > n,, 2°P({|Sn| = zy/m}) <
On a x/n > 0 et par mutuelle indépendance des XZ, la sous-partie IC s’applique et on a :

P ({ max [S,] > 3x\f}> <3 max P ({181 > 2v7})

1<p<n
Soit p € [1,n]. Il s’agit d’établir que 2°P ({|S,| = zv/n}) < ¢
Premier cas : si p > n, alors la question 32 s’applique et on a
2
P({ISpl = z\/p}) < ¢

Comme {[Sp| = zy/n} C {|Sp| = z\/p}, on a bien le résultat voulu.

Deuxiéme cas : si p < ng, on applique 'inégalité de Jules-Irénée et Pafnouti & S
Comme les X; sont dans L2, alors il en est de méme pour S,. On a E(S ZIE
P P
et par indépendance des X;, on a V(S,) = ZV(XZ-) = Z (E(X?) - E(Xy)?) = p.
i=1

i=1
Comme z/n > 0, on a

P ({[S,] > wvn}) =P ({|S, — E(S,)| > 2v/n}) < <;>:p

Onal<p<n; <nedonc

‘ 3

P ({ISp| = 2v/n}) <

Conclusion : On a bien établi le résultat voulu pour tout p € [[1

2P ({ max [S,| > S:Cf}>
1<p<n

|:1:

. Ce qui permet de conclure que

eoeoe[INeoeoeo
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