1. 1) On raisonne par récurrence sur le nombre k de dérivations. La propriété est vraie pour k =0 (avec Pp = Qp =1 ), et

si elle est vraie pour k , alors une dérivation supplémentaitre donne :

d*1e, 2z Py(x) Po(@)\"\ 1/
dm’“+10:(FQZ(w)+(QZ(x))>e "

e+1(2)

. . P /2 . . _1/22
qui est bien de la forme W.e /2= Or, par croissances comparées, z%e~1/*
k+1

— 0 quand « — 0 , donc, comme

une fraction rationnelle équivaut en £ = 0 a un terme de la forme a.z® , on a que toutes les dérivées k-iemes de ¢q
admettent une limite nulle quand z — 0" , donc aussi quand x — 0 . Par le théoréme limite de la dérivée appliqué

k
indéfiniment, on en déduit que ¢g est indéfiniment dérivable en 0 (et avec %(0) = 0. Par ailleurs, par quotient et
x

composées de fonction C'™ | ¢y est C*° sur Rj_ , et étant clairement sur R* | ¢g est bien C° sur R tout entier.

1. 2) La fonction h(x) = ¢o(x)Po(1 — ) est C° par produit de fonctions C° | elle est nulle en dehors de [0, 1] puisqu’a

1. 3)
1. 3.a)

1. 3.b)

1. 3.¢)

chaque fois un des deux facteurs du produit est nul.

Par composition de fonctions C* , la fonction 94 p(x) = h(% — g) est C* sur R et convient.

Un petit schéma, éclaire la situation :

0 1 2 3

3}4 8/3 X

Sion a % < 279z] < % , alors d'une part 27972|z| < % < % , d’ott 9(279z) = 0 pour ¢’ > ¢ + 2; d’autre part,

2792z > 3 > 38; , d’ou 1/1(2*‘1'x) =0 pour ¢’ < ¢ —2 . On a bien seulement deux termes non nuls au plus dans la
somme Z¢(2_q|x|) .

q=20
Si maintenant |z| > % , il y a effectivement deux termes consécutifs non nuls dans la somme ci-dessus, par exemple
#(279x|) et p(27971|x]) . Notons y = 279]z| . On a alors :

o omaly Y (y) Y(y/2)
2 ) = ) T I T T P T
et la somme fait 1 car ¢¥(y/4) =0 =¢(2y) .

Remarquons que ¢ est C* sur |3/8,16/3[ comme quotient de fonctions C*° car le dénominateur, ayant trois termes
consécutifs > 0 dont un au moins > 0 , ne s’annule pas sur cet intervalle. Comme ¢ = 1) = 0 en dehors du segment
[3/4,8/3] C]3/8,16/3[, on a bien que ¢ est C* sur R .

o0

Soit s(z) = Z ¢(279x|) . Tous les termes de la somme s sont nuls pour |z| < 3/4 , et on a vu que la somme vaut 1
q=0

pour |z| > 3/2 . De plus, comme au voisinage de tout point, seulement deux termes au plus de la somme sont non
nuls, s est C*° sur R comme somme finie de fonction C* . On compléte alors s par la fonction x , paire, valant
1 —s(z) pour 0 < |z| <2, et 0 pour z > 2, suivant le schéma ci-dessous :

y

o

On utilise un lemme : si deux nombres réels a et b ont pour somme 1 , alors a2+ >1 /2.

_1-



somme 1, on a bien I'inégalité
o0

X(@)* +) 6727 al) >

q=0

N~

De plus, sur le compact [—2, 2] , la somme dese carrés ci-dessus est une fonction continue qui atteint son minimum en un
point, et ce minimum ne peut donc pas étre nul, sinon tous les termes seraient nuls ce qui contredirait x(z)+s(z) = 1.

NB : a quoi sert cette question ? 7 ?

1. 4) La fonction £ +— F(§) = \/% / e~y (x) dzx est continue, car il s’agit d’une intégrale & parametre sur un intervalle
™ JR

J compact (le support de u ), 'intégrande (x, &) — e~ #*¢u(x) étant continue des deux variables sur J x R et dominée
pour tout £ par la fonction constante ||ul|s , intégrable sur J . On en déduit que les fonctions £ — ¢(2¢|¢|)Fu (&) et
& — x(6)F. (&) sont continues et & support compact sur R . Or on a le lemme suivant :

Si u est une fonction continue & support compact, S, est C*° sur R .

En effet, on a encore un intégrale a parametre sur un compact, et on peut dériver indéfiniment sous le signe / , en

k A

dominant toujours les intégrandes par des constantes : ﬁ(é’u) = / i)k e u(z) da .
€ R

On en conclut que les fonction Aju et A_ju sont C> sur R .

1. 5) Appelons K,, un intervalle compact contenant le support de v , K; = 29K un intervalle compact contenant le support
de & — ¢(279|¢]) . On peut appliquer le théoréme de Fubini sur les intégrales doubles, car il s’agit en fait d’intégrales
doubles sur un pavé K, x K :

Agu(r) = %/K e p(279€) (/K e "u(t) dt) d¢
1

J— i(z—t) —
21 . </K€ fo(2 qIfI)d£> u(t) dt
=cqfd. (3)

1. 6) Le caractere C™ de hqy a déja été vu (lemme du 1.4). Comme ¢(279€) est & support compact, |hq| est majorée sur
R par 217/ |9(279€)| d¢ . De plus, toujours parce que ¢ , donc aussi ¢’ , ¢” | sont & support compact, on a, par
R

intégration par parties et pour A > 0 suffisamment grand :

A A
/ ¢/(2_(1€)eim§ d¢ = —24 [¢(2—q€)eim§:| +2f1/ i§¢(2—q§)€im§ ¢,
R _A A
=0

d’ott on voit que zhy(x) = —i2_q/ ¢ (279€)e™  de et de méme 22hy(z) = —2_2‘1/ #"(279€)e™™ d¢ ; comme
R R

ci-dessus, ces fonctions sont donc bornées sur R .
(On en déduit en particulier que hg est un O(—lg) en +oo , donc est intégrable sur R .)
x

Notons ¢, la fonction z +— ¢(27%|z|) . ¢, est dans L? N L1 (R) , donc, (2) s’applique, or :

1

h
! V2w

Soq

donc / he(z) dz = (FS¢q)(0) = ¢4(0) = 0 (par définition de ¢ ).
R

Comme ¢g11(z) = ¢q(z/2) , le changement de variable u = /2 donne :

1

hon(2) = 5- /R 25 ()X du = 2hy(22) |

donc,/|hq+1(a:)|dx:/ |hq(2x)|2da::/ Iy ()| du .
R R R
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1. 8) Par 1.6 Cy = / |hg| , indépendant de g , convient pour la premiere inégalité. Mais Aju’ a la méme expression que
R

Agu sauf qu’on met h:l a la place de hg(dérivation sous le signe | sur un compact), et, dérivation sour le signe [
toujours, et changement de variables u = 279 :

1 A
m(e) = 5= [ i€0,(€)e de

49 -
=50 i€p(€)e™ 4% dg
R

= 491/ (292)
Il s’ensuit que / |hy (2)] dz = 2‘1/ |} (292)|29dz = 2(1/ |y (u)| du . Donc, la deuxieme inégalité est satisfaite avec
R R R

C, = / |h(u)] du , et les deux inégalités avec C' = Max(Cp, C1) .
R

Partie I1

2.1) La positivité et la définie-positivité sont évidentes, I’homogénéité résulte de la propriété générale Sup |\v(z)| =
zEA
[A| Sup |v(2)| (se montre par double inégalité), montrons donc juste I'inégalité triangulaire. Celle-ci est vraie pour
z€EA
Il , €t, pour toutes fonction w et v , on a, par inégalité triangulaire dans R :

uly) +oly) —u(z) —v(@)| _ |uly) —u(@)| |vly) —o)]

V(r,y) eR? 2 <y=

ly — | Sy gl ly — |
U +v —ulx) —v(x u —u(x v —v(T
_ July) +v(y) ((1) ()| <Sup| (v) £)|+Sup| () ((l)l 7
ly — = e<y |y — x| e<y |y — 7
donc comme le sup est plus petit que tout majorant, on en déduit bien I'inégalité triangulaire sur la norme indiquée.
Complétude : On sait que C° est complet pour la norme || . || . Or une suite de Cauchy pour la norme || . ||¢o.a
est a fortiori une suite de Cauchy pour la norme || . ||oo . Soit (u,) une telle suite de Cauchy. On a donc déja que uy,

converge (simplement et uniformément) vers une limite v continue. Mais de plus, pour tout € > 0 , & partir du rang
nog ouVp =0 ||uptp — Un|lco.e < e, on a a fortiori :

[Untp(Y) = un(y) — Untp(®) + un(z)|

V(z,y) eR? 2 <y=>Vp=>0 -
ly —

<e€

en faisant tendre p vers +oo dans cette derniere inégalité, on en déduit

[u(y) — un(y) — v(z) + un(2)|
ly — x|*

N
™

V(z,y) eR? z<y=>

puis (sup inférieur au majorant)

[0(y) = un(y) — v(z) + un ()]

Sup <e (Vn>=ng).

<y |y - x|a
On a donc bien que u,, — v au sens de la norme || .|[co.« , cqfd.
2.2) Notation : on note désormais ||u||o = Sup M .
e<y |z =y

Par ajout de —u(z)v(y) + v(y)u(x) au numérateur, on a pour tout couple z < y :
|(uv)(y) — (uv)(2)| v(y) = v(@)| |uly) — u(z)]
|z —yl|® |z —yl|® |z —y|*
< lulloollvlla + [[olloollulla

N

[[ullo + [[vlloo
d’ou, puique le sup est inférieur au majorant,

[uv]lgoe < flullocl[vlloo + [[wflool[vlla + [|v]loo|[]la

< lulloollvlloe + f[vllooflufl co

Ainsi, la constante C' = 1 convient.



est dans C%! puisqu’alors sa dérivée est bornée et on utilise le théoréme des accroissements finis.

L’inclusion inverse C%! C C! est fausse, on peut trouver des contre-exemples oi1 la fonction admet des points anguleux.
Par exemple, u : z +— e~ 17l est dans C%' (avec ||u||cor = 2 ) mais n’est pas C! .

|U(| y) — u(x)

2.4) A z fixé dans R et pour tout y # = on a — | < Jullgo.e , d’out

Mé”uﬂco.ax—y _.0 .

|Oz—1
|z =yl vy

Donc u est dérivable en tout point et a dérivée nulle, donc est constante. La réciproque est immédiate.

2.5) Dans les formules (3) et (4) , l'intégrabilité des fonctions h et g demeurent (elles sont définies de la méme fagon),
donc, puisque u est une fonction bornée les intégrales définissant Aju existent et donnent de fonction bornées sur R

(respectivement par ||u||oo/ |hg| et ||u||oo/ lgl -
R R
Pour ¢ > 0, la formule (5) Aju(x) = / (u(y) — u(x))hg(z — y) dy vient de I'égalité / hg(z —y)dy = 0 vue en 1.6.
R R
x h( )

La fonction « — z*h(z) = est intégrable en +oo puisque 2 — a > 1 et que |z2h(z)| est bornée (1.6 toujours),

d’autre part on a la majoration |u( ) — uw(@)] < lufla-]z — y|* < ||ullcoa|z — y|* , et donc (5) donne finalement :
Vgz0 [[Agulle < ||U||CO~a/R|w|a|h($)|dff -

Or, on a vu que hgqi1(z) = 2hy(2z) , on a donc immédiatement (faire le changement de variables u = 2z ) que

|x|“|hg(x)| do est une constante M indépendante de ¢ . On a donc finalement établi une majoration du type

Vg=20 279 Agulleo < |lullgoaM

et il suffit d’ajuster la constante M pour qu’elle soit aussi valable pour ¢ = —1 (puisque A_ju est bornée).

2.6)

2.6.1) Il y a convergence normale de la série définissant R,u , puisqu’on a une majoration de la forme [|Aqull < (25)q ,

terme général d’une série géométrique convergente (2¢ > 1 ). Les fonctions Agju étant continues, Ryu est donc bien
continue et bornée sur R .

2.6.2) Par linéarité de l'intégrale, on a

Spu=S(((&) + Y ¢4(&) Fu(©))
q=0

p—1
Or, par (2) , puisque la somme finie x(§) + Z ¢q(€) est a support compact, on a FSpu = x(§) + Zgéq(f)}'u , et
q=0
comme par (1) F conserve la norme || .||z , on a :
I1Spu — ull2 = || FSpu — Full2 = || —|—Z¢q .7:u||2
On sait par 1.3b) que la fonction h(&) )+ Z ¢q(€) — 1 tend (simplement) vers 0 quand p — oo . Mais on

supposera ici de plus que h est construit comme dans 1.3 a partir d’une fonction ¢ > 0 , d’oit d’'une part 0 < h < 1,
et d’autre part h = 0 sur [—3.217*2, 3.2p*2] (en effet, les termes ¢q(x) sont nuls pour ¢ > p lorsque = est dans cet
intervalle, et donc la somme infinie de somme 1 est alors en fait une somme finie jusqu’a p — 1 ). On en déduit la
majoration

2 2
||h(£)}"u(€)||2</|€|>3'2p2|J-'u(§)| € — 0,

_4_



VI a vu que la Serie des AQgu convergeall norimalement sur K-, donc on peut delnir la fonction v-=— > = 2qu ,
q=-1
continue sur R . Soit A > 0 quelconque. Comme il y a convergence uniforme de S,u vers v sur [—A, A] (et donc aussi

A A
de |Spu — u|? vers [v — u|? ), on a que / |S,u(z) —u(x)]? de — / |v(z) — u(x)|? dz quand p — oo . Mais puisque
—_A —A

A

|Spu — ul|3 — 0, on a a fortiori / |S,u(x) — u(x)|* dz — 0 quand p — oo . Par unicité d’une limite, on en déduit
A

A
que pour tout A >0 / lv(z) —u(z)|* = 0. On a donc v = u sur R et la convergence de S,u vers u est aussi
—-A

ponctuelle.
2.6.3) Par changement de variables £ = 2% , on obtient hy(z) = 27ho(29%) , d’out

Aqu(z) = /R 20h(29(x — y))uly) dy = (Aouy) (212) |

ol on a posé ug(y) = u(27%) . On a alors (Aqu)/(x) =24 (Aouq)/(2‘1x) , donc il suffit de montrer que

est majoré indépendemment de ¢ .

Appelons T'(x) une fonction C* & support compact valant x sur [—3,3] par exemple (qui contient le support de
d(Jz]) ). Comme T est C™ | on voit par des intégrations par parties que la transformée de Fourier inverse ST est a
décroissance rapide en +oo (i.e. est un o(x’”) pour tout n € N ), et donc en particulier elle est dans L!(R) et on peut
appliquer a T' la formule d’inversion (2) FST = T . Pour alléger les notations, notons v(s) la fonction ¢(|s|)Fy(s) -
On a alors d’une part :

Apu(z) = /Rv(s)eism ds = /3 v(s)e™ " ds

-3

et d’autre part, en utilisant (2) et Fubini :

(Agu) (x) = /3 isv(s)e™* ds = /3 iT(s)v(s)e™* ds

-3 -3

3 e’
T=r£8T / iv(s) (/ STe~ s dt) €% ds
3 e’}

o 3 4
Fubini z/ ST(t) (/ v(s)e®=t)s ds) dt
R -3
= z/ ST(t)Aou(z —t)dt .
R
(Fubini est justifié par le fait que, comme on l’a remarqué, la fonction (s,t) — |v(s)||ST(t)| est intégrable sur
[-3,3] xR ).
On voit ainsi que |[(Aou)||co < K.||(Aow) ||oo , ot K = ||ST||1 = / |ST(t)| dt est une constante indépendante de w ,
R

cqfd.

2.6.4) On a supposé une majoration de la forme ||Aqulloo < ?% , donc on déduit de ci-dessus ||(Aqu) [|oo < CoK210—9)
Donc, somme de dérivées et inégalité triangulaire,

p—1
1(Spu)'[| < CoK > (247"

qg=-—1
2p(1—a) _ 204—1
<Ok ——r——
0% alma
CoK Ca
< ﬁ?(l ), cqfd.

2.6.5) On applique la formule des accroissements finis : |Spu(z) — Spu(y)| < ||(Spw)||o-|z — y| . Donc, comme par 2.6.2,
u(z) — uly) = Spu(z) — Spu(y) + Ryu(z) — Rpu(y) , on a bien par inégalité triangulaire :

u(z) — u(y)] < [(Spw) lloo-lz =yl + 2] Rpulloo -

-5



1
PE—— - K12—O£p .

0 1 Ca
1Bpulloe < K Y sam = K27 x —

a=p
Donc, en utilisant ’inégalité de la question précédente,

|u(z) — u(y)]

|z —y[*

- 2K
<a(Pl-yl)
(2%]2 — yl)
< Cy.2P|x — y| + 2K,

S (2P —y))"”

A z fixé, on peut, pour tout y # x tel que |y — 2| < 1, choisir un p dépendant de y tel que 1 < 2P|z —y| < 2, ce
qui donne W < 2C1 + 2K, , constante indépendante de x et de y . Comme lorsque |z — y| > 1 on peut
u(z) — u(y)|

T la constante 2||ul|o , on a finalement que u est bien dans C%« .

majorer

Partie 111

3. 1) Vu qu'on a l'’hypotheése Sup 29]|Aqul|e < 00 , on peut répéter dans le cas o = 1 les raisonnements des questions 2.6.1
qz—
et 2.6.2, donc on a u = Spu + Ryu avec Spu de classe C* . On utilise cette égalité aux points (z + y), (x — y) et x ,
ainsi que I'inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre 2 :

V(z,y) € R?

)

2

Syl +y) = (Syuz) +y.5,u (@) | < B 1Syl
2

(@)] < G150l

‘Spu(x —y) — (Spu(a:) —y.Spu/

d’ou en faisant la somme membre & membre et par inégalité triangulaire,

Syl + ) + Syl — y) = 28,u(@)| < v 15"

Comme avant, la série A ul|oo converge car majorée par une série géométrique, et sa somme majore ||R,ulloo -
9 q bl P

q=2p
Finalement, par inégalité triangulaire, on obtient bien I'inégalité désirée :

(6) |u@+y) +u( —y) + ~2u(@)| < YIS0l + 43 1840l

qzp

On traduit 'hypothese sur les [|Aqu|loo par [[Agufleo < % , et on utilise une inégalité analogue & celle obtenue en

2.6.3 (démonstration identique sauf qu’elle utilise cette fois-ci une fonction U(x) C* A support compact valant x?
sur [—3,3] ). On obtient :
[(Aqu)"[loo < Cod?||Aqullos < CoK27 .

L’inégalité (6) précédente donne alors :

,2F — 271 2P
u(w+y) + ula — y) - 2u(e)| < K[Co S +4— ]
8
< K(Coy22p + ?)

A z fixé, pour tout y suffisamment petit on peut choisir un p dépendant de y tel que CodPy? — 61/Coly|2P +8 <0 .
En effet, en posant X = /Cy2P|y| , on a que le polynome X2 —6X +8 = (X —2)(X —4) est négatif pour 2 < X < 4,
or on peut toujours trouver une puissance de 2 tel que 2P x /Cyly| soit dans cet intervalle si v/Cply| < 1 . Dot la
majoration pour tout x fixé et pour tout y :

: 1
-8yl < ——, Ju(z+y) +ulz —y) — 2u(x)| < 6KvColyl;
bl < o+ [ ) + ule —y) — 2u(o)] < 6KV Toly
-si fylvVCo > 1,

u(e +y) + ule - y) - 2u(x)| < 4ullowy/Coly| -

-6 -



Agula) = 1 /]R (u( + ) + ulz — y) — 2u(@)) ho(y) dy -

En effet, hy est paire (car § — ¢(2_q|§|) lest) et d’intégrale nulle, donc on peut écrire :

—amy /R (u(x — v) — u(z)) hy(v) dv

V———v

/R(u(x +v) — u(@)) hg(v) dv

D’ou, avec 3.1) : |Agu(z)] < g—/ lyl|hq(y)|dy . Appelons w, I'intégrale de droite de cette derniére inégalité; on a ,
R
par hqt1(y) = 2hg(2y) ,

1
wper = [ Jollhass @)l dy = [ [20h4(20)|dy = G,
R R

d’olt 29w, est constant, et finalement ||29A,u/|oo est borné indépendemment de q .
En conclusion, si u , continue & support compact, vérifie I'inégalité

V(e,y € R Ju(+y) +ule —y) - 2u(@) <Clyl

alors u € C! .

3.3) On prend la méme méthode qen 2.6, sauf quici, puisque a = 1, on a |[(Syu)'lle < C1 x p . On en déduit, pour
tout x,y :
|u($) - U(y)\ <Cilz—y| xp+ K277 .

Pour chaque y # z tel que |x —y| < 1, on choisit p dépendant de y tel que |z —y| < 277 < 2|z — y| , dou
p<—Inlx—y|,etona:
[u(@) = u(y)] < =Cilz —y|In|z —y| + 2K:|z — y|
< C|x—y|(1 —ln|x—y|) ,
ot on prend C' = Max(2K4,C1) . D’ou cqfd puisque le cas x = y est trivial.

3.4) e Siwuest C! & support compact, alors par le théoréme des accroissements finis,
|u(z +y) + ulz —y) — 2u(z)| < 2/|u'|«lyl |

et par 3.2) on conclut que u € C! . Donc C! C O} pour les fonctions & support compact.

e L’inclusion réciproque est fausse. En effet, toute fonction u continue & support compact et C/2-lipschitzienne vérifie
l'inégalité du 3.1) donc, par 3.2), est dans C} . Pourtant elle n’est pas nécessairement C! (C! par morceaux suffit
par exemple. .. ) m



