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Concours X-ENS 2019 M. Bourr igan

Mathématiques C : élements de correction

I. Convergence faible

Soit (v,),oy € H' et v, € H tels que v, vetv, w.

n——+00 n——+00

On a alors en particulier (v, |v —w) —— (v|]v —w) et (v, |v — W) —— (w|v — ).
n—+oo n——+00

Par unicité de la limite (usuelle, dans R), on en déduit (v|v —w) = (w|v — w), donc
o —wlf = (o —wlo —w) =0

par bilinéarité, d’ou l'on tire v —w =0 et v = w.
Soit (v,),cn € H' et v € H tels que v, — Soit z € H.
On a d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

—o|[l=l,

(v, —2l2)| <|lv,

éo

n—+o00

d’ou ’on tire (v, —v|z) —— 0, et (v, |2) —— (v|z).

n——+00 n——+00

Cela montre v, 0.

n—-+o0o
vet||v || —— ||v]|- On aalors
n——+00

Supposons v,
n—+

2, — 2l =ll2,|I* = 2(v,[v) + 2]
—— IPIP =2{olv) + Il =0,

donc ||v, — v|| —— 0 par continuité de la fonction /-, donc v, —— 0.
n—+00 n—+00

Supposons H de dimension finie. Il suffit de montrer que la convergence faible entraine la conver-
gence forte, grace a la question (I.2). Soit donc (v,), .y € H" et v € H tels que v, .

n——+0o0
Soit (ey,...,e,) une base orthonormée de H.

Onaalors Vie[1,7],(v,le;) — (vle.), donc

r

.
Uy = Z (v,le;)e; otoo Z (v]e;)e; =,

ce qui conclut.
Soit M e R tel que V7 €N, ||v, || < M. On a alors, d’apres 'inégalité triangulaire,

(vlw) = (v,]w,)| < [{v]w) = (v, |@)] + (v, |w) = (v,]w,)]-

o, (o]w) — (v, |w) —— 0.

n——+00 n—-+o00

— D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

— Comme v,

(v,lw) = (v,|w,)| ={v,|lw—w,)]
SM|lw—w,||

— 0.
n—+0oo

1. mailto:maxime.bourrigan@gmail.com


mailto:maxime.bourrigan@gmail.com

(6.2)

(6.b)

(M

@)

Cela entraine (v, |w,) — (v|w).

1
— On a clairement, pour tout z €N, ||c, || = \J f cos?(nt)dt < 1.
0

— Soit z € H. On a alors, pour tout 7 € N,
1
(c,|z) :J cos(nt)z(t)dt
0
. 1 1 .
:[sm(nt)z(t)] _J sm(nt)z,(t)dt
t=0 0

n n

donc (¢, |2)| < % <|z(1>| + fol IZ’|>,

ce qui montre {c,|z) — 0, et donc ¢, " 0.
On a, pour tout 7 € N7,
1
(cn|cn):f cos’(nt)dt
0
1 1
:—<1—|—J cos(2nt)dt>
2 0
1 N 1 [sin(2nt)]1
2 2L 1
done (e,le)=5+ 0 (5)
onc (c,|c,)== -,
nion 2 n—+00 \ 172

ce qui entraine que la suite ((c,|c,)),cy converge vers 1/2 et donc (par unicité de la limite) qu’elle ne
converge pas vers 0.

II. Lespace S(R?)

(Jomets les suffixes —; C dans les noms des différents espaces fonctionnels et ne préciserai le codomaine
que quand il sera R.)

Soit ty € Ret ¢ : s — f(t,,5). Puisque f est lisse, toutes ses dérivées partielles existent, donc en
particulier toutes les dérivées de ¢ existent, ce qui montre ¢ € C*(R) (et on a alors I’appartenance
VreN, o s dO (1 5)).

Soit n € Net p : R — C une application polynomiale.

L'application P: (¢,s5) — p(s) est alors polynomiale et 'on a

Vs €R,(p o™)(s) =Pty 5)3 " f (15, 5),

donc le caractére borné de P 3©" f (qui provient de ’hypothése f € 8(IR?)) entraine le caractére
borné de p ™.

Cela démontre ¢ € 8(R).

Naturellement, on procéde de méme pour la fonction ¢ : £ — f(¢,s;), pour un certain s, € R.

R
Soit}/:{ - C

)
t—e .
— Lafonction y est lisse par opérations.
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(4)

— La fonction y ne s’annule clairement en aucun point.

— Par croissance comparée, on a y(x) = o (x™7), pour tout j € N. Cela entraine que, quel
X—>1 00

que soit j €N, la fonction x — x’y(x) est bornée au voisinage de £ 00, c’est-a-dire hors d’un
certain segment. D’apres le théoreme des bornes atteintes, puisqu’elle est continue, elle est
également bornée sur tout segment, et donc sur R tout entier.

Par combinaison linéaire, le produit p y est donc bornée pour toute fonction polynomiale
p:R—-C.

— Par une récurrence immédiate, il existe une suite (g, ), de fonctions polynomiales telle que,

neN
quel que soit 7 €N, ¥ =g . Le point précédent entraine donc que p ™ est bornée pour

toute fonction polynomiale p : R — C, ce qui acheve la preuve du fait que y € 8(R).
Commengons par quelques remarques générales.
— Déja, le lemme de Schwarz entraine que les endomorphismes J, et d, commutent, et que, quels
que soient 7, m €N et f € C®(R), ™™ f = (3 0 &")(f).

— Ensuite, si f (resp. g) est une fonction dérivable, alors / ® g est dérivable par rapport a la
premiere (resp. deuxieme) variable, et

Jfe®g)=f®g (resp. (f ®g)=f ®g").

— Par une récurrence immeédiate, cela montre quessi f et g sont lisses, toutes les dérivées partielles
de f ® g existent, donc cette fonction est lisse et on a

Vn,meN, 0" (feg)=f"®gm.

— Si b, et b, sont deux fonctions bornées, il en va clairement de méme de b, ® b,.

— Etant donné quatre fonctions f, g, b,, b,, on a clairement I’égalité

(f ®&)h ®h,)=(fh)®(gh))-

— Par ailleurs, on observe directement

e qu’étant donné deux fonctions polynomiales p,, p, : R — C, la fonction p, ® p, est
polynomiale;
. C . . .
e que toute fonction polynomiale s’écrit comme combinaison linéaire de fonctions de la
forme précédente, voire méme de fonctions de la forme 7, ® 7, ou I’on note (et ce jusqu’a
la fin du sujet), pour tout k €N, 7, : t — t*.

On peut maintenant procéder a la preuve. Soit f, g € 8(R).

La troisiéme remarque montre déja /' ® g € C*(R).

Soit maintenant k,¢,n,m € N. Comme [, g € 8(R), les fonctions ﬂkf(”) et ﬂgg(m) sont bornées.
Il en va donc de méme de

(7, f )@ (") = (m @ ) (" @ g) = (m, @ 7).

Par combinaison linéaire, on en déduit (grice 4 la derniére remarque) que P 3™)(f ® g) est bor-
née, quels que soient 72,7 € N et P : R* — C polynomiale, ce qui achéve la preuve de I'appartenance
f®g s8R

Soit £ € V. Déja, f € C™(R?).

Soit k,{,n,m € N. On a (1, ® 7r,)d""™ f = (Mll€ oM{odo 3" )(f), donc cette fonction ap-
partient a V et, partant, est bornée.

Par combinaison linéaire, on en déduit (comme 2 la question précédente) que P 3™ f est bornée

quels que soient 7,7, € Net P: R? — C, donc f € §(R?).
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(5) Soit 1= {hf |(h,f) € O(R?) x §(R*)} et V = Vect(II).
Il est déja clair que V est un sous-espace vectoriel de C*°(R?), et on va montrer qu’il vérifie
les hypotheses de la question précédente. On procede par étapes. Notons L*(R?) ensemble des
fonctions R? — C bornées.

— Soit h € O(R?) et f € §(R?).
Par définition, on peut trouver une fonction polynomiale P : R* — C* telle que b soit bornée.

On a alors

bf =2 0f)

donc hf € L*®(R?) en tant que produit de deux fonctions bornées (Pf € L*®(R) puisque
f €8(R?)).
On a montré I € L=(R?). Comme L*(IR?) est un sous-espace vectoriel de C¥', il s’ensuit
V = Vect(IT) C L®(R?).

— Soit h € O(R?), f € S(R?) et k € {1,2}. On a alors

Mk(bf) = Mk(b>f'

Comme ’énoncé admet que O(IR?) est stable sous M, il s’ensuit que M, (h) € O(R?), et donc
M, (hf)eIICV.

On amontré II € M, '[V]. Comme M, '[V] est un sous-espace vectoriel de C**(IR?), il s’ensuit
V = Vect(IT) € M, '[V], Cest-a-dire que V est stable sous M,

— Soit h € O(R?), f € §(R?) et k € {1,2}. On a alors
(bf)=3a(h) f+h(f)

Comme I’énoncé admet que O(R?) et §(R?) sont stables sous d, il s’ensuit les deux termes de
la somme sont éléments de IT, donc d,(hf) € V.

On amontré I1 € J'[V]. Comme J,'[V] est un sous-espace vectoriel de C*°(R?), il s’ensuit
V = Vect(IT) € 3 '[V], cest-a-dire que V est stable sous .

D’apres la question précédente, on a donc V C 8(R?). A fortiori, I1 C 8(R?), ce qui conclut.
(6) Soit (£,),cn € S(R*)Y convergeant simplement vers 0 et soit g € 8(R?) telle que I’on ait I’hypo-

thése de domination Y7 € N,|f,| < |g|- On va poser b = |g|. Comme §(R?) C Cfap(]Rz) et que ce

sous-espace vectoriel est manifestement stable par passage a la valeur absolue, ona b € Cfap(Rz).
On définit

R— C R— R,
Priy n—>J f.(tys)ds et ¢ ¢ -—>J h(t,s)ds.
R R

On va appliquer le theoreme de convergence dominée a la suite de fonctions (¢,,),,cn-

— Pour tout 7 €N, ¢, est continue (par morceaux), comme le préambule le rappelle.
— Montrons que (¢,,),,oy converge simplement vers 0 (évidemment continue par morceaux).
Soit ¢, € R. On va montrer que ¢, (t,) — 0 en appliquant le théoreme de convergence

domineée a la suite de fonctions (£, (¢,,)),,en-



e Pour tout 7 € N, f (¢,,) est continue (par morceaux) par opérations (puisque f, est
elle-méme continue).

e Le fait que (f,,), oy converge simplement vers O entralne en particulier que (£, (¢, "))
converge simplement vers 0 (évidemment continue par morceaux).

neN

e Quels que soient z €Nets € R, ona|f, (4,5)| < h(t,,s), donc on a la domination
Vn €N, |1, (t, )| < h(ty, ). (%)

La fonction h(to, -) est évidemment positive, et elle est intégrable d’aprés le préambule

(comme b € C}, (R?), ¢ est bien définie en particulier en ;).

D’apres le théoréme de convergence dominée,

@, (ty) = ff (t5,°) — O:O,

ce qui donne bien la convergence simple de (¢,,),,cx-

— La domination (X) et I'inégalité triangulaire donnée en préambule montrent que, quels que
soient 7 €Nett,€R,ona

| £
<[ 1w

< J h(ty,-) (par positivité de I'intégrale)
R
< o)

|¢n(t0)| -

Autrement dit, Yz €N, |p,| < ¢.

La fonction ¢ est positive par positivité de 'intégrale, et elle est intégrable d’apres le préam-
bule, car h € C°_(R?).

rap

D’apres le théoreme de convergence dominée,

J J%T’ °=0

III. Endomorphismes de S(R*) commutant avec les opérateurs
ak et M/e
(1.a) Supposons f(a) =0. Soit x #0. On a (comme f € §(R) C C'(R))

ce qui conclut.

_|_f f'(s)ds (th. fond. de I’analyse)

1 n=(s—a)/(x—a)
:(x—a)J flla+u(x—a))du, s=a+u(x—a)
0 ds=(x—a)du

et cette formule est également valable si x = a.



Posons donc

R— C
g xHLf’(a—i—u(x—a))du,

de telle sorte que Vx € R, f(x) = (x —a)g(x). Il reste a montrer que g € §(R).
La fonction
) {R x[0,1] — C
U () > flatu(x—a)

est lisse par opérations. A fortiori, les dérivées d/ u existent donc pour tout j € N, elles sont continues
par rapport a leur premiére variable et continues par morceaux et (donc) intégrables sur le segment
[0,1] par rapport a leur deuxiéme variable.

On a, pourtout j €N:

3l (x,u)— w! FUH(a + u(x—a)),

donc, quel que soit t € R, ‘31/ go(x,~)‘ < |[fY)|.,, cette norme uniforme étant bien définie car

1 €8(R), donc toutes les dérivées de f sont a décroissance rapide, et donc bornées.
Les constantes étant intégrables sur le segment [0, 1], on peut appliquer le théoréme de dérivation

sous le signe f (dans sa version C’) pour en déduire que g est de classe C/, et que

1
gV :x »—>f w FUY a4+ u(x —a))du.
0

Cela démontre déja g € C*(R).
Pour montrer que les dérivées de g sont a décroissance rapide, on va utiliser la formule

VxeR\{a},g(x)= i[(_xi

D’apres la formule de Leibniz, on a donc, pour tout 7 € N et tout x € R\ {a},

() () = (7, S 0(x)
£ )‘§<k>< yal 0,
Or,

— comme f € 8(R), quels que soient 7,7z € N et k € [0,7]), la fonction x — x/ f"*)(x) est
bornée sur R ;

o )

— donc, quels que soient 7,7 € N et k € [0,1], la fonction x — W est bornée sur
x—a
R\[a—1,a+1]
— donc, par combinaison linéaire, quels que soient j,7 € N, la fonction x — x’ g™ (x) est bornée
sur R\[a—1,a+1];
— dong, en vertu du théoréme des bornes atteintes appliqué aux dérivées de g, continues car g
est lisse, quels que soient 7,7 € N, la fonction x — x’ g")(x) est bornée sur R ;

— donc, par combinaison linéaire, quels que soient 7 € Net p : R — C polynomiale, la fonction
» g™ est bornée sur R,



(1.b)

(1.¢)

(1.d)

(1.e)

(2.a)

2.b)

(2.¢)

ce qui montre (enfin) que g € §(R).

La réciproque étant claire, la question précédente a montré que {f € S(R)| f(a) = 0} était pre-
cisément im <M—a idS(R)>, ou I’on a commis I’abus de notation consistant a continuer a noter M
’endomorphisme induit a §(R).

Comme Met L commutent, il en va de méme de M—a id g, et L, donc L stabilise im <M —a idS(R)>,
ce qui conclut.

La fonction f(a)g—g(a)f € 8(R) s’annule en a donc, d’apres la question précédente, il en va de
méme de

L(f(a)g —g(a)f)=f(a)L(g)—g(a)L(f),

ce qui conclut.

On réutilise la fonction y construite a la question (I1.2). On rappelle qu’elle ne s’annule en aucun
point de R. Soit ¢ = y~'L(y), qui appartient 3 C*°(R) par opérations.

Soit f € 8(R). D’apres la question précédente, pour touta € R, on a f(a)L(y)(a) = y(a)L(f )(a),
donc

L(f)a) =y(@) "' L(y)a)f (a) = $(a)f (a),

ce qui conclut.
On continue a utiliser la fonction ¢ introduite a la question précédente. Supposons que L et D
commutent. On a alors en particulier

D(Ly)=L(Dy) donc D(¢y)=¢y’
donc ¢y + ¢y =¢y’
donc gb/}/ =0

donc ¢'=0 (car y ne s’annule jamais),

ce qui montre que ¢ est une fonction constante, et conclut.
L'application w, est bien définie d’apres la question (II.1), et évidemment linéaire. Montrons
qu’elle est surjective. Soit g € §(R).

D’apreés la question (IL3), application g ® (y(a)'y) € 8(R?) et, quel que soit t €R, on a

—

ce qui montre u (g ® (y(a)"'y)) = g, et conclut.

Soit h € §(R). Soit f,g € u;'{h}. Onadonc f —g €keru, =imyv,.

Comme T commute avec M,, il commute également avec v, = M, —a id g, donc il stabilise son
image. Cela entraine que

T(f)—T(g)="T(f — g) € imy, = ker s,

c’est-a-dire que (¢, o T)(f) = (u, o T)(g), ce qui conclut.
On a, quel que soit f € §(R*) et t €R,

(2,0 )/ )(2)

(@ Nt,a)
(uf)(2)
(Do )(f)t)



et (u, oM)(f)(t)=M,f)(¢,a)
=t f(t,a)
= (Mo u, )(f)(¢),

ce qui montre les égalités u 0o d, =Doy, et u, oM, =Mop,.
Par ailleurs, la définition de L, se traduiten u, o T=L_ o u,. On aalors
(L,oD—DoL )ou,=L,0cDou,—DoL oy,
:Lﬂoluﬂoal—Do,uaOT
:luaoToal_luaoaloT
=u,0(Tod—3oT)
—0,
ce qui montre que im u, Cker(L, oD—DoL).
D’apres la question (II1.2.a), u, est surjective, donc cela donne directement LoD =DoL .

On procede exactement de la méme fagon pour montrer que L, et M commutent.
(2.d) D’apres la question (IIL.1), on peut trouver une fonction 3 : R — C telle que

VaeR,L, = f(a) idg -
On a donc, pour tous f € S(R*) et t €R:
T(f )t,a) = (1, 0 T )2)
= (L0 u)(f)(2)

= Ba)u,(f )t)
=B@)f (t,a

ce qui est la formule demandée, mais il reste a montrer que 8 € C*°(R). Pour cela, constatons que
pour tout y €R,on a

T(y ®y)(0,5)=y(0) B»)y(»)

T 0
donc B :y — (}/((?)—Y)(()’y) est lisse par opérations (T étant un endomorphisme de 8§(IR?), on a
rl)rly
T(y ® y) € $(R*) C C®(R?)).

Reste a montrer que [ est constante.

Remarquons que, T(y ®): (x,7) = 7(x) 5) y(»), done que
(o T)y®y):(x,9) = y(x) B»)y(»)+r(x)B0)Y'(»)

Pour tout y € R, la formule d, 0 T =T o d, donne donc en particulier

(A oT)y ®y)0,y)=(Tod)(y®y)0,y)
=T(y®y')(0,y)
donc  y(0)B')y(»)+y©0)B1»)y () =y©)B»)y (y)

donc y(0)8'(y)y(y)=0
donc ['(y)=0

-

car y ne s’annule jamais.
On en déduit que 8" =0, donc que [3 est constante, ce qui conclut : T est une homothétie.
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IV. La transformée de Fourier sur S(R?)

(1.a) Soit P : R* — C polynomiale. On a, pour tous s,z,t € R,

[P(2,)e ™ £ (2,5)| < Pt )£ (2,)

donc, quel que soit z € R, la fonction (z,s) — e ™% f(¢,s) est dans Cfap(Rz), ce qui montre (d’apres le
résultat admis en préambule) que son intégrale est bien définie et continue, c’est-a-dire la continuité
des applications partielles I'(z,, -), pour tout z, € R.

Par ailleurs, la fonction (z,s) — |s| |f(¢,s)| est dans Cfap(]Rz), donc, toujours d’apres le préam-
bule, la fonction

R — ]R+
AT JR'S' 1£(25)] ds

est bien définie et continue.
Pour tous z,, 2,, t;, , € R, on peut écrire

IT(f (225 1) = L(f Nz t)] S U W25 £5) =T (f 245 £)| + [T(F )25 1) = T(f )25 29| -
Or,

IT(f Nz 1) —T(f Nz 1)l = JR (e_iszl _e_iszz>f(s>t2)d5

< j ‘e—isz2 _e—isz1
R

< f |sz,—sz,||f(s,8,)| ds (@ — €'’ est 1-lipschitzienne, par I'TAF)
R

|f(s,8,)| ds (inég. tr. du préambule)

<l—al [ 111/ ds
R
Sd(ty) 1z, —zy) .-
On peut alors conclure : soit ¢ >0 et (z,,¢,) € R%.
Par continuité de I'(z,, ), on peut trouver & > 0 tel que
£

Veyelt,—38,t,+ S LIT(f )z, ty) —=T(f )z, 1)) < 7

Lapplication ¢ étant continue, le théoreme des bornes atteintes garantit que M = : max |4
t—38,1+0]

est bien défini.

On pose alors 7 = min <3, m> > 0.

Pour tout (z,,t,) € R? tel que max(|z, —z,|,|t, — t,|) < 7, on a alors d’aprés ce qui précede
3
T/ Nz 1) =L(f Nz 0] < (1) [2,— 2| + >

+

=

N
=
+
N | ™

N
>»

ce qui montre que I'(f) est continue.



(1.b) Soit f € 8(R?).
— On fixe t, € R et on pose

R’ — C
”@mewwmw

e Par opérations, # est lisse. En particulier :

x Pour tout z €R, u(z,-) est continue par morceaux.

s La dérivée partielle J,u est définie sur R?.

* Pour tout s €R, J,u(-,s) est continue.

* Pour tout z €R, J,u(z,-) est continue par morceaux.
e Pour tout z €R, #u(z,-) vérifie

(2, ) < |f (£5)] -
Or, f(ty,-) € 8(R) d’apres la question (II.1), donc |f(¢,,-)] € C°._(IR), ce qui entraine que

rap
u(z,-) est intégrable.

e Onadu:(z,5)——ise " f(ty,s). Ainsi, pour tout z € R,
|0 (2, ) < [s| |f (2:)]

qui est intégrable car f(z,,-) € Cfap(]R), donc s — |5’ | £ (£,, )| est bornée, et le critére de

Riemann s’applique.

D’apres le théoréme de dérivation sous le signe somme, z — f u(z,s)ds est donc de classe
R

C!, et sa dérivée est z — f du(z,s)ds, ce qui donne
R

@UW%#[—M“7%Q

R

=— f e %5 f(to,s)
R
=—1T(M,f )(2, t),
fonction bien définie car M, stabilise §(R?), donc M, f € §(IR?).
— On fixe z, € R et on pose
[ R - C
L (5) 0 5% f(z5).
e Par opérations, v est lisse. En particulier :
x Pour tout t € R, v(¢,-) est continue par morceaux.
x La dérivée partielle J,v est définie sur R?.
« Pour tout s €R, d,v(-,s) est continue.

* Pour tout z €, J,v(z,-) est continue par morceaux.
e Pour tout t €R, v(t,-) vérifie

(s, )< 1f (50l

qui est a croissance rapide, donc intégrable, comme on I’a déja utilisé, donc v(z,-) est
intégrable.
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(1.¢)

e Onadw:(t,s)—e %3 f(t,s). Ainsi, pour tout t €R,
g v(t, )< [af (¢,

Comme f € 8(R?), la fonction (t,s) — (1+s5%)3,f(t,s) est bornée, donc il existe une
C

1_|_52 est

constante C € R telle que, pour tout ¢ € R, on ait |J,v(¢,")| < @, 0u ¢ : s —

intégrable.

D’apres le théoréme de dérivation sous le signe somme, ¢ — f v(t,s)ds est donc de classe
R

C!, et sa dérivée est ¢ r—>J dv(t,s)ds, ce qui donne
R

AT e t)= | 3 (1)
R
=T(3f )z 1),
fonction bien définie car &, stabilise (R?), donc J,f € S(R?).

En résumé, on a montré que pour tout f € §(R?),
FI(f)=—iT(M,f) ct SI(f)=T(3,f).

Ces deux applications sont continues d’aprés la question précédente, donc I'(f) € C'(IR?).
Sia =(n,m),onnote |a| = n+m.Posons également, pourtout w € N,A_ = {a eEN?||a|= fw}
Pour tout w € N*, on note P(w) I’assertion

Yae A, ,Vf e8(R?),Ig € §(R?): I°T(f)=TI(g).

Montrons Yw € N*, P(w) par récurrence.

Initalisation. Soit @ € A . On a donc @ =(1,0) ou @ =(0,1). On a alors montré dans les deux cas
a la question précédente Y/ € §(R?),3g € §(R?): °T(f) =T(g), ce qui démontre P(1).
Heérédite. Soit w € N* tel que P(w).
Soit @ € A ;. Soit n,m € N tels que @ = (7, m). Notons qu’on ne peut pas avoir 7 et m
simultanément nuls. On définit

/

S = (n,m—1) sim>0 b 2 sim>0
~ (rn—1,m) sim=0 o

et 1 sim=0,
de telle sorte que 3% =3, 0 3% et || = w.

Soit £ € §(R?).

D’aprés P(w), il existe g € S(R?) tel que ¢ T(f)=T(g).

Notamment d’apres la question précédente, on a alors

I°T(f)=43“T(f)

=9.I(g)

=T(h),
4, [—iM,g sik=1
ot h_{ dg sik=2,

est bien un élément de 8(R?), car M, et &, stabilisent §(R?).
Cela montre P(w + 1) et clot la récurrence.
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On montrerait exactement de la méme fagon que toutes les dérivées partielles g, d, ---

existent et sont continues, ce qui montre I'(f) € C*(R?).
(Iv.2) Soit £ € §(R?).

— On adé¢ja, pour tous z, ¢ €R,

M,I(f)(z,t)= tf e 7 f(t,s)ds

R

= JR et f(t,s)ds

=T(M,(f))(z, ).

— En outre, pour tous z,t € R,

le(f)(z,t):zJ e f(t,s)ds.

R

%, L)

La fonction # : s — i e f(t,s) est a croissance rapide, donc s — s?u(s) est bornée, ce qui

entraine a fortiori u(s) —— 0.

s—to0

Il s’ensuit que I’on peut effectuer une intégration par parties (toutes les fonctions en présence

étant lisses) :

M I(f)(z,t)= JRze_”Zf(t,s)ds

:—J‘ ie %A, f(t,s)ds
R

= —iT(3,f)(s.t).

En rassemblant ces calculs avec ceux de la question (IV.1.b), on obtient

2K —-Ton
ST R i)
MI()= TOM )

C))

D’apres la question précédente, I' peut étre vue comme une application (évidemment linéaire)
8(IR?) — C>°(IR?). Les relations (#) et la stabilité de S(R?) par J;, d,, M, et M, entratnent que imT

est un sous-espace vectoriel de C*°(IR?) stable par ces quatre endomorphismes.

Il reste 3 montrer imI' € L=(R?). Soit f € §(R?). Comme on I’a d¢ja utilisé & maintes reprises,
u(tys)— (14 s2)f(t,s) est bornée. Si C est une constante telle que |#| < C, on obtient, pour tous

z,teR:
T )z, 1)) < f 1£(29)] ds
C
< JR st ds
<Cm,
donc IT'(f) € L(R).

En appliquant la question (II.4), on obtient donc imI' C §(R?), comme demandé.
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3) Soit & =(&,,&,) € R?. La fonction e est évidemment bornée, donc a croissance lente.
Par ailleurs, il sagit d’une fonction lisse, et on a die; = —i&, e, et ey = —i, ;. Ainsi, quel
que soit @ € N, la fonction e; est un vecteur propre de 3%, donc %, est encore a croissance lente.
Cela montre e; € O(R?), et la question (IL.5) conclut.

4) Déja, la question précédente entraine en particulier que e f est intégrable, donc que f est définie.

Soit p,g€R.Ona

(ToT)(/)p,q) =TT())p>q)

= [ eerreryg e

Jr
[ eitP <f e_iqsf(t,s)d5>dt
R

R
_( <J e_”pe_iqsf(t,s)d5>dt
Jr \Jr

_( e—i((p,q>|~)f
Jre
(

= )

~

=f(p>9)-

[

Comme I stabilise $(R?), il en va de méme de I'?, donc ]?: I*(f) € 8(R?).
(5) On définit

[SE)SSE) (SR SE)
9'{f~>f ts'{fﬂf.

L'application F est bien définie d’apres la question précédente, et S I’est immédiatement. On
montre immédiatement qu’il s’agit de deux endomorphismes de 8(R?), S étant méme une symétrie
vectorielle.

Les relations admises se traduisent en

Yk e{1,2},(,0F=—iFoM, et M, 0F=—iFod,).

Par ailleurs, on voit clairement que, pour toute fonction f € 8§(R?), et tout k € {1,2}, on a

3.S(f)==S(d,f) et M, S(f) = —S(M, f), c’est-a-dire que I’on a les relations
Vke{1,2},(8,0S=—So0g, et M, 0S=—SoM,).
On voit alors, pour tout & € {1,2} que

9,050F°=—S0g,0F0F
=iSoFoM,oTF
:So&ro?oé’k,

c’est-a-dire que S o F? commute & J,. On montre de la méme fagon que S o 7 commute 3 M,
D’apres la partie III, on obtient donc une constante a € C telle que

S (e} 352 == aids(]Rz),

13



c’est-a-dire, en composant par S~ =,

ce qui est le résultat demandé.

F? =4S,

(6.a) Comme une fonction a décroissance rapide est a croissance lente, on a §(R?) C O(R?). La ques-
tion (II.5) entraine ainsi notamment que S(IR?) est stable par produit et qu'un produit de fonctions
toutes dans O(R?), avec I'une au moins dans §(R?), est dans §(R?), ce qui permet de justifier I'inté-
grabilité des fonctions et d’utiliser le théoréme de Fubini. On a donc

Ona
-
| 1y r=| | rerbysabivas
R? RJR
[
:J I(g*)(b,a)f(a,b)dbda
RJR
[ :
:f <J eibe g*(a,c)dc) fla,b)dbda
RJR
[
:J J “ib¢o(c,a) f(a,b)dcdbda
RJ R
etf gT(f):J g(z,t)I(f)z,t)drdz
R? RJR
[ :
:J g(z,t)<f e_”zf(t,s)ds>dtdz
RJR R
[ :
:f J e "?g(z,t)f(t,s)dsdtdz
rJrJR
[ :
:J J e g(z,t)f(t,5)dzdsdt,
rRJRJR
en appliquant plusieurs fois le théoréeme de Fubini. Cela montre que ces deux intégrales sont les
meémes.
(6.b) On va commencer par montrer que les endomorphismes

x

et F de 8§(R?) commutent.
Soit f € 8(R*) et & =(&,&,). Ona

(FoT)/)E)= sz*eg

=] ]
= [ | rone

S(R?) — 8(R?)
g — g

x,y)e_i(51"+52y) dxdy

—HEHDY) y dx (Fubini)

f feee

f(&8)
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)

(F)©
= (ToF)f)E).

Celamontre FoT=To 7.
Remarquons également que la question précédente se traduit sous la forme

| ertn=] oremyioy.

R2
On a alors
~
J gf=] gr’(f) (dapres (IV.4))
R2 J R2
= Jr (ToToT)(g)T(f) (d’apres (IV.6.a))
R2?
= Jr (ToToT)X(g)f (d’apres (IV.6.a))
R2
[ :
=| (ToI*oT)g)f (car T? = ldS(RZ))
R2
= [ (T?0F)(g) f (car T? =F commute 4 T)
R2
[ :
=] F&)/f (car T? = idgg2)
Jr2

ce qui est bien le résultat souhaite.
Introduisons

(S(RY) — S(RY)
C'{ foe 7

qui est clairement une symétrie vectorielle.
Il est clair que C et S commutent.
Par ailleurs, pour tout £, on a ez =e_¢, ce qui montre que, pour tout f € §(R?),

m:JRZf‘?g:JRZJ_[e—g:]%(—f),

c’est-a-dire que CoF=SoFoC.
On aalors

FoCoF=S0So0FoCoF

=S0CoJoJ
=aSoCoS (d’apres (IV.5))
=aC
car S et C commutent et $* = idg(ga)-
Ainsi, quels que soient f, g € §(R?), on a
f fa= J F(FoCoT)(g) (d"aprés (IV.6.b))
R2 R2
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(1.a)

~a sz

En appliquant la formule & / = g, on obtient

b \ M 7\
d’apres ce qui précede.

Vs | [fi=a IfF

On va appliquer la formule a y ® y, qui est > 0 donc d’intégrale > 0 : on obtient ainsi

J.

a:—2€R
rey|

4+

R2

En outre, si  était nul, on aurait V£ € §(R?) f |F(f)|? =0, donc F=0. Cest absurde, car

J f = dsdt>0.

V. Structure préhilbertienne sur S(R*;R)

On convient de noter H = §(R?*;R).
Notons, pour tout & € R?, ce =Rée; 1 x — cos(x[€) et sy =—Ime; : x — sin(x|E).

e-+e: e-+e. —er+e_ )
On adonc ¢, = 52 to = 3 S et 552%,% qui montre que ¢z, sz € O(R?).

On a donc bien 2 € R}.

On attaque maintenant les différents points de la question.
— Déja, le fait que 6 € H et ¢; € O(R?) entraine d’apres la question (IL5) que le produit & ¢; ap-
partient 3 §(R?), et donc a H car il est réel. En particulier, les fonctions f, 0 ¢; sont intégrables

et leur intégrale peut s’interpréter comme le produit scalaire < ; > Il en va de méme pour

la fonction s £

Soit & € R?. On a d’aprés ce qui précede
0f(E)=| Of,e
R2
R2 R2
=(h|fce)=i{f|fse)-

>—>Oet<

n——+400o

La convergence faible f, 0 entraine alors <

>—> 0, donc

n——4o0o n——4oo

gf\;l( ) —=0 0, ce qui est bien la convergence simple de la suite de fonctions <<9 7 > vers
n— neN
0.
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— Pour la méme raison %u’au point précédent, fe; € 8(R?) C C7 (R?). En particulier (f, et)

0 e; appartiennent a C, (R?), donc on peut utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz complexe

rap

pour obtenir, pour tous 7 € Net £ € R?:

G| =||_roe
R2
AN

<(supllfll ) 1Bl

la borne supérieure étant bien définie car la suite (f),),,oy est supposée bornée.

On a donc bien montré

sup [67,(E)] < (suplIf ) el < +oo.
neN neN
EeR?
— Naturellement, les deux points précédents se transposent sans difficulté a la suite (g,), cx-
(1.b) Comme K est compact, on peut trouver N € N tel que K C [—N, N7 On pose alors € = 6.

Comme 0_ynp =1, 0na, pourtout n €N, g, =g, . Posons, pour tout n €N, ¢, =0g, (qui
n’est donc rien d’autre que g,) et ¢, = 0, .

Toujours a cause de la question (IL.5), les fonctions ¢, et ¢, appartiennent a H, et ce pour tout
neN.

D’apres la question précédente, on a par ailleurs convergence simple vers 0 de la suite (¢, tout

en ayant sup |@, ()| < +oo, et idem pour la suite (¢ ), cn-
N

ne
EeR?

Ensuite, on a, pour tout 7 € N,

(f.18,) = szn g,

=| f.8¢
R2

= fRZ Pl

=(@,1¢.,),

car O(x) =1 pour tout x € R” tel que g,(x) #0.
Enfin, on a, pour tout k € {1,2},

akgpn = gk(ef;z)
=(0) /., +03(f,);
donc  [|9,¢,[l, < 1G(0) £l + 116 G (£l

<y @oy f,3+J | o@ny

<y f f,f+¢ fW(a’kmz car |3,(0)],101 < 1
SUAPEREAN
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et idem pour la suite (¢ ), ce qui donne entre autres les inégalités demandées par ’énoncé.
(1.¢) Commengons par démontrer I'indication (notons que les valeurs absolues entourant 1— 8y sont
inutiles, car Gy est a valeurs dans [0,1]). Soit (x;, x,) € R*. On distingue deux cas :
— Si |x;] 4+ |x,] <N, on a |x,|,|x,] <N, donc (x;,%,) € [-N,NJ, donc 1 — Gy (x;,x,) = 0 et
Iinégalité est évidente.

. x|+ |x
— Si|x|+|x,| Z N, 0 aM

[0,1].
On utilise la question précédente, en introduisant des suites de fonctions (¢,),cy €t (4,,),en
R 7 57 ’ . . . R

vérifiant toutes les propriétés de I’énoncé. En particulier, le fait que (3,f,),cy €t (3,€,),en SOlent
bornées en'trafne.que (30, nen et.(é’ngn)neN le sont également. ' . o

On traite maintenant la question, en utilisant 0y « dans le domaine de Fourier ». Plus précisé-
ment, on a, pour tout N € N (en notant que les suites (£,),cx» (€,)ners (@0)nen €t (&,,),en sONt
formées de fonctions a valeurs réelles)

> 1, et 'inégalité est évidente car 1 — 0 est a valeurs dans

{18x) = (@ald,) (d’apres (V.1.b)
= <g/0; g/ﬁ\n> (d’apres (IV.7))

’[ 74,

R2

x| 07p R 1005,
R2 R2

I’intégrabilité des deux intégrandes ne posant pas de difficulté, car |Gy, |1 — Oy < 1
On va majorer séparément les deux termes de cette somme.

— On utilise le réel C = max | sup |¢,(¢)|, sup ‘gb ) , bien défini en vertu de la question
neN neN
EeRr? £eRr?

(V.1.b). On a alors

<C 4,

x50 4
e Par stabilité par produit de 8(R?), la suite <<9NZ @) " appartient 3 §(R?)Y
e lasuite <6’NZ ;b;) _, converge simplement vers O sur R?;

e onaV¥neN,|ld < C*y € $(R?).

D’apres le théoréme de convergence dominée (IL.6), on a donc

n—+00 n—+0oo

f 9Ng0n¢ —0 donc Réf Qngngb — 0,
R2 R2

(Notons notamment que cette convergence est valable quelle que soit la valeur de N.)

— Pour majorer le deuxiéme terme, on va utiliser le fait que si #,v € §(IR?), alors les valeurs
absolues U = |#| et V = |v| sont a décroissance rapide, donc, en vertu de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz donnée par I’énoncé

f ] [0 S ULV = [l 11
R2
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@)

On utilise alors I'indication démontrée pour obtenir la majoration

||+ |2, |
< | B2
j < 1]
Jlle 2.l |¢

f 7l M2,
RZ

f 7 «97)
AN EPA

en vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwarz sous la forme que I’on vient d’expliquer, qu’il est
ici loisible d’appliquer car J, ¢, et &,¢, étant dans S(R?) par les propriétés de stabilité, il en va
de méme de leurs transformées de Fourier.

b,

| a-0077,

bl 1231 |4,

<l
< M, 2,1 |4,
<=
<xill7e

n

)

7

1§0n

ﬂ

J, [

HZIH ZI*—* ZI

lgpn

Or, la question (IV.7) entraine en particulier Y5 € S(R?),||5||, = H/};Hz On va Pappliquer ici

et utiliser que les suites de fonctions en présence sont toutes bornées. On a ainsi

NECSOIAR

(||31§0n||2||¢ o+l 116,11,

2
<5 (max(supllg, I supllg, |l suplidg, s suplia, )

— 0.
N—+o00

I\>Z|

Z

On peut maintenant conclure. Soit ¢ > 0.
D’apres le calcul que ’on vient de mener, on peut trouver N, € N tel que

<

J (1-64)7 9| <
RZ

N ™

Par ailleurs,

f QNO Pn ¢ — O’
R2

n—+00

donc
en<!|[ 677, +J (1-6.)7.9,
2 R2
< o (4=

n—-+o0o 2

est < ¢ a partir d’un certain rang, ce qui conclut.
Soit A la limite faible de (5,),,oy, bien définie d’apres la question (I.1). Posons

(f )neN (gn)nEN - (hn - h)neN‘

On va montrer que ces fonctions vérifient les hypotheses de la question précédente.
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— llestdéaclairque f/, =g, 0.

n—+o0o

— D’apres I'inégalité triangulaire, le fait que (4,,), o soit bornée entraine que (b, —5), o le soit.
Il en va de méme de (9,h,)),,cny = (3, h, — I, h),,cn»> poUr k € {1,2}.

— 1l reste a montrer que la limite faible / est a support dans K. Par combinaison linéaire, il en
sera alors de méme de toutes les fonctions de la suite (b, — h),, .
Supposons par I’absurde que ce ne soit pas le cas : on peut trouver z, = (x,,7,) € R*\ K tel
que h(z,) #0. Comme b est a valeurs réelles, on peut supposer pour simplifier 5(z;) > 0. On
munit une fois pour toutes R? de la distance d induite par la norme £*°
Par continuité de » € H, on peut trouver R, > 0 tel que

Vz e R%,d(z,2,) < 3R, = h(z) > = h(z,). @)

N =

Par ailleurs, le complémentaire de K étant un ouvert de R?, on peut alors également trouver
R, > 0 tel que

VzeR%,d(z,2,) <3R, = z ¢K. ()

Soit R = min(R,R,). On définit la fonction

R’ R
b: . 6’1<Z_Z°>,
R
Comme 6, € H, on en déduit facilement que b € H. Par ailleurs, d’apres (©), on a

(h|b) = J hb

J’C‘JHRJ%“R < — X, y_y0>dxdy
x—3R Jy,—3R R R
>0
x+R yo+R _ _
= J f %o , u) dxdy
x;—R yo_R S1 R R
23 h(xo) =1
> 2h(x,)R* > 0.

Par ailleurs, quel que soit # € N, on a (b, |b) = 0 car, d’apres (), le support de b est disjoint
de K et donc de celui de 4,,.
Cela contredit »,

h, car on ne peut pas avoir 0= (h_|b) —— (h|b) >0

n—-+o0o n—-+o0o

D’apres la question précédente, on en deéduit (f, |g,) —— O, c’est-a-dire
n——+00

1, — bl = (b, — h|h, —h) ——0,

n——+00
ce qui démontre exactement h/, —— b et achéve la preuve du théoréme de Rellich.
n—+00
3) Dans cette question, on identifie un élément (u,, #,) € S(R?)* a une fonction (ou un champ de
vecteurs)

R*— C
Tle-(id)
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Une telle fonction posseéde une transformée de Fourier U= (,, 4,) € S(R?)*.

Introduisons E ; : <x1> — <x1> etE, : <x1> — < 2 > les champs de vecteurs radial et tangentiel.
X2 X2 X2 X

Notons que, E ), E | € O(R?)?, que quel que soit x € R?\ {0}, (E(x),E | (x)) est une base ortho-
gonale de R? et que

Vx e R?,

E)(x)| = [EL ()] = |x].
On peut ainsi écrire
1

Yx e R*\ {0},U(x) = — (U//(x)E//(x) +UJ_(X)EJ_(X))’
|x|

U, =E; - U:ix—u(x)x; + uy(x)x,

U, =E, -U:x—u(x)x,—u,(x)x,.

(On a noté - la forme R-bilinéaire ((z,, z,), (w,, ,)) — Z, w, +Z, w, sur C*. On étendra la notation

|-| & C* en posant |z| = y/Z - z.)
Puisque E , E| € O(R?)%, on montre en utilisant la question (IL.5) que U,U, € S(R?).

Si U,V € 8(R?)?, on a également I’identité

_ U(x)V)(x)+ U (x)V,(x)

2 2
X —|—x2

Vx € R*\ {0}, U(x)- V(x) ()

Attaquons maintenant la question, en commengant par le cas F =G = 0. Si I’on note, pour tout
n €N, F, = (fi(,)s fy)) €t ainsi de suite, ’hypothese F,, — 0 signifie simplement £, — 0
n—-1+oo n—-1+0oo
et fyn) — 0.
On commence par faire un travail analogue a celui de la question (V.1.b).En prenant un N,

suffisamment grand pour que K € [—N,, N, J* et en notant § = QNO, ona, pour tout 7 €N, G =
G,, (mais nous allons également noter cette fonction ¥ ) et on définit ® = 0F .

Soit 7 € N. Comme G, = ¢, est a support dans [—N,NT, on a (F, |G, ) = (2,[¥,).

Les suites de fonctions (9;,)),en = (€ fin)ner €8 (& i0))ner = (0 &i(n))nery vérifient alors les hy-
potheses de la question (V.1.a) donc on a bien

vers 0, c’est-a-dire convergence simple de <<I>n> , versO, et

— convergence simple des (go,-(,,)> ne

neN

idem pour <\i/\n>

b
neN

— des bornes uniformes sup |@; (& )) < 400, qui se traduisent en une borne uniforme
n€eN

Eer?
sup @n(f)‘ < +o0,
neN
EeRr?
et idem pour <\I/n>n€N.
En continuant a noter || - ||, la norme adaptée au produit scalaire {-|-), on a enfin, pour tout
neN:

div(®,) =div(0F,)
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= 3,0 1)+ 0 Sy + A0 foimy +0 02 foim
=30 fiwy+ A0 fymy + 0 div(E,)
done|[div(®, )L, < ||fign [, + | o |, + 1w E I (car |0],13,0] < 1)

2
<2+ o
< V2|, ||, + [|divE, .-

z +||divE, ||, (inég. de C.-S. dans R?)

Cela montre que la suite de fonctions (div®,,), . est bornée. On montre de méme que la suite
de fonctions (rot® ), est bornée, a I’aide de la formule

rot(¥,) = 0 g,y — 6,0 &y + 0 10t(G).

Soit 7€N.Ona

(F.I1G,) = (2,1%,)

= <§91(n) ¢1(n)> + <§92(n) ¢2(n)>
= (G| 100 )+ (7| P (@apris (IV.7))
= f @%(n) + JRZ §0/2(7)¢2(n)
(T
R2

Soit N € N*. On peut décomposer le produit scalaire en trois contributions

[~

(F.IG)=| @,

JRZ n n
= o® T | 1098,

JRZ R2

[ —~ ~ -0y = —~ 1-0)= —~ .
=| 042, ¥, + (—2N><I>n//- 0 f @@nl-qf”b (d’apres (b))
Jre r | R

1—0y

2

la derniére écriture étant licite car, la fonction 1—08y étant nulle au voisinage de 0, le quotient

est bien défini méme si le dénominateur s’annule.
Par ailleurs, toutes les intégrandes sont bien dans §(IR?), car une disjonction de cas montre im-
meédiatement

1_
eNgi,
[P N2

\

donc les deux derniéres intégrandes sont dominées par le produit de deux fonctions de S(R?), a
nouveau dans §(R?) et donc intégrable

— Le fait que les suites de fonctions <<I>n> Lo <\I/n> , convergent simplement vers O tout en res-
ne ne

tant uniformément bornées alors que le facteur 0y est intégrable permet, comme a la question
(V.1.c) d’appliquer le théoréme de convergence dominée pour obtenir
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— Pour analyser le deuxieme terme, remarquons que, sur le support de 1—68y (donc notamment

. . . n s . T
hors de 0), la quantité bien définie |—|// s’exprime comme la composante de ¥ selon le vecteur

unitaire proportionnel a E . D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans C?
Vz,w € Ch|z w|<|z| ||,

on en déduit I'inégalité
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¥ N1 < =, on en déduit notamment d’apres I'inégalité de Cauchy-

Schwarz (sous la forme déja utilisée a la question (V.1.c))
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— On traite exactement de la méme fagon le troisiéme terme, en constatant I’égalité

donc d’apres la question (IV.7), on a
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En résumé, d’apres I'inégalité triangulaire, on a, pour tout N € N,
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Le terme entre parentheses étant uniformément borné et le premier terme tendant vers O quand
n — 400 et ce, quel que soit N € N*, on procéde comme a la question (V.1.c) pour en déduire

(F,IG,) ——0.
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[(F.IG,) + g (Idiv @, 1, [12, 1, + (12, ]I, [Irot &, ).

Pour conclure dans le cas général, c’est-a-dire sans supposer F = G = 0, il suffit de constater
comme a la question (V.2) que les suites de fonctions (F, —F),_ et (G, —G),,oy vérifient les hy-
pothéses de 1’énoncé et de leur appliquer ce qui précede. Le seul point non trivial provient du fait
que G est également & support dans K et il suffit pour cela d’appliquer la démonstration faite a la

question (V.2) aux coordonnées &1t T &1 € &) T &
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