Corrigé de X-ENS MP 2020 Maths A
Alexandre Godard

Premiére partie
1) Le polynoéme caractéristique d’une matrice M de .#2(R) est X? — Tr(M)X + det(M) donc on cherche
une matrice vérifiant Tr(M) = 0 et det(M) = —2.
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2) a. On a xy = X? —aX + b avec a et b dans Q.
OnaXM(\/g) =0 donc 3 — av3 + b =0 donc av/3 = b+ 3.
Comme /3 est irrationnel, on a a = 0.

On déduit b = —3 et

X]\/[:XQ—?)

b. Les possibilités pour n modulo 3 sont —1, 0 et 1 donc n? est égal & 0 ou 1 modulo 3.
c. Par 'absurde, on suppose qu’il existe un triplet (a,b,c) d’entiers premiers entre eux dans leur ensemble
tels que a? + b? = 3c%.

Les possibilités pour a? + b? modulo 3 sont :

" 1

001

1112

Ainsi, comme a? + b2 =0 [3], on a a®> =0 [3] et b2 =0 [3].
D’aprés la question précédente, a® = 0 [3] entraine a = 0 [3].

On obtient de méme b =0 [3].

On aa=3a et b= 3V avec a’ et b’ dans N.

On a donc 9a’ + 9> = 3¢2 d’ou 3(a’* + V%) = 2.

On a donc 3 | ¢? donc 3 | ¢ (question précédente ou lemme d’EUCLIDE).
Ainsi 3 est un diviseur commun & a, b et c.

Contradiction.

d. On a xp = X? — 3 donc Tr(M) = 0.

De plus, M est symétrique donc il existe des rationnels a et b tels que

On a det(M) = —3 donc —a? — b* = —3 donc a® + b* = 3.
On écrit a et b sous forme de fractions irréductibles : a = 2, b= Z et on obtient (sp)2 + (qr)? = 3(gs)2.
s

q
En divisant des deux cotés par ((sp) A (gr) A (gs))?, on obtient un triplet (u,v,w) d’entiers premiers entre

eux tels que u? + v? = 3w? ce qui est en contradiction avec la question précédente.

3) a. On pose

Par produit pas blocs, on a i
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A I,
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et
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donc la matrice B commute avec Al
Toujours par produit par blocs,
A I, A I, A% + 1, O + 1)1, O
B? = = = (q ) =(qg+ I, .
I, —A| |, -4 On I, + A2 0n  (qg+ DI,
A 0 A I,
b. Pour toute matrice carrée, on pose J(A) = et K(A) = s Al
On définit par récurrence une suite (%, )nen- de familles de matrices de Son-1(Q) en posant :
- % = ([1)),
— Si '@n = (Al, AQ, e ,Am), ,@nJrl = (J(Al), J(AQ), ey J(Am), K(Am))
Par exemple, on a
1 1 0 0 1 1 1 0
1 1 1 -1 0 0 1 -1 0 1
%2 = IQ, et %3 = 147 ’
1 -1 0 1 1 0 -1 -1
0 1 -1 o 1 -1 1

A Taide des produits par blocs et de la question précédente, on obtient immédiatement par récurrence que
pour tout n € N*, les matrices My, Ms, ..., M, de la famille %, commutent deux & deux et vérifient
M} = klyn—1 pour tout k € [1,n].

Ainsi, si d > 1, les matrices de la famille %, répondent a la question avec n = 2971,

c. Soient q1, qa, ..., gq des rationnels strictement positifs.

On écrit pour tout k € [1,d], gx = :—k avec i et s dans N*.

On pose h = max(r1,72,...,7d, S1, sz,k. .., 84) et on applique la question précédente avec d = h.

On obtient une famille (A1, Ao, ..., Aj) de matrices de Son-1(Q) vérifiant A7 = klon—1 pour tout k € [1,h].

Cette égalité garantit I'inversibilité des matrices de la famille ainsi que 'égalité (A,;l)2 = EIQh—l.

Par ailleurs les matrices A, ' sont symétriques ((A,ZI)T = (A{)_l = A;') et a coefficients rationnels
(formule d’inversion par transposition de la comatrice).

Siie€[1,d], on pose M; = A, AL

Le produit de deux matrices symétriques qui commutent est une matrice symétrique ((AB)T = BTAT =
BA = AB) donc les matrices M; appartiennent a Syn—1(Q).

Elles commutent deux & deux (si les matrices commutent, leurs inverses commutent et AkAj_1 = Aj_lA;c <=
AjAp = ALA)).

Enfin, pour tout ¢ € [1,d], on a

MZ = A, AT A AT = 22 (A7)

T
== —IQh—l .
Si

4) a. On commence par montrer que {/2 est irrationnel.

Par I'absurde, on suppose qu’il existe a et b dans N* premiers entre eux tels que (%)3 = 2.
On obtient alors I’égalité 26 = a3.

On a b | a et b est premier avec a donc d’aprés le lemme de GAUSS, b | a.

On obtient ’existence d’un entier naturel qui élevé au cube donne 2. Contradiction.



On effectue la division euclidienne de x; par X2 — 2 : xar = (X3 —2)Q + R avec Q € Q[X] et R € Q[X]
avec deg(R) < 2.

Le réel /2 étant une valeur propre de la matrice M, il annule ;.

On déduit qu’il est racine du polynome R.

Par ’absurde, on suppose que R n’est pas le polynéme nul.

On effectue la division euclidienne de X3 — 2 par R : X —2 = RQ’' + R’ avec R’ € Q[X] et deg(R’) < 1.
On déduit que /2 est racine de R’ qui est un polynome & coefficients dans Q de degré inférieur ou égal a 1 :
il est donc rationnel ce qui est une contradiction avec ce qui précéde.

Ainsi, R=0et X3 -2 x-

b. Comme X — 2 divise xaz, le nombre complexe j{/2 annule x s et il est donc valeur propre de yas.
Or, M est une matrice symétrique réelle donc d’aprés le théoréme spectral ses valeurs propres sont toutes
réelles.

Contradiction et résultat :

‘ /2 n’est pas valeur propre d’une matrice symétrique a coefficients dans Q.

5) La matrice de permutation de .#,(Q)

01 0 0
0 0 1
Q= 0 0 0
1
1 ... ... 0 0
admet w = '™ comme valeur propre (vecteur propre associé : (1,w,w2, .. 7w”_l)).

Il s’agit d’'une matrice orthogonale (les vecteurs colonnes forment une base orthonormée de R™) donc son

inverse est égal a sa transposée :

[0 0 1]
1 0 0
Q=10 1
0
i 0O ... 0 1 ]
Cette matrice admet comme valeur propre % = ¢~ avec le méme vecteur propre (1, w, w2, e ,w”_l).

On déduit que la matrice M = %(Q 4+ 'Q) (qui est une matrice de S, (Q)) admet comme valeur propre
M = cos (27“) (avec toujours le méme vecteur propre).
[0 12 0 1/2]
12 0 1/2
M=1o0 1/2 0 0
1/2
_1 /2 0 1/2 0 }

Remarque. La matrice 1~! est la matrice compagnon du polynéme X™ — 1.



Deuxiéme partie
6) On a
d(1\d 1\4-1 1\2 1
Q = X(($) +ar (F) T+ A ($) Ha($) +a)
= l4ag1X+...+a X244, X1 4 g X4
Par ailleurs, on a

P=(X-M)(X=X)...(X=\)

donc

QXd<§>\1) (%/\2)...<%Ad> =(1=MX)1—=XX)...(1=XX)

Q = l4+ag1X+...+aX¥2+a X1 4 goX?
= (1= MX)(1=AeX)...(1—XgX)

7) On considére Papplication

QXJ\{0} — Q(X)
p: P
P - 7

(dérivée logarithmique).

Si P et @ sont des polynomes non nuls de Q[X], on a

_ (PQ)/ _ P/Q+PQ/ _ Pl Q/ B
p(PQ) = PO PO —F‘f’a—@(P)‘i‘@(Q)-
D’apreés la question précédente, on a @ = (1 — A1 X)(1 — X2X)...(1 — AgX) donc

Q A1 Ao Ad
Q 1—)\1X+1—)\2X+"'+1—)\dX '

Pour tout z € | —1, 1], la série Z 2" converge et on a
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Onposer:m1n(1,71,72,...,7d).

Sike[1l,d], pour tout x € | —r,r [, la série Z()\kz)n converge et on a

1 =
1— )\kl' = Z()\kl')n .
n=0

On déduit que pour tout x € | —r,r [, la série Z(A?H + AT+ AT 2™ converge et que

“+o0 “+00 “+o0
flz) = - ()\1 > uz)" X Y (Ar)" 4.+ A Z(Ad:c)">
+oon:0 oo n=0 oo n=0
_ (Z N4 S At S A
n=0 n=0 n=0
—+o0
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n=0
+oo
fl@)==2_ Nnpiz"
n=0
8) a. On suppose que ag, ..., ag—1 sont des éléments de Q c’est-a-dire que P € Q[X].

On a alors @ € Q[X] d’aprés la question 6.



Par ailleurs Q # 0, donc F = % € Q(X).
On déduit que les dérivées successives de la fraction rationnelle F' appartiennent a Q(X).

(n—1)
D’aprés la question précédente, pour tout n > 1, on a N,, = ff(Tl)(!O) donc N,, € Q.

b. On suppose que N,, € Q pour tout n > 1.

D’aprés la question 7, pour tout € | —r,r [, on a
+o00o d “+o0
Q'(z) = —Q(x) Z Nppi12" = — Z Ag—nx™ X Z Npi1z"
n=0 n=0 n=0

(on aposé aqg = 1). D’apreés le théoréme du produit de CAUCHY, la série entiere Y c 2™ ot ¢y, = Y i @a—iNn—it+1

a un rayon de convergence supérieur ou égal a r et pour tout € | —r,r [, on a

d—1 “+o00
Z(n + Dag—pn—12" = Z —cpz” .
n=0 n=0
Par unicité du développement en série entiére, on a (n + 1)ag—n—1 = — Y ;- @d—iNnt1—; pour tout n €

[0,d—1].

Ces égalités permettent de montrer par récurrence forte finie que ag—x € Q pour tout k € [0,d].
Initialisation

On a aq =1 donc aq € Q.

Hérédité

Soit k € [0,d —1].

On suppose qu’on a aq—; € Q pour tout ¢ € [0, k].

D’apres ce qui précéde, on a
k

(k+1ag—(xt1) = — Z ad—iNg+1-i -
1=0

Pour tout ¢ € [0,k], on a ag—; € Q (hypothése de récurrence) et N, +1—; € Q (hypothése de départ) donc
Ad—(k+1) € Q.
Conclusion

D’apreés le principe de récurrence forte, on a aq—x € Q pour tout k € [0,d].

Remarquel. Seule 'hypothése N,, € N pour tout n € [1,d] est utilisée.
Remarque2. Dans cette question, on démontre & 'aide d’une technique d’analyse les identités de NEWTON
qui permettent d’écrire les fonctions symétriques élémentaires des racines (donc les coefficients du polynome

d’aprés les relations coefficients-racines) en fonction des sommes de NEWTON N,,.

c. On écrit la forme développée de P : P = ag + a1 X + ap X% + ... + ag_1 X% 1 + X? et on applique les

questions 8a et 8b.

9) On suppose que les polynomes A et B sont a coeflicients rationnels.

Le polynéme P = H(i,j)e[[l,n]lx[[l,m]](X — «;3j) est unitaire et ses racines sont les «;3; (pour (i,j) €
[1,n] x[1,m]).

Pour tout k € N, on note S, = Z(i,j)e[[1,n]]><[[1,m]](ai6j)k et on a

Si = (Zak> (>
i=1 j=1

Les polynémes A et B sont a coefficients rationnels donc d’aprés la question 8, on a 2?21 ak e Qet

S B e



On déduit Sy € Q.

Pour tout k£ > 1, on a S € Q donc d’aprés la question 8, le polynéme P est a coefficients rationnels.

Le polynéme @ = []; jyer1.nyx[1,m](X — (@ + B;)) est unitaire et ses racines sont les o; + 3; (pour
(i,5) € [1,n] x [1,m]).
Pour tout k& € N, on note o}, = Z(i Hel1,n]x[1 m]l(o‘i + ;)% et on a d’aprés la formule du binome,
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Les polynomes A et B sont & coeflicients rationnels donc d’aprés la question 8, pour tout ¢ € [0,n] on a
k—

Ylisi o TEQet 2?21 Bi € Q.

Comme (z) € N pour tout ¢ € [0,n], on déduit o1, € Q.

Pour tout k£ > 1, on a o5 € Q donc d’aprés la question 8, le polynéme P est & coeflicients rationnels.

Remarque. Cette question peut étre utilisée pour montrer que le produit et la somme de deux nombres
algébriques a et 3 sont algébriques. De fagon plus abstraite, on peut aussi utiliser le fait que I'extension de
corps Q(a, B) : Q est de degré fini.

Troisiéme partie
Remarque. L’hypothése « non nul » pour le polynéme est inutile, elle découle du fait que le polynéme a

toutes ses racines dans R.

10) Soit v une valeur propre de M.

On considére le polyndéme caractéristique yps de la matrice M.

La matrice M étant a coefficients dans Q, le polyndome y s est a coefficients dans Q (et il est non nul car
unitaire).

Le nombre complexe « est une racine de yas et d’aprés le théoréme spectral toutes les racines de x s sont
dans R.

Ainsi, « est totalement réel.

11) a. On note # l'ensemble de nombres totalement réels.

Il est immédiat que Z C R.

0 € Z grace au polyndéme X.

Soient « et 8 dans Z.

Par hypotheése, il existe un polynome A (resp. B) non nul & coefficients rationnels tel que « (resp. 8) est une
racine de A (resp. B) et tel que toutes les racines de A (resp. B) sont dans R.

Quitte & multiplier par un rationnel non nul, on peut supposer que les polynéomes A et B sont unitaires.

On note a1 = v, ag, ..., o, les racines de A et 81 = B, B2, ..., Bm les racines de B répétées autant de fois



que leur multiplicité (ces nombres sont réels).

D’aprés le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS, les polynémes A et B sont scindés sur C donc on a
A=X-a)X—-a)...(X—a,) et B=(X-06)X-082)...(X—08n) .

D’aprés la question 9, le polynome P = [[;, [T2, (X — (e + B;)) est & coefficients rationnels.

Le nombre complexe « + 3 est une racine de P et toutes les racines de P sont réelles (il s’agit des a; + 5,
pour (i,7) € [1,n] x [1,m]).

Ainsi a+ 8 € Z et Z est stable par somme.

Soit a € Z.

En notant P un polynoéme convenable pour a, on constate immédiatement que le polynéme P(—X) convient
pour —a.

Ainsi —a € Z.

Ainsi Z est un sous-groupe de (R, +).

Le complexe 1 appartient & %2 (polynome X — 1).

De méme que précédemment on montre la stabilité par produit en utilisant la question 9.

Ainsi Z est un sous-anneau de (R, +, x).

Soit « est un réel non nul appartenant & Z%.

On considére P un polynoéme qui valide I’appartenance de o & Z%.

De méme qu’a la question 6, on considére le polynoéme réciproque de P, QQ = X"P(%) (avec n = deg(P) :
il s’agit de symétriser les coeflicients).

Pour tout z € C*, on a P(z) =0 <= Q(1)=0.

On a donc @ est un polynéme non nul & coefficients rationnels, Q(é) = 0 et toutes les racines de @ sont
dans R (il s’agit des inverses des racines non nulles de P). Ainsi é appartient 4 Z.

0 peut étre racine de P mais pas de @) car le coefficient constant de @ est égal au coefficient dominant de P.
Le degré de Q) est égal au degré de P moins la multiplicité de 0 dans P.

Ainsi,

Z est un sous-corps de (R, +, X) ‘

b. On note #Z; l'ensemble de nombres totalement positifs.

Soit o un nombre totalement positif.

Il existe un polynéme P non nul & coefficients dans Q tel que « est racine de P et toutes les racines de P
sont dans R .

Le complexe « étant lui-méme une racine de P, il appartient & Ry et on vient de prouver Z; C Ry.
Soient o et 5 dans Z .

Par hypotheése, il existe un polynoéme A (resp. B) non nul & coefficients rationnels tel que « (resp. 8) est une
racine de A (resp. B) et tel que toutes les racines de A (resp. B) sont dans R.

On note a1 = a, ag, ..., a, les racines de A et 81 = 3, P2, ..., Bm les racines de B répétées autant de fois
que leur multiplicité (ces nombres sont réels).

D’aprés le théoréme de D’ ALEMBERT-(GAUSS, les polynémes A et B sont scindés sur C donc on a
A:(X—al)(X—ag)...(X—an) et B:(X—ﬁl)(X—ﬁg)(X—ﬁm)

D’aprés la question 9, le polynome P = [[;L, [T72, (X — (e + B;)) est & coefficients rationnels.

Le nombre complexe a + /3 est une racine de P et toutes les racines de P sont réelles positives (il s’agit des
a; + B; pour (i,j) € [1,n] x [1,m]).

Ainsi a+ § € Z+ et %4 est stable par addition.



Soient o et 5 dans Z .

Par hypotheése, il existe un polynoéme A (resp. B) non nul a coefficients rationnels tel que « (resp. ) est une
racine de A (resp. B) et tel que toutes les racines de A (resp. B) sont dans R.

Quitte & multiplier par un rationnel non nul, on peut supposer que les polynémes A et B sont unitaires.
On note oy = v, ag, ..., o, les racines de A et 81 = B, B2, ..., Bm les racines de B répétées autant de fois
que leur multiplicité (ces nombres sont des réels positifs).

D’aprés le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS, les polynémes A et B sont scindés sur C donc on a
A:(X—al)(X—ag)...(X—an) et B:(X—ﬁl)(X—ﬁg)(X—ﬁm)

D’aprés la question 9, le polynome P = [, H;":l(X — a;3;) est a coefficients rationnels.

Le nombre complexe af est une racine de P et toutes les racines de P sont réelles positives (il s’agit des
a; 05 pour (i,7) € [1,n] x [1,m]).

Ainsi aff € Z+ et % est stable par addition.

Soit « est un nombre totalement positif non nul.

On considére P un polynéme qui valide 'appartenance de o & % .

De méme qu’a la question 6, on considére le polynoéme réciproque de P, Q = X"P(%) (avec n = deg(P) :
il s’agit de symétriser les coefficients).

Pour tout z € C*, on a P(z) =0 < Q(1)=0.

On a donc @ est un polynéme non nul & coefficients rationnels, Q(é) = 0 et toutes les racines de @ sont

dans R, (il s’agit des inverses des racines non nulles de P). Ainsi é appartient a Z.

12) On suppose que 22 est totalement positif.

Il existe donc P un polynéme non nul & coeflicients rationnels qui posséde 2 comme racine et tel que toutes
les racines de P sont des réels positifs.

On pose Q = P(X?).

Le réel x est racine du polynéme @ qui est un polyndéme non nul & coefficients rationnels.

Pour tout z € C, on a z est racine de Q si et seulement si z2 est racine de P.

Ainsi, si z est une racine de Q, il existe une racine a de P tel que 22 = a.

Par hypotheése, a est un réel positif donc z = —y/a ou z = y/a : z est réel.

On déduit que z est totalement réel.

Réciproquement, on suppose que z est totalement réel.

Il existe donc P un polynéme non nul & coeflicients rationnels qui posséde z comme racine et tel que toutes
les racines de P sont réelles.

Quitte & multiplier par un rationnel non nul, on peut supposer que le polynéme P est unitaire.

On note ay = z, g, ..., ag les racines de P répétées autant de fois que leur multiplicité (ces racines sont
réelles).

D’apreés le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS, on a P = (X — a1 )(X — az2) ... (X — aq).

On pose Q@ = (X —a3)(X —a3)...(X —a?).

Le polynéme () est non nul.

Les sommes de NEWTON associées & ce polynome sont les N}, = a3" + a3" + ...+ a2".

D’aprés la question 8a appliquée au polynome P, on a N/, € Q pour tout n > 1.

On applique ensuite la question 8b au polyndéme ) pour obtenir que ) est & coefficients rationnels.

Le complexe z? est une racine de Q et les racines de @ sont des réels positifs (il s’agit des carrés des racines
de P).

On déduit que 22 est totalement positif.



Ainsi pour tout z € C, on a

‘ x est totalement réel si et seulement si 22 est totalement positif.

Quatriéme partie
13) a. Soit X = (q1,¢2,...,q4) € Q% X #0.
Ona SX = (Zdzl t(zi"’j)qj) donc

J 1<i<d

d d d
XTSX = Z gi X Zt *ig Z Z qt(z)q
i=1 j=1

i=1 j=1

D’aprés la propriété de Q-linéarité de I'application ¢, on a

d d d d d d d 2
B(X,X)=t ZZqizi”qj =t ZZqiziquj =1 (Z qizi> quzj =1 (Z qkzk>
i=1 j=1 k=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Sachant qu’un nombre rationnel ¢ est totalement réel (polynéme X — ¢), on a d’aprés la question 1la,
zzzl wz* € R.

D’apreés la question 12, (ZZ:1 qkzk)2 est totalement positif donc d’aprés ’hypothése de positivité de 1'ap-
plication ¢, B(X, X) > 0.

Pour montrer B(X, X) > 0, il reste 4 montrer (ZZ:1 qkzk)2 # 0.

Par I'absurde, on suppose 2221 2" = 0.

On a z # 0 donc Zzzl @z =0.

On a X # 0, donc en posant £ = max({k € [1,d] / qr # 0}), on obtient en divisant la relation ci-dessus
par ¢; un polynome de Q[X] unitaire de degré £ — 1 qui annule z ce qui contredit la minimalité de d.

On a donc

B(X,X)>0

b. Par ’absurde, on suppose que la matrice S n’est pas inversible.
On a donc Ker(S) # {0ga} donc il existe X € Q%, X # 0 tel que SX = Oga.

On déduit B(X, X) =0, ce qui est en contradiction avec la sous-question précédente.

| La matrice S est inversible.

14) Pour tous X et Y dans R? on a B(X,Y) € R.

Soient X et Y dans R,

Ona B(X,Y)T=YTSTX = YTSX = B(Y, X) et B(X,Y) € R donc B(X,Y)T = B(X,Y).

On a donc B(X,Y) = B(Y, X).

L’application B est symétrique.

Soient X, Y et Y’ dans R%.

Ona B(X,Y +Y') = XTS(Y +Y') = XTSY + XTSY' = B(X,Y) + B(X,Y").

Soient X et Y dans R% et \ € R.

On a B(X,\Y) = XTS(\Y) = AXTSY = AB(X,Y).

L’application B est linéaire & droite.

La matrice est une matrice symétrique réelle donc d’aprés le théoréme spectral, elle est diagonalisable sur R
dans une matrice orthogonale.

On note A1, g, ..., A\g les valeurs propres de S (répétées avec multiplicité) et D = Diag(A1, Az, ..., Ag).
D’aprés la question 13b, la matrice S est inversible donc on a A; # 0 pour tout k € [1,d].

Mountrons que A; > 0 pour tout k € [1,d].

Par I’absurde, on suppose qu’il existe i € [1,d] tel que A\; < 0.



On considére X; = (21, xa,...,24) € R¢ un vecteur propre de S associé a la valeur propre \;.
On a B(X;, X;) = XTSX; = L XTX; = A\ Y0, a2 < 0.
L’application

R — R

{ X — B(X,X)

est polynomiale donc continue.
On a donc B(X, X) < 0 dans un voisinage U de X;.
La partie Q% est dense dans R? donc il existe Y; € Q¢ dans U.
On a B(Y;,Y;) < 0 ce qui est en contradiction avec la question 13a.
Ainsi, on a A\, > 0 pour tout k € [1,d].
Si X € RY, on note PX = (y1,%2,...,yq) et on a

d
B(X,X) = X"PTDPX = (PX)"D(PX) = A} .
k=1
Ainsi, pour tout X € R, ona B(X,X)>0et B(X,X)=0 <= PX =0ga <= X = Opa (inversibilité

de P) : lapplication B est définie positive.

L’application B est symétrique, linéaire & droite définie positive donc

‘ L’application B est un produit scalaire sur R¢. ‘

15) a. On considére la base canonique de R? et on lui applique le procédé d’orthogonalisation de GRAM-
SCHMIDT.

Les vecteurs de la base canonique de R? appartiennent & Q¢ et B(X,Y) € Q pour tous X et Y dans Q¢
donc les vecteurs qui apparaissent dans cet algorithme sont tous des vecteurs de Q¢.

N.B. On ne procéde pas a I'étape finale de normalisation des vecteurs.

On obtient donc une base (e, ez, ..., eq) de R? orthogonale au sens du produit scalaire B et telle que ej, € Q¢
pour tout k € [1,d].

b. Soit X = (z1,22,...,24) et Y = (y1,¥2,--.,ya) des vecteurs de R%.
On considére X' = (a1, aq,...,aq) (resp. Y’ = (b1, P2, ..., B4)) les coordonnées du vecteur X (resp. V) dans
la base (e1,ea,...,eq).

On a donc par bilinéarité de B,

d d d d
B(X,Y)=B Zai.ei,Zaj.ej = ZZaiﬁjB(ei,ej) )
i=1 j=1 i=1 j=1
On a B(e;,ej) = 0 pour tous i # j donc B(X,Y) = 2221 qrakPr ot g = B(ek, er).
On a e}, € Q% donc ¢ € Q et d’aprés la question 13a, g > 0.
Ainsi, on a XTSY = X'TDY’ ou D = Diag(qi, .- -,qa)-
On note @ la matrice de passage de la base canonique de R? & la base (e, ez, . . ., eq).
Les vecteurs e, €s, ..., eq appartiennent 4 Q¢ donc @ € GL,(Q).
D’aprés le théoréme de changement de coordonnées, on a X = QX' et Y = QY.
Onpose P=Q letona P e GLy(Q) et X' =PX,Y' =PY.
On a donc XTSY = XTPTDPY.
On pose A = PTDP et on a XTSY = XTAY pour tous X et Y dans R%.
On fixe i et j dans [[1,d]]2 et on évalue cette égalité avec X = (0} )1<k<a et Y = (5%)1<k<d pour obtenir
Sij = Aij (68 =1si k =g, 0 sinon).

On a donc S = A c’est-a-dire

S =PTDP
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16) Soit A € R.

A 0 0 —ag
-1 X . —aq
xu) =] 0 -1 . 0
A —Qp—2
0O ... 0 -1 A—ag-

On ajoute ALy + A2L3g + ... X=1L, a Ly et on obtient

0 0 0 Z()
-1 A —aq
xuN)=| 0 -1 . 0
A —Qp—2
0O ... 0 -1 X—aqg1

Par développement par rapport a la premiére ligne, on obtient

1 A 0 0
0 -1 A
xu(N) = (=) Z(N) -1 0 |=EDTZO) x ()T =2
A
0 0 -1

Le polynéme xas — Z admet une infinité de racines donc il s’agit du polynéme nul.

On a donc

Xm =27

Remarque. La matrice M est appelée matrice compagnon du polynéme Z. En notant F = Vect(1, z, 22,...,2971),

il s’agit de la matrice représentative de I'endomorphisme de F o — za dans la base (au sens des Q-espaces

vectoriels) B = (1,z,22,...,2971).

17) a. Soit (i) € [1,d]".

D’aprés la formule du produit matriciel, on a
d
(SM); = Z Sik My .
k=1

Sije[l,d—1],ona My =1sik=7j+1et 0sinon donc (SM);; = S; j41 = t(z"F1).
Sij=d, on a My; = ar—1 donc par Q-linéarité de ¢,

d d—1 d—1 d—1
(SM)ij - Zt (ZHk) ag—1 = Z ayt (Zi+k+1) =t (Z akzi+k+1> =1 (z”l Z akzk> .
k= k=0

1 k=0 k=0

On a Z(z) =0 donc Zz;é apz* = 2% donc
(SM);; =t (Zi+1 % Zd) —y (ZierJrl) —y (Zz’+j+1) '

Ainsi, pour tout (i,5) € [1,d]?, on a (SM);; =t (27+3F1) = (SM);; donc

‘ La matrice SM est symétrique ‘
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b. D’apres la question 15b, on a

SM = P™Diag(qy, . ..,q4)PM = P™Diag(\/q1, . .,+/qa)Diag(\/q1, - - -, /3a)PM = R"RM

donc
RMR™ = (R") " (SM)R™ = (R"))" (SM)R™

et comme la matrice SM est symétrique (sous-question précédente),

(RMR™)" = (R (SM)"R™" = (R™))" (SM)R™" = RMR™!

‘ La matrice RMR™! est symétrique. ‘

18) La matrice RM R~ est symétrique et a méme polynéme caractéristique que M. Cependant, elle n’est
pas a coefficients rationnels a cause des racines carrées. Les nombres rationnels q; n’ont pas de racine carrées
dans Q mais ils en ont dans des anneaux de matrices a coefficients dans Q. De plus ces racines carrées
peuvent étre choisies symétriques d’aprés la question 3c. On reprend donc le principe du raisonnement de la

question 15b en utilisant des matrices par blocs.

On a q1, q2, - .., qq des rationnels strictement positifs.
D’aprés la question 3c, il existe n € N* et des matrices My, Ma, ..., My € S, (Q) telles que M? = ¢;I,, pour
tout ¢ € [1,d].
On note D = Diag(q,...,qq) et pour toute matrice A € #y(R), on note A’ la matrice de .#,4(R) obtenue
en remplagant chaque coefficient a;; par un bloc a;;I,,. On remarque que :

— pour tous A et B dans #4(R), (AB)' = A’B’ (théoréme du produit par blocs) et en particulier si A

est inversible, alors A’ est inversible,
— si A est une matrice de Sg(Q), alors A’ est une matrice de Spq(Q).

Enfin, on note H la matrice diagonale par blocs

My 0 0

0 M 0
H=

0 0 My

qui appartient & S,4(Q) et qui est inversible puisque toutes les matrices M; le sont.

D’aprés la question 15b et le théoréme du produit par blocs, on a
S/M/ — P/TD/P/M/ — P/THQP/M/ — UTUM/
ou U = HP' donc
UM'U = (UT) T (MU = (UY) (SM) U
et comme la matrice (SM)’ est symétrique (car SM est d’apreés la question 17a),
MU =@ ) (sMmyTUt = (U (SMYUTt =UuMU

donc la matrice UM'U~! appartient a S,4(Q).
Le réel z est une valeur propre de la matrice M : on considére un vecteur propre associé X = (aq, s, ..., aq).

Par produit par blocs, le vecteur de R™® obtenu en répétant n fois chaque coordonnée
Y =(a,a1,...,01,00,00,...,09,...,04,Qdy ..., Qq)

vérifie M'Y = 2Y.

On déduit que z est valeur propre de la matrice M’.
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La matrice UM'U ! est semblable & la matrice M’ donc elle a méme polyndme caractéristique que M’ donc
z est valeur propre de la matrice UM'U ",

La matrice UM'U~! répond a la question posée.

Remarque. Le fait que les matrices M; commutent deux a deux n’est pas utilisé.

Décryptage du sujet

Un nombre complexe est dit algébrique s’il existe un polynéme P a coefficient rationnels tel que P(a) = 0.
On définit alors le polynéme minimal de «, 7, comme le polynome unitaire de Q[X] de degré minimal qui
annule « ; 7, est 'unique générateur unitaire de I'idéal de Q[X] formé par les polynémes qui annulent c.
On appelle conjugués de « les racines complexes de son polynéme minimal.

Par exemple, les conjugués de /2 sont v/2 et —/2 ; les conjugués de /2 sont /2, j¥/2 et j2/2.

Si A est une matrice de #,(Q) et que « est une valeur propre complexe de A, alors le polynéme minimal de
« divise le polynéme caractéristique de A donc tous les conjugués de « sont également valeurs propres de A.
Si A est une matrice symétrique a coefficients rationnels, on sait d’aprés le théoréme spectral que toutes ses
valeurs propres sont réelles. Ainsi, si « est valeur propre d’une telle matrice, il a la propriété que tous ses
conjugués sont réels. (Par exemple, {/2 ne peut étre valeur propre d’une matrice symétrique a coefficients
rationnels).

Le but du sujet est de démontrer que la réciproque est vraie : si o est un nombre algébrique réel tel que
tous ses conjugués sont réels, alors il est effectivement valeur propre d’une matrice symétrique a coefficients
rationnels.

Il est démontré dans le sujet que l’ensemble des nombres algébriques dont tous les conjugués sont réels
(nombres totalement réels) est un sous-corps de C (il s’agit d’une extension galoisienne du corps des nombres

rationnels).
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