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Premiere partie :

1. Onremarque que pour tout k € {1,...,n}, {-1,1} € X;.(Q) et pour tout h € X;.(Q)\ {-1,1}onaP[X = h] =0et E(Xi) =
Par le théoreme de transfert on a :

Elexp(AZ)] = Y eMP(Z=2)
z€Z(Q)
> Y MPiz=2
zeZ(Q)
z=t
> MY PZ=2=MPZ2)
ZeZ(Q)
z=t

ce qui donne P(Z = t) < e ME[exp(12)].

2.0nal[S,;<0]=[S,=0],etXj+..+ X, <0=>3ie{l,.,n}, X;<0,donc [S,; <0]c[X;<0]etP[S,<0]<P[X; <0],
or P[X; <0] €{0,%} doncP[S, <0] < § etP[S, =0] = }

3. Delaquestion 1. ona

\%

P[S, t] =P[nS; = nt]

exp(—Ant)E[exp(AnSy)]

IA

comme X, .., X, sont indépendantes alors exp(AX3),..,exp(A1X},) le sont aussi donc

Elexp(AnS,)] Elexp(A(X1 +.. + Xp))]

=[] Elexp(AX]
k=1

et par le théoréeme de transfert on a E[exp(A X})] = ehzed ce qui donne :

A ,—A\"
+2€ ) = exp(n(w() — A1)

e
P[S, = t] < exp(—Ant) (

donc 1 log[FD [Sn = t] < (Ww(A) — At) pour tout A =0, (éventuelement valable siP[S,;, = t] =0), ce qui donne le résultat.

4. SoitA=0,onakE[X;exp(AX))] = et _e ! etE [exp(AX))] = et +e ! donc m) = M _i = th(A) qui est strictement croissante de
R* vers [0, 1] donc bijective, d’ou pour tout ¢ € [0, 1[ il existe un unique A = 0 tel que m(A) = ¢.

5a. Soitn=2etA=0,0na
(X1 — m(A) (X2 — m(A)) Dy (A) = [exp (AX1) (X1 — m(A))] [exp (AX2) (X2 — m(A))] exp (AT, — ny (1))

avec T, =Xs+..+ X,
Les variables X; sont indépendantes donc X;,X», Ty, le sont, d’ot1 'indépendance des variables

exp (AX1) (X1 —m(A)) , exp (AX2) (X2 — m(A)) et exp (AT, — ny(A))
donc
E[(X1 — m(A) (X2 — m(A) Dp(A)] =E [exp (AX1) (X1 — m(A)].E[exp (A X2) (X2 — m(A)] .E [exp (AT, — ny ()]

de plus E [exp AX)) (X5 - m(/l))] = eA(l -m(l) + e"l(—l —m(A)) =0 d ot le résultat.



b. Onaaussipouri#j ,E[(X;—m(A)(Xj—m(A))D,(A)] =0 ce qui donne

2
1 n
E[(Sn—mA)*D,)] = —E (Zxk—mm)) Dp(A)
k=1
1 n
= —E ];(Xk—m(/l))an(M]

1 n
= — Y E[(Xx—m()?* D]
k=1
Par indépendance des X; on obtient :

E[(Xx - mA)? DyD)] = e ™ VE[(X; — m(A)* exp AXp) | E

o)

i#k
etona
E[(Xi - m(A)2exp(AXy)] = % 1 -m)? et + % 1 +mA)*e?
_ 2
T erieh
et el
A -A\"T
E exp(/lZXi) :IE[exp(/le)]"_lz(e te )
ik 2

ce qui donne

Mg\ o Ag oA\t
E[(Xk — m(A)? Dy()] (e 29 ) eﬂ+e—/1(e Ze )

(et + e‘ﬂ“)2

finalement : E [(S,, — m(1))* D, (V)] = % (eht-ﬂ)z < % (sauf erreur de calcul on trouve une meilleure majoration ! )

E[I,(A, &) expAn (S, — m(A) —¢€)] Z Ms=m-9p (g = g]

$€5,(Q)
|s—m(A)|<e
Y P[Sy=s1=P[S,—-m)|<e] (cars—m(d)—e=<0)

s€8,(Q)
|s—m(A)|<e

IA

7. Ecrivons (S, — m(A)? = (1 = I,(A, &) (S, — m(A)? + I,,(A, €) (S, — m(A)? on obtient

E[(Sn—mA)*Dy(V)] = E[(1-1,(,8)(Sn—mA)?D,p(V)]
e°E[(1 - I,(A,€)) Dy ()]

%

on vérifie facilement que E[D,(1)] = 1 eton aE [(S,, — m(A))? D, ()] < % , ce qui donne le résultat.
8a. Puisque[|s—mA)|<e] =[S, =mA)—€ln[S, <m(A) +¢] donc

P([Sn=m) —¢€])

\%

P([ls—m)| <e))
E[1,(A,€) exp An (S, — m(A) - ¢)]
E[(I;(A,€)Dy(A)] ‘eml/(/l)—lnm(/l)—en/l
1- iz)em//(/l)*/lnm(it)fen/l

ne

\%

%

v



ce qui donne
1
;logIP [Sp=zmA)—elzv ) —Am(A) — Ae + uy(e)

)

avec uy(€) = %log(l -7

b. D’apres 3. onapourtout r € R

1 .
Elog[F"[Sn =t < ir)lg(w(/l) -

Soit e [0,1[ete telque t+€e€0,1[, d’apres 4. 31 = 0 tel que m(A) = t + €, ce qui donne

1 1
;loglP [S, = t] ;loglP [S;=m(A) —¢€]

\%

YA —At+up(e)
/iln(t;(w(/l) —At) +up(e)

\%

finalement 1
inf (y(A) — At < —logP[S, =] <inf(y(A)— At
JILI;O(W( ) )+ up(e) < p ogP[Sy, = 1] 520“’”( ) )
. . 1 s
ce qui donne nEerzlogP (S, =t = i‘;ﬁ“"w - Ap).

c. Ecrivons
PlS,z1]=P(S, z1In[X, =1]) +P([S, = 11N [X, = -1]) +P([S,, = 1] N [X}, ¢ {1,-1}])

onaP([S,=z1In[X,=-1)=P[X1+..+Xy—1=2n+1]=0carJitelque [Xj +..+ X-1 =2n+1]c[X;>1],et
P(S,=11n[X,¢{1,-1})=0
DoncP[S, =1] =P ([S;-1 = 1] n[X,, = 1]) ainsi par récurrence on a

|1J>[sn>1]:u1>(rn][X,-:l]):i

n
i=1 2

et %logl]ﬂ> [S;, = 1] = —log2. La fonction ¢(A) = ¢ (1) — A =logch(A) — A est décroissante sur [0, +oo[ etllim @A) = —log2.
—+00

Donc le résultat est valable pour ¢ = 1.

Deuxieme partie :

9. f:la,b] — Rune fonction infiniment dérivable, f admet un maximum en x € ]a, b[ donc f'(xp) =0 et a > 0 tel que
Ixo—a,xo+alcla,bletVxelxy—a,xo+al, f(x) < f(x),

la formule de Taylor Mac-Laurin donne : f(x) — f(xo) = %(x— x0)2 f" (x0) + 0((x— x0)?) <0 et " (x0) +0(1) <0donc f (xg) <O0.

10. Soit 6 > 0 tel que § < min (xg — a, b — xp) ,s0it x1 € [a, xg — 8] U [x9 + 0, b] tel que f(x;) = f(x),ona:

max
x€[a,xo—0]U[x9+05,b]

X0—0 b
Osf etf(x)dx+f e T @dx <2(b-a)e /™)
a Xo+0
comme xpest 'unique maximum de f sur [a, b] alors f(x;) < f(xo) par suite

Xo—6 b
f etf(x)dx+f T Wdx = o(e!/ ),
a Xo+0 I—+oo

—+



11.

Prenons un € > 0 assez petit vérifiant f(xg) —€ > f(x1), soit le réel 69 > 0 tel que Vx € xo — 69, xo + 69l f(x) = f(xg) — €, posons

a = min(d,dy),nous avons alors
Xo+0 Xo+a
f e Dy > f VP dx > 2ge!/X0)-0)
X

0 = Xo—a
ce qui donne

x0—6 b
f etf(x)dx+f fWdy = o(e!f-9)
a Xo+0 L

—+00

et
Xo—0 b Xo+0
f etf(")dx+f e fW¥dx = o(f e dy)
a X0 +6 13 x0—6

—+00
Xo+0 b
d’oﬁf e Wy~ f e @y
Xg—6 t—+o00 Jg4
La formule de Taylor Mac-Laurin donne :
1
fx) = flxo) = _E(x—x0)2(|f//(x0)| +a(x—xp) et alx—xp) xjxgo

Soit € > 0, considérons €; >0, qu’on précisera par la suite, et 6 > 0 tel que

Vx €lxg— 8o, X0+ 60l < [a,b],la(x—xo)l < &1 |f" (x0)]

donc s 5
Xo+ X0+
f Ot gy = etf(xo)f T g ) o) [+ alr=x0)) g o
x0—6 x0—6
" 1"
On pose s = (x — xp) M etc=90 M on obtient
Xo+6 c
f 7 o 3 x| ()| —ale—x0) g . ”2 f oL+ g g
Xo—8 Ifif (xo)| —c

et|a’(s)| <& donc
¢ 2 ¢ 2 / ¢ 2
f o “”“dss[ oS 0+a (S))dssf oS 0-e1) g g
-c -c -

[

soit
1 cyV1+¢e; 5 c 2 , 1 cyV1-¢€; 2
—f e * dssf e S Irags < —f e ¥ds
v1+ep J-cyite —c V1—¢€1 J-cyi=g;
+00 5
Onaf e ¥ ds=+mdoncilexiste A>Otelque = A,
—00
cV1+¢€1 5 cy1-¢€1 2
f e Sds—vVrml<e; et f e Sds—-vrml=<g
—cy/1+¢; —cy/1-¢;
donc
\/ﬁ—é’l ¢ —2(1+d'(s) \/ﬁ+€1
— < e dss ——
V1+e —c V1-¢;
ou encore

" o
VI=€1 _ iy, | L0 f o[ gy < YIEEL
VI+e 2 X0 vi-e&



.XZ()+5

b
On sait que f e®dx et f e dx donc 3A’ > 0 tel que
oo ),

x0—6

x0+6 b XO+6
(l—el)f e”f(X)dxsf My < (1+gl)f o1 g5
x07§ a xofﬁ

\/_ —tf(x)dtlf (xo)f L1 Va+e
1- 0 Ydx < (1
( gl) r=ve )\/—_81

comme (1 — x) ‘F N \/_ alors dn > 0 tel que |x| <n donne ‘(1 x) \/_’ < ¢, on choisit g; vérifiant :

doncsi t = max(A4,A) ona

Vi-e<(1- E)\FEI et(1+£)‘f+£1<\/_+£ Donc pour ¢ = max(A, A)

/ b
o~ 1 (x0) tlf”z(xo)\f O dx— /| <€
a

d’ou le résultat.

12a. Parrécurrence
b. Dans [ e 't"dt on fait le changement x = £ on obtient: n! = n"*1 [ en108¥"0qx
la fonction ¢ : x — logx — x , admet un maximum unique en x = 1 et " (1) = -1
On remarque que Vx>0, logx < % donc ¢(x) = 5 et [, e"108¥ " Vdx < [;"® e™"¥/2dx = %

Par application du résultat de la question 11.

2
f en(logx—x)dx - en(p(l) 2—” — e—n 2_7[
0 n—00 n|e" (1) V n

donc [ e"1%8¥Vdx ~ e"\/Z cequidonnen! ~ 2mn(Z)".

n—oo n—oo

Trosiéme Partie :

a @ Isin (1)| 2 N
13. Ona |sm(x )| dx = ————dt. Posons N = E() (Eest la partie entiere ), on a alors :
0 x=vido 2Vt

a N7 |gj t
f sin(x*)|dx = / sin (O] 4,
0 0 2Vt
N-1 p(k+1) 3
- Z[ ”Ism(t)ldt
k=0 km 2\/E
. Nz‘lf” sin (7 + kn)ldt
k=0J0  2Vt+knm
N-1 1 b4
= ——— | sin()dt
,;) 2+ 0 Jo
1 N-1
finalement f |sin (x?)| dx = \/_kzb ,la série ¥ ﬁdlverge donc f |sin (x?)] dx T oo

14. Parle théoréme d’intégration des séries entiéres sur un segment.



a a—1 —cos(x2) |* a1
15. f sin(xz)dxzf — (cos (x?)) dx = Zeos() | — cos (x*) dx
1 1 2x 2x . 1 2x2
. cos(a®) . cos(x?) s . 4 cos (x2) . o s
ona lim g, =0et la fonction x — —35— est intégrable sur [1, +oo[ donc lim dx existe , d’'ou 'existence de
a—+oo x a—+oo Jq x2
a
lim | sin(x?*)dx.
a—+o0 J
De méme on al'existence de lim [y’ cos(x?)dx .
a—+oo
a A /2” +00
16. Ona f sin (x?)dx = e f sin (x?) dx, trois intégrations par parties donnent:
0 a
fasin(xz) dre v2r  cos (a?) ~ sin (a?) ~ icos(az) . Ef‘foo cos (x?)
0 4 2a 4a3 12 a° 8 Ja X6
+o0 cos (x?) oo ] 1
etona/ dx sf —dx=——=;dou
a x6 a x 5a°
a V2n  cos(a?) sin(a? 1
f sin(xz)dx: - ( )— ( )+O(—)
0 4 2a 4a3 ad®
De méme on a 9 2
a V2r sin(a cos(a 1
f cos (x*)dx = + (@) _ cos(a) +0(—=)
0 4 2a 4a3 ad

1 1 1
17 . Ecrivons f g)sin(tf(x))dx=g (.X'())f sin(z f (x))dx +f (g(x) — g (x0)) sin(t f (x))dx.
X0 X0 X0

Posons ¢ : [xg, 1] — R définie par

g'(xo)
f"(x0)

¢ admet un développement limitée en x, d’ordre 1 donc elle est de classe € L sur [xg,1]. On a alors

- —g(x},_(i)(x‘)) si x €xp,1]
Px) = .
six=xp

1 1
f(g(x)—g(xo))sin(tf(x))dx f(p(x) f(x)sin(zf (x))dx
X0 RY)]

= [_&tx) cos(tf(x))

1 1,/
+f ¢ cos(tf(x))dx
X0 X0 r

¢ étant de classe €' sur [xo, 1] donc ¢ et ¢ sont bornées sur [xg, 1] ce qui donne
! 1
f (8(x) — g (xp)) sin(z f (x))dx = O(;)
X

18a. Ona f est € sur[0,1] , f"(xp) >0 donc f”(x)> 0 pour tout x dans un voisinage de xq de la forme [xo — @, xo + @] , f est
strictement croissante sur [xo — @, xo + a] et f'(xp) = 0 donc f'(x) > 0 pour tout x dans ] xo, xo + a] , or f’ s’'annule uniquement
en xo donc f'(x) > 0 pour tout x dans ]x, 1] et f est strictement croissante sur ] xg, 1] donc strictement croissante sur [xg, 1].

Donc h(x) = \/|f(x) —f(x0)| =/ f(x) - f(xp) , h est strictement croissante ,de [xp, 1] sur [0, 2(1)], comme composée de
deux fonctions strictement croissantes, donc elle est bijective.

b. soitt>0,ona

h(xo+1t)—h(xg) _ /f(xo+ 8~ f(x0)

t t

\ 3" (x0) 12 + 0(2?)

t

\/%f”(onO(l)

donc £ est dérivable en x, a droite, et i’ (xp) = @



19.

20.

On admet que h™1:[0, k()] — [xo,1] est infiniment dérivable.
Par le changement s = h(x) on obtient :

1 h(1)
f sin(zf(x))dx = f sin(£(s? + f(x0))) (h™1(s))'ds
X 0

0

d’apres la question 17 on a:

1 h(1)
f sin(tf(x))dx = (h_l)’(O)/ sin(#(s* + f(x0))) ds+ O
X0 0

avec (h™1)/(0) = ﬁxo) =y f”?xo) et

g

h(1) cos(t f(xp)) VTh(1) sin(t f (xo)) Vth(1)
sin(#(s® + f(xp))) ds = —f sin(s®)ds + —f cos(s?)ds
fo Ix Vi 0 Vi 0
Vth(1) VTh(1)
d’apres la question 16 on a :j(; sin(s®)ds = @ + O(%) et/o cos(s?)ds = @ + O(%) , ce qui donne
h(1) sin(tf(xg) + %) 1
fo sin(£(s + f(x0)) ds = g% +0(2)
finalement
r . A 1
fxo sm(tf(x))dx—sm(tf(xo)+Z) WJFO(;)
Supposons que xq €]0, 1[ écrivons

1 X 1
f g(x)sin(tf(x))dxzf Og(x)sin(tf(x))dx+f g(x)sin(tf(x))dx
0 0 X0

o P ! . _ . m [ ox 1
d’apres ce qui précéde on a fxo g(x)sin(zf(x))dx = g(xo) sm(tf (x0) + 4) 217 xo) + O( t) ,

xo—1
Xo

fxo () sin(¢f ()dx = glxo) sin(£f (x0) + ) Lw(l)(y
A g(x)sin(zf(x))dx = g(xo)sin | f (xo N 27 o) | d'ot

! . . b4 27 1
fo gx)sin(zf(x))dx = g(xo)sm(tf (x0) + Z) 7 xo) + O(;)

par le changement s =1+

x on ramene 'autre intégrale a une intégrale, dans [xg, 1], ce qui donne aussi




