MP 2022 Mathématiques B (X) : 4H Un corrigé

Premiére partie

1. (a) Soit x € R\Z. Les termes de la série sont bien définis. De plus quand n — +o0, on a

1 1 2x
= =0O(1/n?
x+n+x—n z2 — n? (1/n7)

Or la série E 1/ n? converge donc par comparaison & une série & termes positifs,

’1& série définissant g(x) est absolument convergente donc convergente‘

(b) Soit x € R\Z. On a bien —x € R\Z et

g(_x)_—lazr++§<—x1+n+—x1—n> __i_i.f(a:in—i—xin) = —9(@)

n=1 n=1

De plus f est impaire car cos est paire et sin est impaire ainsi ’ les fonctions g puis D = f — g sont impaires

(c) Soit x € R\Z. On a bien z + 1 € R\Z.
— cos(mx)

On remarque que f(z+1) == = f(z) donc f est 1-périodique.

Soit N € N*. On a

N N
1 1 1 1 1 1 1 1
x+1+z<m+1—|—n+x+1—n>_x+z<x+n+x—n>+:c+N+l_m—N

n=1 n=1

— sin(7x)

r_ 11
FNFT — 2-N o

0 0. Ainsi par unicité de la limite : g(x + 1) = g(z)

d’oul ’les fonctions g puis D = f — g sont périodiques de période 1 ‘

(d) Les fonctions sin et cos sont continues sur R de plus Vz € R, sin(z) =0 <= x € 7Z.

Donc par quotient d’applications continues dont le dénominateur ne s’annule pas, la fonction f est continue
sur R\Z.

1
Je pose pour ug : x +— — et uy 1 T — pour n = 1.
x

r+n + r—mn
(i) Pour tout n € N, u,, est continue sur R\Z.
(ii) Soit deux réels a < b tels que [a,b] C (R\Z).

On note N = 14 max ([|al], [|0]]) de sorte que N € N*.
—2z . .
ﬁiij}g.[)ou

2|z| <N
nZ—z2 S n2

Soit = € [a,b]. On a |z| < N et ainsi pour n > N, on a u,(z) =

Vn >N, Vz € [a,b], |u,(x)| =

Ainsi la série de fonctions Z uy, converge normalement sur [a, b]
n>N
donc la série de fonctions Z uy, converge uniformément sur tout segment de R\Z.
n>N
ainsi comme R\Z = U 1k, k+1]
kEZ
la série de fonctions Zun converge uniformément au voisinage de tout point de R\Z (ii)
n=0

Par théoréme de cours avec (i) et (ii) ’1& fonction g puis D est continue sur R\Z‘

Il aurait été plus malin et simple de prouver la convergence uniforme sur tout segment de ]0,1[ puis
d’utiliser la 1-périodicité.
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2. (a) Soit x € R\Z. Par I'absurde, si § € Z alors x € 2Z C Z (absurde)
et si £t € Z alors o + 1 € 2Z et donc x € Z (absurde)
De plus cos(m(1 + z)/2) = sin(wx/2) et sin(w(1 + x)/2) = — cos(mwx/2), donc

x 14+x\  —cos®(mz/2) +sin’(rz/2) _ cos?(wz/2) — sin®(nz/2)
/ (7) +f 2 ) -7 sin(rz/2) [~ cos(rz/2)] i 2sin(mwz/2) cos(mz/2)
on a bien | f <§) + f <1+x> =2f(x)

(b) Soit x € R\Z. g (%) + g (1%) est bien défini comme ci dessus.

N
1 1
Soit N € N*. Je note SN : ¢ — 1 et on a:
' HOME ON t+Z;<t+n+t—n) "

N

Sx () + S <1;x> = x}sz: (x/21—|—n * x/21— n> T +11)/2 +n§ ((x+1)1/2+n * (x+1)1/2—n>

N N
2 2 2 2 2
x+;<w+2n a:—2n>+m+1+;<m+2n+1+x—(2n—1)>
_2, /2 L2, i% 2 , 2y, 2
oz = \z+k z—k — \z+k z-k) z+2N+1
k;[?air kirr?pair
2N
1 1 1 2
=2|= S
[$+;<m+n+x—n>] +x+2N—|—1
T p—
TN T ON + 1

1
Par unicité de la limite quand N — 400, on obtient | g (g) +g < —2Fx> = 2¢9(x)

3. (a) En établissant une convergence uniforme analogue 1(d), on établit que

X1 1
la fonction h : z — Z < + > est continue sur | —1,1]
—rr r+n x—n

donc h(z) —— h(0) =0 d’on

z—0
1
o) =+ +o()
1 zmcos(mzx) — sin(mx)
D’un autre co6té quand z — 0, on a f(x) — o= v sin(r)
et 7 cos(mz) —sin(rz) = mz (1 — O(a?)) — (72 + O(2?)) = O(2®) = o(z?)

et xsin(nz) ~ mr? donc f(x) — % =o(1)
Ainsi D(z) = f(z) — g(x) = o(1) d’ou D(z) — 0

z—0
Ainsi D se prolonge par continuité en 0 par D tel que D(0) = 0.
Comme D est définie, 1-périodique et continue sur R\ Z selon 1, alors

la fonction D se prolonge par continuité en une fonction D sur R telle que f)(O) =0

On remarque que Vk € Z, ]S(k) = 0 car D est 1-périodique et ainsi D est 1-périodique.
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(b) Comme D est continue sur le segment [0, 1],

le théoréme des bornes atteintes nous fournit |« € [0, 1] tel que 15(04) =M

En utilisant 2, par différence, on a

vz e R\ Z, 15(”5)+]5<

z+1

) = 2D(z)

Par continuité de D et comme R \ Z est dense dans R, on a

r+1

Vz € R, D( )+D< ; >—2]5(x)

Ainsi D (5) +D (a ; 1) — 2D(a)

=2M

On remarque que comme D est 1-périodique, alors M = sup D(t) donc D

- - g 1
ap D(t @)ngD<w+><M.
teR 2 2

- ~ 1 N
Par I’absurde si D <%) <M, alors 2M <M + D (a;> < 2M. Absurde donc D (%) =M

Par récurrence, l'initialisation étant triviale et I'hérédité se faisant comme ci-dessus :

4. On a 22 ——— D(0) = 0 par continuité donc M = 0.

5.

n—-+o0o

Par continuité, D est impaire donc —M = D(—a) = min D(¢)

teR

Ainsi Vt € R, 0 < D(t) < 0 d’ont ’1& fonction D est nulle sur R‘

Ainsi f = g et en multipliant par x, on a :

+oo
Vz € R\Z, mxcotan(rz) =1+ 2 Z %
2 —n

n=1

(a) Soit z € |—2m,27w[\{0}. Je note t = 21 de sorte que t € |—1,1[\{0}.
T

Ainsi avec 4, on a :

T z ™=t
3 cotan (5) = 7t cotan(wt) = 1 + ZnZ::l oa i 1

2

or Vn € N*, 0 < (t/n)? < 1 donc par somme géométrique, on a

—+00

n=1

“+oo +oo “+o00 +0o0

n=1 7=0 n=1 j=0

+00 +2
2 i @)

t2 ]+1

t2 t2
ZWZZ$ D MT N =D > sy

Comme on part d’'une somme convergente, la famille double de réels positifs est sommable et on peut
appliquer Fubini et effectuer un changement d’indice bijectif :

—+00

n=1

ZnQ( t/n

—+00 400 tgk “+00 +00 tQk —+00

=20 =22

nlkl k:lnl

X X
Ce qui td 1 L ot <f) —1-
e qui permet de conclure que |  cotan | 5 Z

+0o0
((2k) 2k

— 92k—1 2k
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6.

7.

(b) Soit z € ]—2m, 27[\{0}. On a bien ¢ # 1 et ¢ — 1 = l#/2 (eia’f/2 - e_ix/Q) = 2isin(z/2)e*/2. Ainsi
ix ireiz/2 x x T

. — cotan ( ) — 1=
er —1 2 SID(SL'/2) 2 2 2

i i
En utilisant (a), on en déduit que | — =1-—=- Z 2% 17r2k z

el.’E

2

Comme i* = —1, on a d’aprés la question précédente (c’est aussi vrai pour x = 0) :

: +oo k—1
: i i (=" C(2k) .
Vo €]-2m,2n[, iz= (e’ —1) (1—2+ W~(wv)2]“C
k=1

+oo k: 1< 2]{3)

Je considére la somme de la série entiére G : u — 1 — — —|— E 2% Tor (iu)
T

Son rayon de convergence est > 2w d’aprés ce qui précéde.

De plus, la fonction exponentielle étant développable en série entiére de rayon infini, alors par produit de Cauchy
de séries entiéres,

la fonction H : u — (ei“ — 1) G(u) est développable en série entiére de rayon > 2.

C’est le cas également pour K : 4 — iu de rayon oo

Or K et H coincident sur | — 2, 27| un voisinage réel de 0

donc les coefficients sont identiques ainsi elles coincident sur le disque ouvert de rayon 27 centré en O :

. 400 —
Vu € C, |u| <21 = iu= (" — 1) <1—W+Z(_l)klg(2k)-(iu)%)

2 22k—17r2k
k=1

z
Soit z € C tel que |z| < 27. On a ‘f} < 27 et donc
i

+<>O kl
C(2k) o
= (e —1) (1_ +Z 22k12k z

(a) Par quotient h est de classe C* sur R et sur R* . De plus d’aprés la question précédente, on a

-I-oo k: IC Qk)
Vo € ]-2m,2x[, h(z) +Z 2% e

Ainsi h est développable en série entiére sur |—27, 27[ et y est donc de classe C*.

Rl N () (0)
Ainsi la fonction h est de classe C*° sur R et Vo € |—2m,27[, h(z) = Z o xP

p=0

Ainsi par unicité du développement en série entiére, on a

n—1
v e N, hM(0) = Wg(zn)
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b
(b) On vient de voir que sur |—27, 27|, h est la somme de la série entiére Z —r;x” car 0! = 1! = 1.

mn.
n=0

1
Je pose (an),cny = (M) et K la somme de la série entiére Z anz"
! =
- n

de sorte que Vx € R*, K(z) = ¢ et k(0) = 1.

Je pose également ¢y = 1 et Yn € N*| ¢, = 0 et ainsi

+o0 +oo +oo b
Vo € |27, 27|, chx” =1=K(z)h(z) = (Z anx"> (Z n’:x">
n=0

n=0 n=0
b
Par unicité et produit de Cauchy, on a donc pour tout n € N: ¢, = k—ljan,k
k=0
= b 1 sin=0
Ce qui permet de conclure : |Vn € N, k- B
D’aprés 1 ti scédent 2>1 I b b2 16— 14+ b2
(c) D’apres la question précédente comme 2> 1, ona: 0= 0!.3!4— 1!.2!4—2!'1! =1/6—-1/4+4bo/
1
donc by =2(1/4—-1/6) =1/2—1/3 d’on H
-1 n—122n—1 2n -1 021 2 2
On remarque que Vn € N*| ((2n) = (=1) @n)] T bay, donc |((2) = ()2!7Tb2 = %
) b by ba b3 ba
Ensuite 0= Gros + 9 a T arg Tana T
b -1
donc by = 730 —b1—2by = —1/5+1/2-2/6 = (~6 + 15— 10)/30 d'on | bs = o
o _ (—1)123’/‘['4 _ 7T4 . _ 71'4
Ainsi ((4) = Tb4 = —|—3! 1 d'ou |((4) = 90
.o bo b1 ba by be
Puis 0= 6 ¥ 16 T ars T aroa el
1
donc bg = —bo/?— by — 3by — 5by = —1/7—|— 1/2 — 1/2—|— 1/6 d’ott |bg = E
o (—1)2257(’6 257]_6 7I'6 7I'6
A 6) = —~-——bg = = d’ou | ((6) = —
insi ¢(6) 6 T Bx7x6 IxIx3xixsxax7xs o) =55

Deuxiéme partie

(a) Soit p e A (E). Ona VA € Z(E), 0 < pu(A) <1 et ainsi i est bornée.
d’ott ’///(E) est une partie de Z(Z(E),R) ‘

(b) Tiens une question de cours! Il s’agit de montrer que la norme infinie est bien une norme.

|lf]l € Rt (dont 'existence)
If+gll <[IfIl + gl

AL = AL NLA
[Afl=0=f=0

Soit, f et g € B(X(E),R). Soit A € R. Montrons :
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(i) L’ensemble {|f(A)], A € Z(E)} est une partie non vide de R* d’ou I'existence de borne supérieure
dans R*. Ainsi || f|| € RT.

(ii) On a VA € Z(E), |(f +9)(A) < [f(A) +[g(A)] < IF] + gl
d’ot [| f + gll < [IFIF+ llgll

(iii) Si A =0, alors on a bien [|[Af|| =0=|A|- ||/l
Si A #£0, ona VA € 2(E), M(A)] = A [F(A) < - 1]
donc [[Af[ < [A]-[[f]]
On applique ce résultat & 1/X et Af ||1- f|| < [1/A]- [|A S]]
donc Al - [[fIl < Al
Ainsi ||Af|| = |A| - || f]] dans tous les cas.

(iv) On suppose |Af| = 0 donc sup{|f(A)|, Ae P(E)}=0
ainsi VA € Z(E), f(A) =0 ce que 'on voulait.

On conclut que ’ || - || définit une norme sur l'espace vectoriel Z(Z(E),R) ‘

9. On suppose que la suite (), converge vers p dans I'espace vectoriel normé %(Z(E),R).

La norme étant celle de la convergence uniforme, alors la suite converge uniformément (u,) vers u sur Z(E).

Ainsi la suite converge simplement (p,) vers p sur & (E)
donc pour tout A C E, la suite (u,(A)) vers p(A).

En particulier pour les singletons, on obtient : ‘Vx €E, lim pu,(x) lim p,({z}) =p({z}) =plz) (1)

10. (a)

n—+oo n—+00
+o00o
Avec les notations de 1’énoncé, on a l'union disjointe dénombrable : E = U {z;}.
i=1

+00 m
Ainsi 1 = p(E) = Z,u,(xz) = lim Zu(xz) orl>1-—e.
i=1 =1

m—+00 4

m

Ceci nous fournit m > 1 tel que Z“(%) >1-—c.
i=1

On pose Fo = {z; |i € [1,m] } et ainsi pu (F) > 1 —¢.

’il existe bien une partie finie F. de E tel que pu(F.) > 1 — 6‘

Par hypothése, on a : Vi € [1,m], nll}rfoo | (i) — ()| =0

Par somme finie, on a nll)rfoo ; |pn () — p(z)| =0
T £

ce qui nous fournit |un entier Ng > 0 tel que pour tout entier n > N, on ait Z |t () — p(x)] < e
x€eF,

Comme on a l'union disjointe A = (ANF,)J(A\Fy), alors p(A) = p(ANF:) + p(A\Fy)
Soit n € N. Comme c’est analogue pour u,, par inégalités triangulaires successives :

|n(A) = p(A)] < lpm (ANFe) — p (ANF)| + |pn (A\Fe) — p (A\Fe)

d’oul
[ (A) = p(A)| < |pn (ANF:) — p(ANF)|[ 4 p (A\Fe) + pn (A\Fe)

On a A\F. C E\F; or u et u, est croissante pour 'inclusion, on obtient :

[T (&) = (A < Jpn (ANF2) =yt (ANFL)| + 1 (E\F2) + i (E\F)
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On suppose que n > N.. Comme A NF. C F. (parties finies), on a alors avec (a)
i ANTF) = (ANF) < | 3 (@) — @) < 3 Jnle) — ()] < e
z€F-NA z€F.

et de plus, p (E\F;) =1—pn(F;) <ecar p(F;) >1—e.
On a, de maniére analogue :

pn (B\Fe) =1 — p(Fe) = (pn (Fe) = (Fe)) < p(BE\Fe) + |pn (Fe) — p (Fe)| < 2¢

On en déduit que ’si n > Ng, alors |un(A) — u(A)| < 48‘

(c) On vient de montrer que en supposant que la suite vérifie la condition (1) :
Ve>0, 3me N, Vne N, VA€ Z(E), n>=m = |un(A) — u(A)| <e¢

en prenant m = N, /4 dont le choix ne dépend que de €, u et la suite (pn)-

Ainsi la suite (pn),cy converge uniformément vers p sur #(E)

c’est dire (yin), oy converge vers pu dans Z(Z(E),R) (muni de la norme infinie).
La réciproque a été traitée en 9.

la suite (i), oy converge vers pu dans Z(F(E),R) si et seulement si elle vérifie la condition (1)

11. Par I’absurde on suppose que (x),cy- converge dans Z(Z(E),R) vers une limite notée p € .# (E).
Selon la condition (1), on a Vn € N*| u(x,) = khT O (Tn)-
—+00
Or Vk > n, 6ix(zn) =0 d’ou Vn € N*, p(z,) =0.
+oo
Ainsi comme p € #(E), alors 1 = pu(E) = Zu(xn) = 0. Absurde!
n=1

On conclut que |la suite (6x),cy- ne converge pas dans Z(Z(E),R)

12. (a) On va construire la suite d’extractrices par récurrence.
On remarque que : Vi € N*, Vn € N, pu,(x;) € [0,1] car p, € 4 (E).

Initialisation : Lasuite (un(2:)),,, est a valeurs dans le segment [0, 1]. Bolzano-Weierstrass nous fournit

alors ¢1 : N* — N* strictement croissante telle que (uw(n) (:1;1)) converge

neN*

Hérédité : Soit p € N*. On suppose avoir construit ¢1, ... ¢, p applications strictement croissantes de N*
dans N* telle que, pour tout k € [1,p] et pour tout entier 1 < 7 < k, la suite (M@logp2o,‘.04pk(n) (xi))neN*
converge.

Olzano-vvelerstrass a 1que la suite 0050...0 Tp+1 nous rournit 1 - — Stric-
Bol Weierst ppliqué 1 it (M(pl p20... Lpp(n)( p+ )) f it Pp+ N* N* stri

neN*

tement croissante telle que la suite (Ng010s020~-.0s0p0<pp+1(n) (:1:p+1)) converge.

neN*
De sorte que pour tout k € [1,p + 1] et pour tout entier 1 < i < k, la suite (F‘wlomomowk(n) (l’l))
converge.

neN*

Conclusion : on bien construit la suite voulue.

On a bien l'existence d'une suite (), cn- d’applications strictement croissantes de N* dans N* telle que,

pour tout k € N* et pour tout entier 1 < ¢ < k, la suite (”cmosozo-..wk(n) (mi))neN* converge.

(b) Soit i € N*. Soit p > k > 1.
Comme la composée d’applications strictement croissante de N* vers N* est strictement croissante de N*
vers N*, alors 41 0...0¢, : N* — N* est strictement croissante.

Alors (uwomomo%(n) (xi))neN* est une suite extraite de ('U’GO10€020~--O‘Pk(n) (xi))neN*.
Comme toute suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme limite, alors

pour tout entier k > i, la limite de la suite (/’LS@lO(ﬂQOmO(pk(n) (CCZ)) ne dépend que de ¢ et pas de k

neN*
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(¢) Soit k € N*. 1 oy 0...0 @ est strictement croissante par composition
or k < or+1(k) < pre1(k+1) car gy est une extractrice donc

P(k) =¢pr1opa0...00p(k) <propao...opr(prir(k+1))=1vk+1)

I’application i est strictement croissante‘ (c’est une extractrice)
On pose pour k € [1,i], ¥i(k) =k et pour k =i+ 1, ¥;i(k) = @it10...0pp(k).
De la méme maniére I'application ¢; est strictement croissante de N* vers N*, c¢’est une extractrice.

Ainsi

La suite (Msolosozo...osoi(n) (xi))neN* converge vers Lo (z;) selon 12(b).
Par ailleurs pour tout k > ¢, on a p1 0...0 ¢; o;(k) = ¢ (k),

) =
donc en tant que suite extraite, la suite (pup() () ps; COLVErge Vers fioo (;).

la suite () (mi))keN* CONVerge vers fioo (2;)

(d) Comme la suite (py(k) (i), est & valeurs dans R* car les p,, sont des probabilités

ainsi par passage a la limite ’,uoo (z;) =0, pour tout ¢ de N*

Soit k € N*. Comme gy € #(E), on a Zuw

N

Soit N € N*. On a Y ey (1) = pryy ({2 | € [1,N]}) < 1
i=1

En faisant tendre k vers +oo, on a Z,u,oo (z;) < 1.
i=1
N
Ainsi la suite des sommes partielles (Z oo (a:z)> est croissante et majorée par 1.
i=1 NeN*

d’ou la convergence de la série de somme Z too (7) < 1

(e) Soit € > 0. Comme la suite (pn), oy est tendue, cela nous fournit une partie finie F. de E telle que
tn (F2) = 1 — € pour tout entier naturel n.
On a donc Vn € N*, Z pn(x) =1 —e donc Vk € N, Z Py () 21 —¢
z€F: zelF.
En passant a la limite, on a obtient Z Poo(x) =21 —¢€
zeF,
En utilisant (d), la série Z Moo (x;) est convergente et & terme positifs, on a donc

i>1
+oo
12 o (w) > 1—¢
i=1
+o0
Ceci étant valable pour tout € > 0, on a donc Z“‘X’ (x;) =1
i=1

Ainsi la famille (u(z)),cp est une famille de réels positifs sommable de somme 1 ()par permutation).

Selon le théoréeme des germes des probabilités, on obtient | jios € A (E)
or Vz € E, kkfwuw(’“) (x) = poo(z) selon (c) et la suite (/W’(k))keN* est & valeurs dans ./ (E)

La condition (1) étant vérifiée, la suite extraite (,uw(k))keN* converge vers lo, dans Z(Z(E),R).

d’otl | puoo est une valeur d’adhérence de la suite (jy,),cy dans Z(Z(E),R)
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Troisiéme partie

13.

14.

(E, Z(E)) est bien espace probabilisable.
Bien définie : Soit A € Z(E). On a bien {X € A} € A car X est une variable aléatoire.
Ainsi on a bien Dexistence (et I'unicité) de ux(A) =P ({X € A}) dans [0, 1].
px(E) : Ona{X e E} ={we Q|X(w) € E} = Q donc
px(E) =P{X cE}) =P(Q) =1

o-aditivité : Soit (Aj),cy une suite de parties de E deux a deux disjointes.

On a
400 +o0 +o0 +oo
{Xe UAk}:{weQ X(w) € UAk}: U{weQ|Xw)eAr} = [J{X e}
k=0 k=0 k=0 k=0

or pour ¢ # j dans N, comme A; NA; =0 :
(XeAInN{XeAj}={weQ|X(w)eA et X(w)eA;} =0

Ainsi, par o-additivité de P :

+oo +oo +oo oo
X (U Ak) =P (U {Xe Ak}) =Y P({XeA}) =) nux(Ar)
k=0 k=0 k=0 k=0

Conclusion : |pux est une probabilité sur E‘

Soit X et Y deux variables aléatoires sur (£2,.4,P) et A une partie de E.
Selon le cours 1yxeay est une variable aléatoire vérifiant 1;xcay ~ B (P ({X € A}))
c’est & dire que 1yxeay suit une loi de Bernoulli de paramétre P ({X € A}) car {X € A} € A. On a donc

px(A) =P ({X € A}) =E (1xeay)

d’out par linéarité et comme c’est analogue avec Y : ux(A) — py(A) =E (I{XGA} — l{YeA})- Or
—1 < —|Ixeay — Lyveay| < 1lixear — liveay < |Lgxeay — Lyveay| <1

Comme les espérances existent bien car les variables aléatoires sont toutes bornées, on a

—E (|1xear — Liveay|) < px(A) — py(A) < E (|Lixear — 1iveay|)

On a bien | [ux(A) — py (A)| < E (|Lxeay — Lveay])
Pour G et H partie de ©, on note GAH = (GUH) \ (GNH) (différence symétrique), on a alors

Vw e Q,  |lxeay — liveay| (W) =1 <= w e {X € A}JA{Y € A}
De plus ’1{XeA} — 1{YeA}‘ est une variable aléatoire a valeurs dans {0, 1} donc
[1ixeay — Liveay| ~ B{X € AJA{Y € A})
On remarque que ({X € A}JA{Y € A}) C {X# Y} donc
E(|1xeay — Liveay|) =PUX € AJA{Y € A}) <P (X #Y)

Ainsi VA € P(E), |(ux — pv) (A)] < P (X £Y)
ce qui permet de déduire que ’ llux — py|| SP(X#Y) ‘
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15. (a) Soit w € Q.
Sivn e N, X, (w) = X(w), alors L(w) = 0 € N est bien défini.
Sinon {n € N | X,,(w) # X(w) } est une partie non vide majorée de N
car la suite (X,,(w)),cy est stationnaire de limite X(w)
donc cet ensemble admet un maximum L(w) € N.

Ainsi | application L est bien déﬁnie‘
(b) Soit n € N. Soit w € Q tel que X, (w) # X(w).
Alors n € {k € N | X (w) # X(w) }
donc n < max{k € N | X (w) # X(w) } = L(w)
On vient de montrer que (X,, # X) C (L = n) d’ou ’IP’ (X, #X) <P(L > n) ‘
(c) Soit n € N. On a selon 14 et (a) : ||ux, — px|| < P(X, # X) < P(L > n)
Par ailleurs, on remarque que :

+oc0
(N{Lzn}={weQ|VneN, Lw)2n} =10
n=0

car L est bien définie & valeurs dans N.

Ainsi par continuité décroissante,

P(L}n)%P(ﬁ{L}n}) =0
n=0

n—-+o0o

Avec le théoréme des gendarmes, on déduit que lir}g llux, — px|| =0
o0

16. Soit N € N*. On remarque Vn > N*, ¢,,(N) = N car p, > N
donc la suite (¢,,(N)), cn- est stationnaire de limite N.
Ainsi pour tout w € €2, la suite (¢5,(X)(w)),en+ = (¥n (X(w))),en+ est stationnaire et converge vers X(w).
De plus X est a valeurs dans N* qui est bien dénombrable, ce qui permet d’utiliser la question 15 :

1) = x| =2 0

ot ||-|| est la norme infinie sur Z (2 (N*),R).
Comme les py, (x) et ux € .4 (N*) selon 13, on peut appliquer la question 9 (ou 10(c)) :

Vo € N, px(z) = lim jy, x)(2)

n—-+4oo

or pour # € N*, on a px(r) = P(X € {z}) =P (X =) et py,(x)(7) = P (¢, (X) = 7)
d'on |Vx e N*, P(X=2z)= lim P(¢,(X)=1x)

n—-+00
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Quatriéme partie

n n n+1
17. (a) Soit r € N* et n > 1. On a clairement (U N*T‘pi) U (N*ran\ U N*rpnﬂpi) C U N*rp;.

i=1 i=1
n+1

Soit x € U N*rp;.
i=1
n n
Sixé¢ U N*rp;, alors x € N*rp,.1 et x & U N*rppy1pi car Vi € [1,n], N*rp,i1p; C Nrp;.

i=1 i=1
d’ou I'inclusion réciproque, ce qui permet de conclure que :

n+1 n n
U Norps = (U N*sz) U <N*Tpn+1\ U N*Tpnﬂpi)
i-1 i=1

i=1

(b) On va montrer dans un premier temps par récurrence sur n € N* que :

Vr € N*, 1y (O N*rpi> = U2 <O N*rpi)

i=1 i=1

L’initialisation pour n = 1 devient Vr € N*| uy (N*rp1) = p2 (N*rp1) qui est vrai par hypothése.

n+1 n+1
Soit n € N* tel que la propriété est vraie au rang n. Soit r € N*. Montrons p (U N*rpi> = o (U N*rpi> .
i=1 i=1

n
On a U N*rppi1pi € N*rp,1q donc
i=1

(N Tpn—i—l\ U N* Tpn—&-lpz) = M1 (N Tpn—i—l (U N* Tpn+1pz> = K2 (N rpn—i—l (U N* Tpn—i—lpz)

=1 =1 =1

pour la derniére égalité, on a utilisé les hypothéses de I’énoncé et de récurrence avec rp,+1 € N*.
En faisant le chemin inverse avec ug, on a :

1 (N*Tpnﬂ\ U N*Tpnﬂpi) = 2 <N*7“pn+1\ U N*Tpnﬂpi)

=1 i=1

n n
Par hypothése de récurrence, on a également juq (U N*rpi> = U9 (U N*rpi> .

i=1 i=1
Avec la question (a) ou la réunion du membre de droite est disjointe, on obtient le résultat voulu pour
I’hérédité. Ce qui termine la récurrence.

Soit r € N* et n € N*. On a donc p; (U N*rpi> = 2 <U N*rpi> et aussi p1 (N*r) = pg (N*r)
i=1 i=1

Comme on a U N*rp; € N*r, alors on a
i=1

(N*r\ U N*T'pz> = p1 (N*r) (U Tpi) = po (N*r) — g (U N*rpz')

=1

On peut alors conclure que : | 1 (N*r\ U N*rpi> = U2 (N*r\ U N*rpi>

=1 i=1
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18.

19.

(c) Pour établir que p; et pg sont définissent les mémes probabilités sur 1’espace probabilisable (N*, 22(N*)),
il suffit d’établir que
Vr e N*, pu(r) = pa(r)

car Vj € {1,2}, VA € 2(N*), p;(A) = p;(r).
rcA

+oo n
Soit r € N*. On remarque : {r} = ﬂ <N*r\ U N*rpi> . Par continuité décroissante, on a pour i € {1,2} :

n=1 i=1

Hi (N*T\ U N*sz) P pi(r)
i=1

Par unicité de la limite et avec la question (b), on obtient w1 (r) = ua(r)
On peut alors conclure que comme annonce.
Selon 12(e), la suite (ux,),cy d'¢léments de .#(N*) étant tendue (i) cela nous fournit une extractrice 1 telle

ue la suite extraite | ux converge dans A (P (N*) ,R) vers une valeur d’adhérence notée po € 4 (N*).
q Mo ) g o

Par hypotheése (ii), on a liril P(X,, € N*r) = P(X € N*r). Une limite étant I'unique valeur d’adhérence, on a :
n—-+0oo

lim wa(n) (N*T) = KX (N*T)

n—-+o0o

Comme (,ux w(n>> converge uniformément vers ji, sur P (N*), on a également la convergence simple.
neN

D’ou hr}rl 1X iy (N*T) = pog (N*1) done V1 € N*, pix (N*1) = poo (N*r). Ainsi, selon 17
n—-—+0oo
HX = Hoo

On a établi que ux € .#(N*) est I'unique valeur d’adhérence de la suite (ux, ),y dans Z (P (N*),R).

Soit x € N*. En utilisant la question 10, il suffit d’établir que la suite (ux, (x)),cy converge vers pix ().
Comme il s’agit d’une suite a valeur dans le compact [0, 1], il suffit d’établir que cette suite admet pux () comme
unique valeur d’adhérence.

Soit A une valeur d’adhérence de la suite. On cherche a établir que A = ux(x).

Cela nous fournit une extractrice ¢ tel que ux_,  (r) — A
#(n) n——+o0

La suite | ux est également tendue. Ce qui nous fournit une extractrice ¢ telle que (pux
p(n) neN o' (n) /o

converge vers une valeur d’adhérence dans % (P (N*),R).

eN

D’aprés ce que 'on a vu, cette valeur d’adhérence est px car c’est une valeur d’adhérence de (ux,, ),en-

Comme précédemment on a px (x) — px(z) puis A = ux(z). Ce que 'on voulait.
n—-+0oo

pop! (n)

d’ou |la suite (px,,),cy tend vers pux dans % (P (N*),R)

Soit r € N* et ¢ € {1,2,...,s}. |-] désigne la fonction partie entiére et on a :
VEe{l,2,....,n}, r|k<=3J¢geN k=rq<=3q€ |n/r|, k=rq
4 Ln/r] '
donc {r | ng)} = U = {XS) = rq} (union disjointe)
q=1

Comme la loi est uniforme, on a Vg € [1, [n/r]], P (Xg) = rq) =1/n donc |P (r | XﬁP) = L]

3=

En utilisant Vo € R, [z] <z, on a|P (r | Xff)) <
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s

On a {r | ng)} = ﬂ {r | ng)}. Ainsi par indépendance des x (1€{1,2,...,s}),ona

i=1
#(r12) =[Te 1) = (5)

-1 L%j<1

T

CommeVzx €eR, z—1< [z] <z, ona < <=
n n T
AR ! port 2] i
Or = - — — — — donc par théoréme des gendarmes : —— —— —
n r n n—+oo T n n—+oo 71
1
On en déduit que | lim P (r ‘ ng)) ——
n——+oo rs

+o0o
20. (a) Soit k € N*. Comme {k | Z} = U {Z = kq}, on a donc

q=1
P (k| Z) fwz ka) fjo (kq) fjo (kq) fjo ! ! fl
= =Rq) = Hs(Rq) = Hs(Rq) = Pl s -
2 - 2 2 {)kay ok 2 g
On conclut que |P(k | Z) = %

(s)

(b) On va utiliser la question 18 avec (Zn ) N suite de variables aléatoires a valeurs dans N* et Z également.
neN*

D’aprés 19 et 20, on a pour tout r € N*|

1
hmﬁ%ﬂZ@):—:P@ﬂ)
n—+400 7S

Ce qui nous donne ’hypothése ii de la question 18.

Il reste & établir 'hypothése i c’est a dire que la suite (Zgﬁ) N est tendue.
neN*

+0o0
. r . . . 1
Soit € > 0. Par convergence de E —, il existe un entier ng tel que g — <¢
r r
r>1 r=ng

Soit w € Q tel que ng) (w) = ng, alors ng) (w) est multiple de I'un des entiers plus grands que ng et donc
78 > nyt U |z U (ﬂ r]XES) )
= mpe U piaty e U (N

(s)

7

(a5 m) < S e () < 3 ([T () < 5 L

r=ng r=ng \i1=1

Par indépendance des X;™’ et selon 19, on a :

N
|

Je pose alors F. = [1,n¢ — 1] de sorte que :
p 0 (Fe) =P(ZY) € Fo) =1 - P(Z

n

et cela donne le caractére tendu de (,uZ(S>) et permet de conclure que

Jm e — sl =0
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21. On note XS),Xq(E), . ,X,(f) les variables aléatoires donnant les s nombres dans {1,2,...,n} pris au hasard.
De sorte que ces variables aléatoires sont mutuellement indépendantes, suivant toutes une loi uniforme sur
{1,2,...,n}.

On note ng) = XS) Ao A ng) de facon & utiliser ce qui précede.
La suite (/LZ%@>>HGN* converge dans & (P (N*),R) vers pus.

orvnezN*,Pn@)::P(zS)z:Q =t (1)

donc P, (s) = ”z$f>(1) — s(1)

1
i t d 1 lim P = —
ce qui permet de conclure que | lim n(S) )
En utilisant 7(c), on conclut que :
. 1 6 . 1 90 . 1 945
i Pa) =y =z A Pl =7y = s im Pal6) = 7 =T
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