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Enoncé

Inégalité de Carleman

On s’intéresse dans ce problème à une inégalité établie par Torsten Carleman : si (ak)k∈N∗ est une suite de réels

strictement positifs telle que
∑

an converge, alors la série de terme général

(
n∏
k=1

ak

)1/n

converge et

+∞∑
n=1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

6 e

+∞∑
n=1

an.

Le problème est constitué de trois parties largement indépendantes.
La première partie commence en démontrant un analogue intégral de cette inégalité : l’inégalité de Knopp.
La deuxième partie s’intéresse à la démonstration originale de l’inégalité de Carleman, utilisant du calcul dif-
férentiel. Enfin, la troisième partie étudie l’inégalité de Carleman-Yang, qui est un raffinement de l’inégalité de
Carleman.

I Inégalité de Knopp

Dans cette partie, on démontre l’inégalité de Knopp, souvent présentée comme analogue continu de l’inégalité de
Carleman (on justifie cette appellation en fin de partie).

I.A - Deux inégalités intégrales

I.A.1) Inégalité intégrale de Jensen

Q1. Soit f : [a, b]→ R une fonction continue par morceaux à valeurs dans un intervalle J . Soit ϕ une fonction continue
et convexe sur J . Démontrer que

ϕ

(
1

b− a

∫ b

a

f(t) dt

)
6

1

b− a

∫ b

a

ϕ ◦ f(t) dt.

On pourra utiliser des sommes de Riemann.

I.A.2) Une autre inégalité intégrale

Soit f : R+ → R une fonction continue par morceaux, strictement positive et intégrable.
Pour tout x > 0, on pose

g(x) =
1

x

∫ x

0

tf(t) dt et h(x) =
1

x
g(x) =

1

x2

∫ x

0

tf(t) dt.

Q2. Déterminer la limite de g(x) lorsque x tend vers 0.

Q3. Déterminer la limite de g(x) lorsque x tend vers +∞.

Notant 1[0,x] la fonction indicatrice de [0, x], on pourra remarquer que g(x) =
∫ +∞

0

1

x
tf(t)1[0,x](t) dt.

Q4. En déduire que l’intégrale
∫ +∞

0

h(x)dx converge et que

∫ +∞

0

f(x)dx =

∫ +∞

0

h(x)dx.

On pourra utiliser une intégration par parties.
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I.B - Démonstration de l’inégalité de Knopp

Soit f une fonction continue par morceaux, strictement positive, intégrable sur R+.
Q5. Démontrer que, pour tout x > 0,

exp

(
1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt

)
6

e

x2

∫ x

0

tf(t) dt.

On pourra remarquer que ln(f(t)) = ln(tf(t))− ln(t).

Q6. En déduire que x 7→ exp

(
1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt

)
est intégrable sur R∗+ et que

∫ +∞

0

exp

(
1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt

)
dx 6 e

∫ +∞

0

f(x) dx.

I.C - Application à l’inégalité de Carleman

On suppose dans cette sous-partie que (an)n∈N∗ est une suite décroissante de réels strictement positifs.
On note f la fonction en escalier qui, pour tout k ∈ N∗, est égale à ak sur l’intervalle [k − 1, k[.

Q7. Soit k dans N∗. Démontrer que la fonction vk définie sur [k − 1, k] par vk(x) =
1

x

k−1∑
i=1

ln(ai) +
1

x
(x− k + 1) ln(ak) si k > 2

v1(x) = ln(a1)

est minimale pour x = k.
Q8. Démontrer que, pour tout k dans N∗,∫ k

k−1
exp

(
1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt

)
dx > exp

(
1

k

k∑
i=1

ln(ai)

)
.

On pourra utiliser la question précédente.
Q9. En déduire l’inégalité de Carleman dans le cas où (an)n∈N∗ est une suite décroissante.

Q10. Expliquer comment on peut retirer l’hypothèse de décroissance.

II Inégalité de Carleman

On démontre dans cette partie l’inégalité de Carleman d’une manière indépendante de la partie I.
La sous-partie II.A établit l’inégalité arithmético-géométrique avec des méthodes de calcul différentiel qui per-
mettent de se familiariser avec celles qui seront utilisées dans la sous-partie II.B pour démontrer l’inégalité de
Carleman.
La sous-partie II.B est indépendante de II.A. L’inégalité arithmético-géométrique sera utilisée dans la Partie III.
Soit n dans N∗. On note Un l’ouvert (R∗+)n. Son adhérence, notée Un, est (R+)

n.

II.A - Inégalité arithmético-géométrique

Soit s > 0. On définit les fonctions f et gs sur Un en posant, pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈ Un,

f(x) =

n∏
k=1

xk et gs(x) =

(
n∑
k=1

xk

)
− s.

On note Xs le sous-ensemble de Un constitué des zéros de gs : Xs = {x ∈ Un | gs(x) = 0}.
Q11. On admet que f et gs sont de classe C1 sur Un.

Donner l’expression de leur gradient en un point x = (x1, . . . , xn) de Un.
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Q12. Démontrer que la restriction de f à Xs admet un maximum sur Xs et que ce maximum est en fait atteint sur
Xs ∩ Un.
On pourra vérifier que f est strictement positive en certains points de Xs ∩ Un.
On note a = (a1, . . . , an) un élément de Xs ∩ Un en lequel la restriction de f à Xs atteint son maximum.

Q13. Démontrer qu’il existe un réel λ > 0 tel que, pour tout k dans J1, nK, ak =
f(a)

λ
.

Q14. Démontrer alors que, pour tout (x1, . . . , xn) ∈ Un ∩Xs,

(
n∏
i=1

xi

)1/n

6
1

n

n∑
i=1

xi

et en déduire l’inégalité arithmético-géométrique

∀(x1, . . . , xn) ∈ (R+)
n,

(
n∏
i=1

xi

)1/n

6
1

n

n∑
i=1

xi.

II.B - Démonstration de l’inégalité de Carleman

On considère l’application Fn de Un dans R, définie par

∀(x1, . . . , xn) ∈ Un, Fn(x1, . . . , xn) = x1 + (x1x2)
1/2 + (x1x2x3)

1/3 + . . .+ (x1 . . . xn)
1/n.

On note hn l’application de Un dans R, définie par

∀(x1, . . . , xn) ∈ Un, hn(x1, . . . , xn) = x1 + . . .+ xn − 1.

On admet que Fn et hn sont toutes deux de classe C1 sur Un.
On note Hn l’ensemble Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x1 + . . .+ xn = 1}.

Q15. Déterminer le gradient de Fn et le gradient de hn en tout point de Un.
Q16. Démontrer que la restriction de Fn à Un ∩Hn admet un maximum.

On admet que le maximum de Fn est en fait atteint sur Un ∩Hn.
On note Mn le maximum de Fn sur Un ∩Hn et on note (a1, . . . , an) un point de Un ∩Hn en lequel il est atteint.
Pour k entre 1 et n, on note γk = (a1a2 · · · ak)1/k.

Q17. Démontrer qu’il existe un réel λ > 0 tel que

γ1 +
γ2
2

+ . . .+
γn
n

= λa1.

γ2
2

+ . . .+
γn
n

= λa2.

...
γn
n

= λan.

a1 + a2 + . . .+ an = 1.

Q18. En déduire que :
a) λ = γ1 + . . .+ γn =Mn ;
b) pour tout k dans J1, nK, γk = λωkak, où ωk = k

(
1− ak+1

ak

)
si k ∈ J1, n− 1K,

ωn = n.

L’objectif des trois questions suivantes est de démontrer que λ 6 e. On suppose par l’absurde que λ > e.

Q19. Vérifier que, pour tout k dans N,
1

e
6

(
k + 1

k + 2

)k+1

.

Q20. Démontrer que ω1 6
1

e
et que, pour tout k dans J1, nK, ωk 6

k

k + 1
.

On pourra démontrer, pour k ∈ J1, n− 1K, que ωk+1
k+1 =

1

λ
ωkk

(
1− ωk

k

)−k
.
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Q21. Aboutir à une contradiction sur ωn.
En déduire que, pour tout n dans N∗, pour tout (x1, . . . , xn) dans (R∗+)n tels que x1 + . . .+ xn = 1,

n∑
k=1

(x1x2 · · ·xk)1/k 6 e.

Q22. En déduire l’inégalité de Carleman.

III Inégalité de Carleman-Yang

Le but de cette dernière partie est d’établir l’inégalité de Carleman-Yang, qui est un raffinement de l’inégalité de
Carleman.

III.A - Un développement en série entière

Soit ϕ la fonction définie par

∀t ∈]− 1, 1[\{0}, ϕ(t) = (1− t)1−1/t. (III.1)

On définit aussi la suite (bn)n∈N par
b0 = −1.

∀n ∈ N∗, bn = − 1

n

n∑
k=1

1

k + 1
bn−k.

Q23. Justifier que ϕ est prolongeable par continuité en 0 et préciser la valeur de son prolongement en 0.
On notera toujours ϕ ce prolongement.

Q24. Démontrer que, pour tout n dans N∗, |bn| 6 1.
En déduire une inégalité sur le rayon de convergence de la série entière

∑
k>0

bkt
k.

Q25. Démontrer que, pour tout t dans ]− 1, 1[, ϕ′(t) = ϕ(t)ψ(t), où

∀t ∈]− 1, 1[, ψ(t) = −
+∞∑
n=0

1

n+ 2
tn, (III.2)

puis que, pour tout n dans N∗,

ϕ(n)(0) = −
n−1∑
k=0

k!

k + 2

(
n− 1

k

)
ϕ(n−k−1)(0).

Q26. Conclure alors que

∀t ∈]− 1, 1[, ϕ(t) = e

(
1−

+∞∑
k=1

bkt
k

)
. (III.3)

III.B - Démonstration de l’inégalité de Carleman-Yang

Soient (an)n∈N∗ et (cn)n∈N∗ deux suites de réels strictement positifs.
Q27. Démontrer que

+∞∑
n=1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

6
+∞∑
k=1

ckak

+∞∑
n=k

1

n

(
n∏
i=1

ci

)−1/n
.

Q28. En considérant cn =
(n+ 1)n

nn−1
, en déduire l’inégalité de Carleman-Yang :

+∞∑
n=1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

6 e

+∞∑
n=1

(
1−

+∞∑
k=1

bk
(n+ 1)k

)
an.

Q29. Démontrer que, pour tout n ∈ N∗, bn > 0.
En quoi l’inégalité précédente est-elle un raffinement de l’inégalité de Carleman ?
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2024 - Centrale - MP - MPI - Mathématiques 1
Un corrigé

I Inégalité de Knopp

Q1. On utilise le théorème sur les sommes de Riemann. Puisque f est une fonction continue par morceaux sur le
segment [a, b], on a

1

b− a

∫ b

a

f(t) dt = lim
n→+∞

1

n

n−1∑
k=0

f

(
a+ k

b− a
n

)
.

De même, puisque ϕ est continue sur J , ϕ ◦ f est bien définie et continue par morceaux sur [a, b], d’où :

1

b− a

∫ b

a

ϕ ◦ f(t) dt = lim
n→+∞

1

n

n−1∑
k=0

ϕ ◦ f
(
a+ k

b− a
n

)
.

Puisque ϕ est convexe sur J , on a pour tous réels (xk)06k6n−1 de J :

ϕ

(
1

n

n−1∑
k=0

xk

)
6

1

n

n−1∑
k=0

ϕ(xk).

En particulier, en posant ∀k ∈ J0, n− 1K, xk = f

(
a+ k

b− a
n

)
:

ϕ

(
1

n

n−1∑
k=0

f

(
a+ k

b− a
n

))
6

1

n

n−1∑
k=0

ϕ

(
f

(
a+ k

b− a
n

))
=

1

n

n−1∑
k=0

ϕ ◦ f
(
a+ k

b− a
n

)
.

On passe à la limite lorsque n→ +∞ et on utilise la continuité de ϕ :

ϕ

(
1

b− a

∫ b

a

f(t) dt

)
= ϕ

(
lim

n→+∞

1

n

n−1∑
k=0

f

(
a+ k

b− a
n

))
=

ϕ est continue
lim

n→+∞
ϕ

(
1

n

n−1∑
k=0

f

(
a+ k

b− a
n

))

6 lim
n→+∞

1

n

n−1∑
k=0

ϕ ◦ f
(
a+ k

b− a
n

)
=

1

b− a

∫ b

a

ϕ ◦ f(t) dt.

Donc

ϕ

(
1

b− a

∫ b

a

f(t) dt

)
6

1

b− a

∫ b

a

ϕ ◦ f(t) dt.

Q2. f est continue par morceaux donc bornée sur le segment [0, 1].
Donc ∃M > 0, ∀t ∈ [0, 1], 0 6 f(t) 6M . Pour x ∈ [0, 1] :

0 6 g(x) =
1

x

∫ x

0

tf(t) dt 6
1

x

∫ x

0

tM dt =
M

x

[
t2

2

]x
0

=
M

x

x2

2
=
M

2
x →
x→0

0.

Par le théorème des gendarmes, lim
x→0

g(x) = 0.

Q3. On remarque que, en notant 1[0,x] la fonction indicatrice de [0, x] :

∀x > 0, g(x) =
1

x

∫ x

0

tf(t) dt =

∫ +∞

0

t

x
f(t)1[0,x](t) dt.

On applique le théorème de convergence dominée, étendu au cas d’une famille de paramètres réels.

(i) Pour tout x ∈ R∗+, la fonction t 7→ t

x
f(t)1[0,x](t) est continue par morceaux sur R+.

(ii) Pour tout t ∈ R+,
t

x
f(t)1[0,x](t) admet une limite finie quand x→ +∞ : lim

x→+∞

t

x
f(t)1[0,x](t) = 0.

La fonction t 7→ 0 est continue sur R+.

5
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(iii) Hypothèse de domination. Soit x ∈ R∗+.
∀t ∈ [0, x], 1[0,x](t) = 1 donc

t

x
1[0,x](t) =

t

x
6 1.

∀t ∈]x,+∞[, 1[0,x](t) = 0 donc
t

x
1[0,x](t) = 0 6 1.

⇒ ∀t ∈ R+,
t

x
1[0,x](t) 6 1.

Puisque f est positive, on en déduit l’hypothèse de domination :

∀x ∈ R∗+, ∀t ∈ R+, 0 6
t

x
f(t)1[0,x](t) 6 f(t).

La fonction f est positive, continue par morceaux et intégrable sur R+, indépendante de x.

Par le théorème de convergence dominée : lim
x→+∞

∫ +∞

0

t

x
f(t)1[0,x](t) dt =

∫ +∞

0

0 dt = 0.

Donc lim
x→+∞

g(x) = 0.

Q4. Soient 0 < a < b. On effectue une intégration par parties, en intégrant x 7→ xf(x) et en dérivant x 7→ 1

x
:

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

1

x
× (xf(x)) dx =

[
1

x

∫ x

0

tf(t) dt

]b
a

−
∫ b

a

(
− 1

x2

)(∫ x

0

tf(t) dt

)
dx =

[
g(x)

]b
a
+

∫ b

a

h(x) dx.

Ainsi ∫ b

a

h(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx− g(b) + g(a).

Puisque f est intégrable sur R∗+, l’intégrale partielle
∫ b

a

f(x) dx admet une limite finie lorsque a→ 0 et b→ +∞.

D’après la question Q2., lim
a→0

g(a) = 0.
D’après la question Q3., lim

b→+∞
g(b) = 0.

Donc l’intégrale partielle
∫ b

a

h(x) dx admet une limite finie lorsque a→ 0 et b→ +∞.

Donc l’intégrale
∫ +∞

0

h(x) dx converge et
∫ +∞

0

f(x) dx =

∫ +∞

0

h(x) dx.

Q5. On fixe x > 0.

• D’une part, on calcule :

exp

(
− 1

x

∫ x

0

ln(t) dt

)
= exp

(
− 1

x

[
t ln(t)− t

]x
0

)
= exp

(
− 1

x
(x ln(x)− x)

)
= exp(1− ln(x)) =

e

x
.

• D’autre part, soit a ∈]0, x[. Alors g :

∣∣∣∣ [a, x] → R
t 7→ ln(tf(t))

est continue par morceaux sur le segment [a, x].

On applique la question Q1. avec ϕ = exp qui est continue et convexe sur R (car exp′′ = exp > 0 sur R).

exp

(
1

x− a

∫ x

a

ln(tf(t)) dt

)
6

1

x− a

∫ x

a

exp ◦ ln(tf(t)) dt = 1

x− a

∫ x

a

tf(t)) dt.

La fonction t 7→ ln(t) est intégrable sur ]0, x].
De plus, f est continue par morceaux et strictement positive sur R+. Donc t 7→ ln(f(t)) est continue par
morceaux sur R+ et intégrable sur tout segment de R+.
La somme des deux fonctions précédentes est la fonction t 7→ ln(tf(t)) et est intégrable sur ]0, x].
On passe à la limite quand a→ 0 et on utilise la continuité de exp :

exp

(
1

x

∫ x

0

ln(tf(t)) dt

)
6

1

x

∫ x

0

tf(t)) dt.

6
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• On obtient

exp

(
1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt

)
= exp

(
1

x

∫ x

0

(
ln(tf(t))− ln(t)

)
dt

)
= exp

(
− 1

x

∫ x

0

ln(t) dt

)
exp

(
1

x

∫ x

0

ln(tf(t)) dt

)
=

e

x
exp

(
1

x

∫ x

0

ln(tf(t)) dt

)
6

e

x

1

x

∫ x

0

tf(t)) dt.

Donc

∀x > 0, exp

(
1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt

)
6

e

x2

∫ x

0

tf(t)) dt.

Q6. D’après la question Q5., on a

∀x > 0, 0 < exp

(
1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt

)
6 eh(x).

D’après la question Q4., la fonction eh est positive et intégrable sur R∗+.

Par règle de majoration pour les fonctions positives, la fonction x 7→ exp

(
1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt

)
est intégrable sur R∗+

car positive et majorée par la fonction eh.
De plus, par croissance de l’intégrale :

∀A > 0,

∫ A

0

exp

(
1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt

)
dx 6 e

∫ A

0

h(x) dx 6 e

∫ +∞

0

h(x) dx =
Q4.

e

∫ +∞

0

f(x) dx.

Par passage à la limite quand A→ +∞ :∫ +∞

0

exp

(
1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt

)
dx 6 e

∫ +∞

0

f(x) dx.

Q7. La fonction v1 est constante sur [0, 1], donc minimale en x = 1.
Soit k > 2. (an)n∈N∗ est une suite décroissante de réels strictement positifs donc

∀i ∈ J1, k − 1K, ai > ak, donc
ai
ak

> 1, ln

(
ai
ak

)
> 0, et

k−1∑
i=1

ln

(
ai
ak

)
> 0.

Puisque x 7→ 1

x
est décroissante sur [k − 1, k] :

∀x ∈ [k − 1, k], vk(x) =
1

x

k−1∑
i=1

ln(ai) +
1

x
(x− k + 1) ln(ak)

= ln(ak) +
1

x

(
k−1∑
i=1

ln(ai)− (k − 1) ln(ak)

)

= ln(ak) +
1

x︸︷︷︸
>1/k

k−1∑
i=1

ln

(
ai
ak

)
︸ ︷︷ ︸

>0

> ln(ak) +
1

k

k−1∑
i=1

ln

(
ai
ak

)
= vk(k).

Donc ∀k ∈ N∗, la fonction vk est minimale pour x = k.

Q8. On note f la fonction en escalier qui, pour tout k ∈ N∗, est égale à ak sur l’intervalle [k − 1, k[.

7
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• D’une part, on remarque que v1(1) = ln(a1) et

∀k ∈ N∗ \ {1}, vk(k) =
1

k

(
k−1∑
i=1

ln(ai) + ln(ak)

)
. ∀k ∈ N∗, vk(k) =

1

k

k∑
i=1

ln(ai).

Cette expression est également valable pour k = 1.

• Soit k ∈ N∗. Soit x ∈]k − 1, k].
Si k = 1, alors x ∈]0, 1] et

1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt =
1

x

∫ x

0

ln(a1) dt =
1

x
x ln(a1) = ln(a1) = v1(x).

Supposons k > 2. Par la relation de Chasles :

∫ x

0

ln(f(t)) dt =

k−1∑
i=1

∫ i

i−1
ln(f(t)) dt+

∫ x

k−1
ln(f(t)) dt

=
k−1∑
i=1

∫ i

i−1
ln(ai) dt+

∫ x

k−1
ln(ak) dt

=

k−1∑
i=1

ln(ai) + (x− k + 1) ln(ak).

1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt =
1

x

k−1∑
i=1

ln(ai) +
1

x
(x− k + 1) ln(ak) = vk(x).

Donc

∀k ∈ N∗, ∀x ∈]k − 1, k], vk(x) =
1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt.

• D’après la question précédente,
∀x ∈ [k − 1, k], vk(x) > vk(k).

Par croissance de exp sur R,
∀x ∈ [k − 1, k], exp(vk(x)) > exp(vk(k)).

On intègre sur le segment [k − 1, k]. Par croissance de l’intégrale :∫ k

k−1
exp(vk(x)) dx >

∫ k

k−1
exp(vk(k)) dx = vk(k).

En remplaçant par les expressions trouvées :

∀k ∈ N∗,
∫ k

k−1
exp

(
1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt

)
dx > exp

(
1

k

k∑
i=1

ln(ai)

)
.

Q9. Soit (an)n∈N∗ une suite décroissante de réels strictement positifs telle que la série
∑
n>1

an converge.

• Soit f la fonction en escalier qui, pour tout n ∈ N∗, est égale à an sur l’intervalle [n− 1, n[.
Alors f est continue par morceaux et strictement positive sur R+. Montrons que f est intégrable sur R+.
Soit A > 0. Soit N ∈ N∗ le plus petit entier tel que A 6 N .
Puisque f est positive, par croissance de l’intégrale, puis par relation de Chasles :∫ A

0

f(x) dx 6
∫ N

0

f(x) dx =

N∑
n=1

∫ n

n−1
f(x) dx =

N∑
n=1

∫ n

n−1
an dx =

N∑
n=1

an 6
+∞∑
n=1

an.

8
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Les intégrales partielles de f (qui est positive) sont majorées donc l’intégrale
∫ +∞

0

f(x) dx converge.

Ainsi f est intégrable sur R+. En particulier, on peut lui appliquer la question Q6..

On a montré que ∀N ∈ N∗,
∫ N

0

f(x) dx =

N∑
n=1

an, d’où en passant à la limite quand N → +∞ :

∫ +∞

0

f(x) dx =

+∞∑
n=1

an.

• Soit N ∈ N∗. On utilise la question Q8., la relation de Chasles et la question Q6. :

N∑
n=1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

=

N∑
n=1

exp

(
1

n
ln

(
n∏
k=1

ak

))

=

N∑
n=1

exp

(
1

n

n∑
k=1

ln(ak)

)

6
Q8.

N∑
n=1

∫ n

n−1
exp

(
1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt

)
dx

=

∫ N

0

exp

(
1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt

)
dx par la relation de Chasles

6
∫ +∞

0

exp

(
1

x

∫ x

0

ln(f(t)) dt

)
dx car la fonction est positive et intégrable

6
Q6.

e

∫ +∞

0

f(x) dx = e

+∞∑
n=1

an.

La série de terme général

(
n∏
k=1

ak

)1/n

est une série à termes positifs dont les sommes partielles sont majorées,

donc converge. Donc la série
∑
n>1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

converge.

En passant à la limite quand N → +∞, on obtient l’inégalité de Carleman :

+∞∑
n=1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

6 e

+∞∑
n=1

an.

Q10. On retire l’hypothèse de décroissance sur la suite.
Soit (ak)k∈N∗ une suite de réels strictement positifs telle que la série

∑
n>1

an converge.

• La série
∑

an converge donc la suite (an)n∈N∗ tend vers 0.

• On construit une permutation σ de N∗ telle que la suite (aσ(k))k∈N∗ est une suite décroissante.

? Construisons le premier terme σ(1).
Soit ε > 0 avec ε < a1. (ak) tend vers 0 donc il existe un rang N > 1, ∀k > N + 1, ak 6 ε.
On pose {

b1 = max{ak, k ∈ J1, NK}.
σ(1) = min{k ∈ J1, NK tel que ak = b1}.

Alors
∀k ∈ N∗, ak 6 aσ(1).

? Supposons (σ(1), . . . , σ(n− 1)) construits, deux à deux distincts et vérifiant :

∀k ∈ N∗ \ {σ(1), . . . , σ(n− 1)}, ak 6 aσ(n−1) 6 . . . 6 aσ(1).

9
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Soit ε > 0 avec ε < amax(σ(1),...,σ(n−1))+1. En particulier, ε 6 aσ(n−1).
(ak) tend vers 0 donc il existe un rang N > 1, ∀k > N + 1, ak 6 ε.
On pose {

bn = max
{
ak, k ∈ J1, NK \ {σ(1), . . . , σ(n− 1)}

}
.

σ(n) = min{k ∈ J1, NK \ {σ(1), . . . , σ(n− 1)} tel que ak = bn}.

Alors
∀k ∈ N∗ \ {σ(1), . . . , σ(n)}, ak 6 aσ(n) 6 aσ(n−1) 6 . . . 6 aσ(1).

? Par construction, σ est une bijection de N∗ et la suite (aσ(k))k∈N∗ est décroissante.

• D’après le cours, la série
∑

aσ(n) converge également et
+∞∑
n=1

aσ(n) =

+∞∑
n=1

an.

• On applique le résultat de la question Q9. à la suite décroissante (aσ(k))k∈N∗ : la série
∑
n>1

(
n∏
k=1

aσ(k)

)1/n

converge et
+∞∑
n=1

(
n∏
k=1

aσ(k)

)1/n

6 e

+∞∑
n=1

aσ(n) = e

+∞∑
n=1

an.

• Soit n ∈ N∗. Par construction de la permutation σ, les n termes (aσ(k))16k6n sont deux à deux plus grands
que n termes quelconques de la suite (ak) ordonnés de manière décroissante, d’où

∀n ∈ N∗,
n∏
k=1

ak 6
n∏
k=1

aσ(k).

Par croissance de t 7→ t1/n sur R+ :

∀n ∈ N∗,

(
n∏
k=1

ak

)1/n

6

(
n∏
k=1

aσ(k)

)1/n

.

Donc

∀N ∈ N∗,
N∑
n=1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

6
N∑
n=1

(
n∏
k=1

aσ(k)

)1/n

6
+∞∑
n=1

(
n∏
k=1

aσ(k)

)1/n

6 e

+∞∑
n=1

an.

Les sommes partielles sont majorées donc la série à termes positifs
∑
n>1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

converge.

Par passage à la limite quand N → +∞ :

+∞∑
n=1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

6 e

+∞∑
n=1

an.

II Inégalité de Carleman

Q11. D’après l’énoncé, on admet que f et gs sont de classe C1 sur Un.

On a : ∀(x1, . . . , xn) ∈ Un, gs(x1, . . . , xn) =

(
n∑
k=1

xk

)
− s. Donc ∀x ∈ Un, ∇gs(x) =

1
...
1

 .

10
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On a : ∀(x1, . . . , xn) ∈ Un, f(x1, . . . , xn) =

n∏
k=1

xk. Donc

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Un, ∇f(x) =


x2 · · ·xn
x1x3 · · ·xn

...
x1 · · ·xn−1

 =



∏
k∈J1,nK\{1}

xk

...∏
k∈J1,nK\{n}

xk

 =



f(x)

x1
f(x)

x2
...

f(x)

xn


. ∇f(x) =



f(x)

x1
f(x)

x2
...

f(x)

xn


.

Q12. • L’application f : x = (x1, . . . , xn) 7→
n∏
k=1

xk est polynomiale donc continue sur Rn.

• Montrons que Xs est compact.

Xs = {x ∈ Un | gs(x) = 0} = Un ∩ g−1s ({0}).

L’application gs : x = (x1, . . . , xn) 7→

(
n∑
k=1

xk

)
− s est polynomiale donc continue sur Rn.

Le singleton {0} est fermé.
L’image réciproque d’un fermé par une application continue est un fermé, donc g−1s ({0}) est fermé.
Une adhérence est fermée donc Un est fermée.
L’intersection de deux fermés est fermée, donc Xs est fermé.
On note, pour x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, ‖x‖∞ = max

16k6n
|xk|.

Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ Xs. Alors ∀k ∈ J1, nK, xk > 0 et xk 6
n∑
i=1

xi = s donc 0 < xk 6 s et ainsi |xk| 6 s.

D’où ∀x ∈ Xs, ‖x‖∞ 6 s. Donc Xs est bornée pour la norme ‖ · ‖∞ (par s).
Puisque Rn est de dimension finie, toutes les normes sur Rn sont équivalentes.
Finalement, Xs est une partie fermée et bornée de Rn qui est de dimension finie.
Donc Xs est un compact de Rn.

• L’application f est continue sur le compact Xs.
Par le théorème des bornes atteintes, f est bornée et atteint ses bornes sur Xs.
En particulier, f est majorée et atteint son maximum sur Xs.

• Posons y = (s/n, . . . , s/n). Alors ∀k ∈ J1, nK, yk =
s

n
> 0 donc y ∈ Un ⊂ Un.

De plus,
n∑
k=1

yk = n
s

n
= s, donc gs(y) = 0. Ainsi y ∈ Xs.

f(y) =

n∏
k=1

yk =

n∏
k=1

s

n
=
( s
n

)n
> 0.

En particulier, le maximum mn de f sur Xs vérifie mn > f(y) =
( s
n

)n
> 0 donc mn > 0.

Supposons par l’absurde que le maximum mn de f sur Xs ne soit pas atteint sur Xs ∩ Un, alors il est atteint
en un point x = (x1, . . . , xn) vérifiant x ∈ Un \ Un.

Donc il existe i0 ∈ J1, nK tel que xi0 = 0, alors mn = f(x) =

n∏
k=1

xk = 0, ce qui est absurde car mn > 0.

Donc le maximum mn de f sur Xs est en fait atteint sur Xs ∩ Un.
Q13. On applique le théorème d’optimisation sous une contrainte.

• Un est un ouvert de Rn et Rn est un espace euclidien.
• D’après l’énoncé, f : Un → R et gs : Un → R sont de classe C1 sur l’ouvert Un.

11
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• Xs ∩ Un = {x ∈ Un | gs(x) = 0} est l’ensemble des zéros de gs sur Un.
• a = (a1, . . . , an) est un élément de Xs ∩ Un en lequel la restriction de f à Xs atteint son maximum global.

Donc la restriction de f à Xs ∩ Un admet un extremum local en a. De plus ∇gs(a) =

1
...
1

 6= 0.

• D’après le théorème, ∇f et ∇gs sont colinéaires : ∃λ ∈ R, ∇f(a) = λ∇gs(a).
On obtient :

∇f(a) =



f(a)

a1
f(a)

a2
...

f(a)

an


= λ∇gs(a) = λ

1
...
1

 ⇔ ∀k ∈ J1, nK,
f(a)

ak
= λ.

On remarque que a ∈ Un donc ∀k ∈ J1, nK, ak > 0 et f(a) =
n∏
k=1

ak > 0. D’où λ =
f(a)

a1
> 0.

Finalement

∃λ > 0 tel que ∀k ∈ J1, nK, ak =
f(a)

λ
.

Q14. • Déterminons le point a. D’après la question Q13. : ∀k ∈ J1, nK, ak =
f(a)

λ
= a1.

Puisque a ∈ Xs, on a gs(a) = 0, d’où :

gs(a) =

(
n∑
k=1

ak

)
− s = na1 − s = 0 donc a1 =

s

n
.

Ainsi ∀k ∈ J1, nK, ak = a1 =
s

n
et a =

( s
n
, . . . ,

s

n

)
.

• La restriction de f à Xs atteint son maximum en a donc ∀x ∈ Xs ∩ Un, f(x) 6 f(a). Ainsi :

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Xs ∩ Un, f(x) =

n∏
i=1

xi 6 f(a) =

n∏
i=1

ai =

n∏
i=1

s

n
=
( s
n

)n
.

Par croissance de t 7→ t1/n sur R+ :

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Xs ∩ Un,

(
n∏
i=1

xi

)1/n

6
s

n
=

1

n

n∑
i=1

xi.

• Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ (R+)
n.

Premier cas. On suppose qu’il existe i0 ∈ J1, nK tel que xi0 = 0.

Alors
n∏
i=1

xi = 0 et
n∑
i=1

xi > 0, donc l’inégalité à démontrer est claire.

Deuxième cas. On suppose que ∀i ∈ J1, nK, on a xi 6= 0. Alors x ∈ Un = (R∗+)n.

Posons s =
n∑
i=1

xi > 0. Alors x ∈ Xs ∩ Un.

On a déjà démontré l’inégalité dans le cas où x ∈ Xs ∩ Un.
Conclusion. Dans les deux cas, on obtient l’inégalité arithmético-géométrique :

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ (R+)
n,

(
n∏
i=1

xi

)1/n

6
1

n

n∑
i=1

xi.

12
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Q15. D’après l’énoncé, on admet que Fn et hn sont de classe C1 sur Un.

On a : ∀(x1, . . . , xn) ∈ Un, hn(x1, . . . , xn) = x1 + . . .+ xn − 1. Donc ∀x ∈ Un, ∇hn(x) =

1
...
1

 .

On a : ∀(x1, . . . , xn) ∈ Un, Fn(x1, . . . , xn) = x1 + (x1x2)
1/2 + (x1x2x3)

1/3 + . . .+ (x1 . . . xn)
1/n. Donc

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Un, ∇Fn(x) =



1

x1

(
x1 +

1

2
(x1x2)

1/2 +
1

3
(x1x2x3)

1/3 + . . .+
1

n
(x1 . . . xn)

1/n

)
1

x2

(
1

2
(x1x2)

1/2 +
1

3
(x1x2x3)

1/3 + . . .+
1

n
(x1 . . . xn)

1/n

)
...

1

xn

1

n
(x1 . . . xn−1xn)

1/n.


.

Q16. • Soit k ∈ J1, nK.

L’application (x1, . . . , xn) 7→
k∏
i=1

xi est polynomiale donc continue sur (R+)
n.

L’application t 7→ t1/k est continue sur R+.
Par composition, chaque application (x1, . . . , xn) 7→ (x1 . . . xk)

1/k est continue sur (R+)
n.

Par somme d’applications continues, Fn : x = (x1, . . . , xn) 7→
n∑
k=1

(x1 . . . xk)
1/k est continue sur (R+)

n.

• Montrons que Un ∩Hn est compact.

Un ∩Hn = Un ∩ {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1 + . . .+ xn = 1} = Un ∩ {x ∈ Rn, hn(x) = 0} = Un ∩ h−1n ({0}).

L’application hn : x = (x1, . . . , xn) 7→

(
n∑
k=1

xk

)
− 1 est polynomiale donc continue sur Rn.

Le singleton {0} est fermé.
L’image réciproque d’un fermé par une application continue est un fermé, donc h−1n ({0}) est fermé.
Une adhérence est fermée donc Un est fermée.
L’intersection de deux fermés est fermée, donc Un ∩Hn est fermé.
On note, pour x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, ‖x‖∞ = max

16k6n
|xk|.

Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ Un∩Hn. Alors ∀k ∈ J1, nK, xk > 0 et xk 6
n∑
i=1

xi = 1 donc 0 < xk 6 1 et ainsi |xk| 6 1.

D’où ∀x ∈ Un ∩Hn, ‖x‖∞ 6 1. Donc Un ∩Hn est bornée pour la norme ‖ · ‖∞ (par 1).
Puisque Rn est de dimension finie, toutes les normes sur Rn sont équivalentes.
Finalement, Un ∩Hn est une partie fermée et bornée de Rn qui est de dimension finie.
Donc Un ∩Hn est un compact de Rn.

• L’application Fn est continue sur le compact Un ∩Hn.
Par le théorème des bornes atteintes, Fn est bornée et atteint ses bornes sur Un ∩Hn.
En particulier, Fn est majorée et atteint son maximum sur Un ∩Hn.

Q17. On note Mn le maximum de Fn sur Un ∩ Hn et on note a = (a1, . . . , an) un point de Un ∩ Hn en lequel il est
atteint. Pour k entre 1 et n, on note γk = (a1 . . . ak)

1/k.

On applique le théorème d’optimisation sous une contrainte.
• Un est un ouvert de Rn et Rn est un espace euclidien.
• D’après l’énoncé, Fn : Un → R et hn : Un → R sont de classe C1 sur l’ouvert Un.

13
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• Un ∩Hn = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Un |x1 + . . .+ xn = 1} = {x ∈ Un |hn(x) = 0}
est l’ensemble des zéros de hn sur Un.
• a = (a1, . . . , an) est un élément de Un ∩ Hn en lequel la restriction de Fn à Un ∩ Hn atteint son maximum

global.

Donc la restriction de Fn à Un ∩Hn admet un extremum local en a. De plus ∇hn(a) =

1
...
1

 6= 0.

• D’après le théorème, ∇Fn et ∇hn sont colinéaires : ∃λ ∈ R, ∇Fn(a) = λ∇hn(a).
• De plus, a ∈ Hn donc hn(a) = 0.
On obtient le système :

(S) :
{
∃λ ∈ R, ∇Fn(a) = λ∇hn(a).

hn(a) = a1 + . . .+ an − 1 = 0.

D’où

∇Fn(a) =



1

a1

(
a1 +

1

2
(a1a2)

1/2 + . . .+
1

n
(a1 . . . an)

1/n

)
1

a2

(
1

2
(a1a2)

1/2 + . . .+
1

n
(a1 . . . an)

1/n

)
...

1

an

1

n
(a1 . . . an−1an)

1/n.


=



1

a1

(
γ1 +

γ2
2

+ . . .+
γn
n

)
1

a2

(γ2
2

+ . . .+
γn
n

)
...

1

an

γn
n


= λ∇hn(a) = λ

1
...
1

 .

La dernière ligne donne λ =
1

an

γn
n
> 0 (car a ∈ Un donc ∀k ∈ J1, nK, ak > 0). Finalement :

(S) ⇔ ∃λ > 0,



γ1 +
γ2
2

+ . . .+
γn
n

= λa1. (L1)

γ2
2

+ . . .+
γn
n

= λa2. (L2)

...

γn
n

= λan. (Ln)

a1 + a2 + . . .+ an = 1. (Ln+1)

Q18. a) Puisque le maximum Mn de Fn sur Un ∩Hn est atteint en a = (a1, . . . , an), on a Mn = Fn(a).
La somme des n premières lignes du système précédent donne ensuite :

Mn = Fn(a) = Fn(a1, . . . , an) = a1+(a1a2)
1/2+. . .+(a1 . . . an)

1/n = γ1+γ2+. . .+γn = λ(a1+. . .+an) = λ×1 = λ.

Donc λ = γ1 + . . .+ γn =Mn.

b) La ligne (Ln) donne
γn
n

= λan donc γn = λnan = λωnan en posant ωn = n.
Le système précédent donne également, pour k ∈ J1, n− 1K :

Lk − Lk+1 :
γk
k

= λ(ak − ak+1) = λak

(
1− ak+1

ak

)
donc γk = λk

(
1− ak+1

ak

)
ak.

Finalement,

∀k ∈ J1, nK, γk = λωkak où

 ωk = k

(
1− ak+1

ak

)
si k ∈ J1, n− 1K,

ωn = n.

14
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Q19. Montrons que ∀u ∈ R+, ln(1 + u) 6 u.

Posons f : u 7→ u− ln(1 + u). f est dérivable sur R+ et ∀u ∈ R+, f ′(u) = 1− 1

1 + u
=

u

1 + u
> 0.

Donc f est croissante sur R+, avec f(0) = 0, donc f est positive sur R+, d’où le résultat.
Soit k ∈ N. Par croissance de l’exponentielle sur R :(

k + 2

k + 1

)k+1

=

(
1 +

1

k + 1

)k+1

= exp

(
(k + 1) ln

(
1 +

1

k + 1

))
6 exp

(
(k + 1)

1

k + 1

)
= e.

En passant à l’inverse, on obtient :

∀k ∈ N,
1

e
6

(
k + 1

k + 2

)k+1

.

Q20. On suppose par l’absurde que λ > e.
• On a γ1 = a1, or γ1 = λω1a1, avec a1 > 0 car a = (a1, . . . an) ∈ Un ∩Hn.

Donc λω1 = 1. Puisque λ > e, ω1 =
1

λ
<

1

e
.

D’après la question Q19. appliquée en k = 0 :
1

e
6

1

2
. Donc ω1 6

1

2
.

• Soit k ∈ J1, n− 1K. Exprimons ωk+1
k+1 en fonction de ωkk .

γkk = a1 · · · ak = λkωkka
k
k.

γk+1
k+1 = a1 · · · akak+1 = λk+1ωk+1

k+1a
k+1
k+1.

γk+1
k+1

γkk
= ak+1 = λ

ωk+1
k+1

ωkk

ak+1
k+1

akk
.

On en déduit que
ωk+1
k+1

ωkk
=

1

λ

(
ak+1

ak

)−k
=

1

λ

(
1− ωk

k

)−k
.

D’où ωk+1
k+1 =

1

λ
ωkk

(
1− ωk

k

)−k
.

• Montrons par récurrence finie sur k que pour k ∈ J1, nK, ωk 6
k

k + 1
.

• Initialisation : k = 1. On a déjà montré que ω1 6
1

2
.

• Hérédité. On suppose le résultat vrai au rang k et on le montre au rang k + 1.

Par hypothèse de récurrence, ωk 6
k

k + 1
. Par décroissance des fonctions x 7→ −x et x 7→ x−k sur R∗ :

ωk 6
k

k + 1
.

⇒ −ωk
k

> − 1

k + 1
.

⇒ 1− ωk
k

> 1− 1

k + 1
=

k

k + 1
.

⇒
(
1− ωk

k

)−k
6

(
k

k + 1

)−k
.

D’après la formule montrée précédemment :

ωk+1
k+1 =

1

λ
ωkk

(
1− ωk

k

)−k
6

1

λ

(
k

k + 1

)k (
k

k + 1

)−k
=

1

λ
6

1

e
6

Q19.

(
k + 1

k + 2

)k+1

.

Donc ωk+1 6
k + 1

k + 2
, ce qui achève la récurrence.

On a montré que ∀k ∈ J1, nK, ωk 6
k

k + 1
.
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Q21. On aboutit à la contradiction suivante : ωn = n 6
n

n+ 1
ce qui est absurde car

1

n+ 1
< 1 (en effet n > 1).

On a montré par l’absurde que λ 6 e.
Puisque λ =Mn est le maximum de Fn sur Un ∩Hn, on a :

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Un ∩Hn, F (x1, . . . , xn) =

n∑
k=1

(x1 · · ·xk)1/k 6Mn = λ 6 e.

Donc

∀(x1, . . . , xn) ∈ (R∗+)n tel que x1 + . . .+ xn = 1,

n∑
k=1

(x1 · · ·xk)1/k 6 e.

Q22. • Démontrons un résultat intermédiaire.

Soit (x1, . . . , xn) ∈ (R∗+)n. On pose s =
n∑
k=1

xk > 0 et ∀k ∈ J1, nK, yk =
xk
s
> 0. Alors

n∑
k=1

yk =
1

s

n∑
k=1

xk = 1.

Donc (y1, . . . , yn) ∈ (R∗+)n vérifie y1 + . . .+ yn = 1. D’après la question Q21., on a
n∑
k=1

(y1 · · · yk)1/k 6 e.

Or
n∑
k=1

(y1 · · · yk)1/k =

n∑
k=1

(x1
s
· · · xk

s

)1/k
=

n∑
k=1

(
1

sk
x1 · · ·xk

)1/k

=
1

s

n∑
k=1

(x1 · · ·xk)1/k 6 e.

D’où
n∑
k=1

(x1 · · ·xk)1/k 6 es = e

n∑
k=1

xk. On a ainsi démontré que :

∀(x1, . . . , xn) ∈ (R∗+)n,
n∑
k=1

(x1 · · ·xk)1/k 6 e

n∑
k=1

xk.

• Démontrons l’inégalité de Carleman.
Soit (ak)k∈N∗ une suite de réels strictement positifs telle que

∑
an converge. D’après le résultat démontré au

début de cette question, on a

∀N ∈ N∗,
N∑
n=1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

=

N∑
n=1

(a1 · · · an)1/n 6 e

N∑
n=1

an 6 e

+∞∑
n=1

an.

Puisque la suite des sommes partielles est majorée, la série à termes positifs
∑
n>1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

converge.

En faisant tendre N vers +∞, on obtient l’inégalité de Carleman :

+∞∑
n=1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

6 e

+∞∑
n=1

an.

III Inégalité de Carleman-Yang

Q23. Pour t ∈]− 1, 1[\{0}, quand t→ 0 :

ϕ(t) = (1− t)1−1/t = exp

[(
1− 1

t

)
ln(1− t)

]
= exp

[
(t− 1)

t
(−t+ o(t))

]
= exp

[
(t− 1)(−1 + o(1))

]
= exp(1 + o(1)) →

t→0
e.

Donc ϕ est prolongeable par continuité en 0 en posant ϕ(0) = e.
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Q24. • Montrons par une récurrence forte sur n > 1 que ∀n ∈ N∗, |bn| 6 1.

? Initialisation : cas n = 1. On a b0 = −1 donc b1 = −1

2
b0 =

1

2
. En particulier, |b1| 6 1.

? Hérédité. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n− 1 et montrons-le au rang n.
On a |b0| = 1 et on suppose que ∀k ∈ J1, n− 1K, |bk| 6 1. Par inégalité triangulaire :

|bn| =

∣∣∣∣∣− 1

n

n∑
k=1

1

k + 1
bn−k

∣∣∣∣∣ 6 1

n

n∑
k=1

1

k + 1
|bn−k|︸ ︷︷ ︸

61

6
1

n

n∑
k=1

1

k + 1
6

1

n

n∑
k=1

1 =
n

n
= 1,

ce qui achève la récurrence. Donc ∀n ∈ N∗, |bn| 6 1.

• Soit R le rayon de convergence de de la série entière
∑
k>0

bkt
k.

Par définition du rayon de convergence, on a R = sup
{
r > 0, tel que la suite (bnr

n)n∈N est bornée
}
.

On vient de montrer que la suite (bn)n∈N = (bn1
n)n∈N est bornée (par 1), donc R > 1.

Q25. • On a :

∀t ∈]− 1, 1[\{0}, ϕ(t) = (1− t)1−1/t = exp

((
1− 1

t

)
ln(1− t)

)
.

Donc ϕ est dérivable sur ]− 1, 1[\{0} et

∀t ∈]− 1, 1[\{0}, ϕ′(t)

ϕ(t)
=

1

t2
ln(1− t) +

(
1− 1

t

)
−1
1− t

=
1

t
+

1

t2
ln(1− t).

Ainsi ∀t ∈]− 1, 1[\{0}, ϕ′(t) = ϕ(t)ψ(t) en posant ψ(t) =
1

t
+

1

t2
ln(1− t).

ψ admet une limite finie en 0 :

Quand t→ 0, ψ(t) =
1

t
+

1

t2
ln(1− t) = 1

t
+

1

t2

(
−t− t2

2
+ o(t2)

)
= −1

2
+ o(1) →

t→0
−1

2
.

On a donc lim
t→0

ψ(t) = −1

2
. D’après la question Q23., lim

t→0
ϕ(t) = e. il vient

ϕ′(t) →
t→0

(
lim
t→0

ϕ(t)
)(

lim
t→0

ψ(t)
)
= −e

2
.

Donc le prolongement par continuité de ϕ est dérivable en 0 et ϕ′(0) = −e
2
.

De plus, le développement en série entière sur ]− 1, 1[ de t 7→ ln(1− t) donne :

∀t ∈]− 1, 1[\{0}, ψ(t) =
1

t
+

1

t2
ln(1− t) =

1

t2

(
t+ ln(1− t)

)
=

1

t2

(
t−

+∞∑
n=1

tn

n

)

= − 1

t2

+∞∑
n=2

tn

n
= −

+∞∑
n=2

tn−2

n
= −

+∞∑
n=0

tn

n+ 2
.

Cette formule est encore valable pour t = 0 car lim
t→0

ψ(t) = −1

2
.

Donc ϕ est dérivable sur ]− 1, 1[ et ∀t ∈]− 1, 1[, ϕ′(t) = ϕ(t)ψ(t) où ψ(t) = −
+∞∑
n=0

tn

n+ 2
.

• ψ est une fonction développable en série entière sur ]− 1, 1[, donc ψ est de classe C∞ sur ]− 1, 1[.
De plus, les coefficients de la série entière s’expriment en fonction des dérivées en 0 de la somme de la série
entière :

∀n ∈ N, − 1

n+ 2
=
ψ(n)(0)

n!
donc ψ(n)(0) = − n!

n+ 2
.
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• ϕ et ψ sont continues sur ]− 1, 1[ donc ϕ′ = ϕ× ψ est continue sur ]− 1, 1[.
Donc ϕ est de classe C1 sur ]− 1, 1[.
Montrons par récurrence sur k > 1 que ϕ est de classe Ck sur ]− 1, 1[ pour tout k ∈ N∗.
Initialisation : pour k = 1, on a montré que ϕ est de classe C1 sur ]− 1, 1[.
Hérédité : supposons le résultat vrai au rang k et montrons-le au rang k + 1.
Par hypothèse de récurrence, ϕ est de classe Ck.
ψ est de classe C∞ donc de classe Ck.
ϕ′ = ϕ× ψ est de classe Ck (comme produit de fonctions de classe Ck).
Donc ϕ est de classe Ck+1, ce qui termine la récurrence.
On en déduit que ϕ est de classe C∞ sur ]− 1, 1[.

• Soit n ∈ N∗. ϕ et ψ sont de classe C∞.
On a montré que ∀t ∈]− 1, 1[, ϕ′(t) = ϕ(t)ψ(t).
Par la formule de Leibniz de dérivation (n− 1) fois d’un produit de deux fonctions de classe Cn−1 :

ϕ(n)(0) = (ϕ′)(n−1)(0) = (ψ × ϕ)(n−1)(0) =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
ψ(k)(0)ϕ(n−1−k)(0)

=

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)(
− k!

k + 2

)
ϕ(n−k−1)(0) = −

n−1∑
k=0

k!

k + 2

(
n− 1

k

)
ϕ(n−k−1)(0).

D’où

∀n ∈ N∗, ϕ(n)(0) = −
n−1∑
k=0

k!

k + 2

(
n− 1

k

)
ϕ(n−k−1)(0).

Q26. • Soit n ∈ N∗. D’après la question Q25., en utilisant un changement d’indice :

ϕ(n)(0)

n!
= − 1

n!

n−1∑
k=0

k!

k + 2

(
n− 1

k

)
ϕ(n−k−1)(0)

= − 1

n!

n∑
k=1

(k − 1)!

k + 1

(
n− 1

k − 1

)
ϕ(n−k)(0)

= − 1

n!

n∑
k=1

(k − 1)!

k + 1

(n− 1)!

(k − 1)! (n− k)!
ϕ(n−k)(0)

= − 1

n

n∑
k=1

1

k + 1

ϕ(n−k)(0)

(n− k)!
.

Posons ∀n ∈ N, βn = −1

e

ϕ(n)(0)

n!
. On remarque que


β0 = −1

e
ϕ(0) = −1 car ϕ(0) = e.

∀n ∈ N∗, βn = − 1

n

n∑
k=1

1

k + 1
βn−k.

Donc la suite (βn)n∈N coïncide avec la suite (bn)n∈N. Finalement, ∀n ∈ N,
ϕ(n)(0)

n!
= −e bn.

• Si ϕ est développable en série entière sur ]− 1, 1[, alors ϕ est égale à sa série de Taylor qui vaut :

∀t ∈]− 1, 1[,

+∞∑
n=0

ϕ(n)(0)

n!
tn = −e

+∞∑
n=0

bnt
n = −e

(
−1 +

+∞∑
n=1

bnt
n

)
= e

(
1−

+∞∑
n=1

bnt
n

)
.

• Montrons que ϕ est développable en série entière sur ]− 1, 1[.
ϕ ne s’annule pas sur ]− 1, 1[. Posons

∀t ∈]− 1, 1[, u(t) =
e

ϕ(t)

(
1−

+∞∑
n=1

bnt
n

)
.
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Alors u est de classe C1 sur ]− 1, 1[ et

∀t ∈]− 1, 1[, u′(t) =
e

(ϕ(t))2

((
−

+∞∑
n=1

nbnt
n−1

)
ϕ(t)−

(
1−

+∞∑
n=1

bnt
n

)
ϕ′(t)

)

=
e

(ϕ(t))2

(
−ϕ(t)

+∞∑
n=1

nbnt
n−1 + ϕ(t)ψ(t)

+∞∑
n=0

bnt
n

)

=
e

ϕ(t)

(
−

+∞∑
n=0

(n+ 1)bn+1t
n + ψ(t)

+∞∑
n=0

bnt
n

)
.

Un produit de Cauchy de deux séries entières, qui sont toutes deux de rayon R > 1, donne :

∀t ∈]− 1, 1[, ψ(t)

+∞∑
n=0

bnt
n =

(
−

+∞∑
n=0

tn

n+ 2

)(
+∞∑
n=0

bnt
n

)
=

+∞∑
n=0

(
n∑
k=0

−1
k + 2

bn−k

)
tn

=

+∞∑
n=0

(
n+1∑
k=1

−1
k + 1

bn+1−k

)
tn =

+∞∑
n=0

(n+ 1)bn+1t
n,

d’après la formule de récurrence définissant la suite (bn)n∈N. On obtient alors

∀t ∈]− 1, 1[, u′(t) = 0.

Donc u est constante, égale à u(0) =
e

ϕ(0)
=
e

e
= 1 sur ]− 1, 1[. Donc ∀t ∈]− 1, 1[, u(t) = 1, d’où :

∀t ∈]− 1, 1[, ϕ(t) = e

(
1−

+∞∑
k=1

bkt
k

)
.

En particulier ϕ est développable en série entière sur ]− 1, 1[.
Q27. Soient (an)n∈N∗ et (an)n∈N∗ deux suites de réels strictement positifs.

On utilise l’inégalité arithmético-géométrique avec (ancn)n∈N∗ qui est une suite de réels strictement positifs :

∀n ∈ N∗,

(
n∏
i=1

aici

)1/n

6
1

n

n∑
k=1

akck.

D’où en multipliant par

(
n∏
i=1

ci

)−1/n
> 0 :

∀n ∈ N∗,

(
n∏
i=1

ai

)1/n

=

(
n∏
i=1

aici

)1/n( n∏
i=1

ci

)−1/n
6

1

n

(
n∏
i=1

ci

)−1/n n∑
k=1

akck.

Soit N ∈ N∗. On somme l’inégalité précédente de 1 à N :

uN =

N∑
n=1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

6
N∑
n=1

1

n

(
n∏
i=1

ci

)−1/n n∑
k=1

akck =

N∑
n=1

n∑
k=1

akck
1

n

(
n∏
i=1

ci

)−1/n

=
∑

16k6n6N

akck
1

n

(
n∏
i=1

ci

)−1/n
=

N∑
k=1

N∑
n=k

akck
1

n

(
n∏
i=1

ci

)−1/n

=

N∑
k=1

akck

N∑
n=k

1

n

(
n∏
i=1

ci

)−1/n
= vN .

Les suites (uN )N∈N∗ et (vN )N∈N∗ que l’on vient de définir sont des suites croissantes de réels strictement positifs,
donc elles convergent dans R+. On a donc

Dans R+ : 0 < lim
N→+∞

uN 6 lim
N→+∞

vN .
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D’où :

Dans R+ :

+∞∑
n=1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

6
+∞∑
k=1

ckak

+∞∑
n=k

1

n

(
n∏
i=1

ci

)−1/n
.

Q28. Dans l’inégalité de la question Q27., on pose ∀n ∈ N∗, cn =
(n+ 1)n

nn−1
> 0.

On remarque que le produit suivant est télescopique :

n∏
k=1

ck =

n∏
k=1

(k + 1)k

kk−1
=

n∏
k=1

(k + 1)k

n∏
k=1

kk−1
=

n+1∏
k=2

kk−1

n∏
k=1

kk−1
= (n+ 1)n.

D’où
1

n

(
n∏
k=1

ck

)−n
=

1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
.

La série
∑
n>k

(
1

n
− 1

n+ 1

)
converge par télescopage et on obtient

+∞∑
n=k

1

n

(
n∏
k=1

ck

)−1/n
=

+∞∑
n=k

(
1

n
− 1

n+ 1

)
=

1

k
.

D’après la question Q 27. :

+∞∑
n=1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

6
Q27.

+∞∑
k=1

ckak

+∞∑
n=k

1

n

(
n∏
i=1

ci

)−1/n
=

+∞∑
k=1

akck
1

k

=

+∞∑
k=1

ak
(k + 1)k

kk
=

+∞∑
k=1

ak

(
k

k + 1

)−k
=

+∞∑
k=1

ak

(
1− 1

k + 1

)1−(k+1)

=

+∞∑
n=1

anϕ

(
1

n+ 1

)
=

Q26.

+∞∑
n=1

ane

(
1−

+∞∑
k=1

bk

(
1

n+ 1

)k)
,

en appliquant la question Q26. avec t =
1

n+ 1
∈]− 1, 1[. D’où l’inégalité de Carleman-Yang :

+∞∑
n=1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

6 e

+∞∑
n=1

(
1−

+∞∑
k=1

bk
(n+ 1)k

)
an.

Q29. • Les trois premiers termes sont strictement positifs : b1 =
1

2
, b2 =

1

24
, b3 =

1

48
.

Je ne sais pas comment montrer que ∀n ∈ N∗, bn > 0.
• On admet que les coefficients bn sont positifs ou nuls. Alors

∀n ∈ N∗, 1−
+∞∑
k=1

bk
(n+ 1)k

6 1− b1
n+ 1

< 1.

Donc l’inégalité de Carleman-Yang est plus précise que l’inégalité de Carleman :

+∞∑
n=1

(
n∏
k=1

ak

)1/n

6 e

+∞∑
n=1

(
1−

+∞∑
k=1

bk
(n+ 1)k

)
an < e

+∞∑
n=1

an.
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