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2024 - CENTRALE - MP - MPI - MATHEMATIQUES 1 ‘

ENONCE
INEGALITE DE CARLEMAN

On s’intéresse dans ce probléme a une inégalité établie par Torsten Carleman : si (ag)gen+ est une suite de réels

n 1/n
strictement positifs telle que Z an converge, alors la série de terme général (H ak> converge et
k=1

+oo

n 1/n “+o0
Z <H ak> <e Z Q-
k=1 n=1

Le probléme est constitué de trois parties largement indépendantes.

La premiére partie commence en démontrant un analogue intégral de cette inégalité : I'inégalité de Knopp.

La deuxiéme partie s’intéresse a la démonstration originale de l'inégalité de Carleman, utilisant du calcul dif-
férentiel. Enfin, la troisiéme partie étudie I'inégalité de Carleman-Yang, qui est un raffinement de 'inégalité de
Carleman.

I Inégalité de Knopp

Dans cette partie, on démontre I'inégalité de Knopp, souvent présentée comme analogue continu de 'inégalité de
Carleman (on justifie cette appellation en fin de partie).

I.A - Deux inégalités intégrales

I.A.1) Inégalité intégrale de Jensen

Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux a valeurs dans un intervalle J. Soit ¢ une fonction continue
et convexe sur J. Démontrer que

b b
w(b_laf £(t) dt) <ﬁ/ o f(t) dt.

On pourra utiliser des sommes de Riemann.

I.A.2) Une autre inégalité intégrale

Soit f : Ry — R une fonction continue par morceaux, strictement positive et intégrable.
Pour tout > 0, on pose

1 [* 1 1 [
glx) =~ [ tf(t)dt et h(zr)=—g(x)=— [ tf(t)dt
T Jo x X 0
Déterminer la limite de g(z) lorsque z tend vers 0.
Déterminer la limite de g(z) lorsque z tend vers +oo.
+o0
1
Notant 1o 4 la fonction indicatrice de [0, x], on pourra remarquer que g(x) = / —tf(t)1]0,2)(t) dt.
0 X

+oo
En déduire que l'intégrale / h(z)dx converge et que
0

/0 " e = /0 @),

On pourra utiliser une intégration par parties.
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I.B - Démonstration de I’inégalité de Knopp

Soit f une fonction continue par morceaux, strictement positive, intégrable sur R,..

exp (313 /0 In(f(t)) dt) < ;/OI t£(t) dt.

On pourra remarquer que In(f(t)) = In(tf(¢)) — In(?).

Démontrer que, pour tout = > 0,

1 X
En déduire que 2 — exp ( / In(f(t)) dt ) est intégrable sur R* et que
0

/om P (i /0 In(f (1)) dt) dv < e /0 ) de

I.C - Application a ’inégalité de Carleman

On suppose dans cette sous-partie que (ay)nen+ est une suite décroissante de réels strictement positifs.
On note f la fonction en escalier qui, pour tout k € N*, est égale & ay, sur Uintervalle [k — 1, k.

Soit k dans N*. Démontrer que la fonction vy définie sur [k — 1, k] par
1 1
vg(x) = - Zln(ai) + ;(x —k+1)In(ar) sik>=2
o) = In(a)

est minimale pour x = k.

Démontrer que, pour tout £ dans N*,

/:1 exp (31; /Oz In(f(t)) dt) dz > exp (llg iln(aﬂ) .

On pourra utiliser la question précédente.
En déduire l'inégalité de Carleman dans le cas ou (an)nen+ est une suite décroissante.

Expliquer comment on peut retirer ’hypothése de décroissance.

IT Inégalité de Carleman

On démontre dans cette partie I'inégalité de Carleman d’une maniére indépendante de la partie L.

La sous-partie II.A établit I'inégalité arithmético-géométrique avec des méthodes de calcul différentiel qui per-
mettent de se familiariser avec celles qui seront utilisées dans la sous-partie II.B pour démontrer I'inégalité de
Carleman.

La sous-partie II.B est indépendante de II.A. L’inégalité arithmético-géométrique sera utilisée dans la Partie III.
Soit n dans N*. On note U,, 'ouvert (R*)". Son adhérence, notée U, est (Ry)".

IT.A - Inégalité arithmético-géométrique

Soit s > 0. On définit les fonctions f et g, sur U, en posant, pour tout z = (21,...,2,) € Uy,

f(z) = Hack et gs(x) = <Zxk> —s.
k=1 k=1

On note X, le sous-ensemble de U,, constitué des zéros de g5 : Xy = {x € U, | gs(z) = 0}.

On admet que f et g, sont de classe C! sur U,.
Donner Pexpression de leur gradient en un point = (z1,...,x,) de U,.

2
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Démontrer que la restriction de f a Xy admet un maximum sur X, et que ce maximum est en fait atteint sur
X, NU,.

On pourra vérifier que f est strictement positive en certains points de X N U, .

On note a = (ay,...,a,) un élément de X; N U, en lequel la restriction de f & X, atteint son maximum.

fa)

Démontrer qu’il existe un réel A > 0 tel que, pour tout k dans [1,n], ax =

A
Démontrer alors que, pour tout (21,...,2,) € U, N X, (H xz> ﬁ Zl T
i
et en déduire 'inégalité arithmético-géométrique

n 1/n
1
V(z1,...,2n) € (Ry)", (sz) < ﬁle
i=1 j

I1.B - Démonstration de ’inégalité de Carleman
On considére I’application F,, de U,, dans R, définie par
V(21,. o s2n) €Uy, Fp(a,...,20) =21 + (:leg)l/Q + (x1x2x3)1/3 +oot (... xn)l/”.
On note h,, application de U,, dans R, définie par
Y(21,...,20) €Un, hu(1,...,20) =21+ ...+ 2, — L.

On admet que F, et h,, sont toutes deux de classe C! sur U,.

On note H,, 'ensemble H,, = {(x1,...,2,) ER" | 21 + ...+ 2, = 1}.
Déterminer le gradient de F), et le gradient de h, en tout point de U,.
Démontrer que la restriction de F,, a U, N H,, admet un maximum.
On admet que le maximum de F), est en fait atteint sur U, N H,.

On note M,, le maximum de F,, sur U, N H,, et on note (a1,...,a,) un point de U,, N H,, en lequel il est atteint.
Pour k entre 1 et n, on note v, = (ajag - - - ak)l/k.

Démontrer qu’il existe un réel A > 0 tel que
m+r 24—
2 n
E—i—-{-’h = JAas.
2 n
Tn _ Ay,
n
a1 +as+...+a, = 1.

En déduire que :
a) A=m+... V= My;
b) pour tout k& dans [1,n], vx = Awgag, ou

Wi = k;<1—“22‘1> sike[l,n—1],

Wn = n.

L’objectif des trois questions suivantes est de démontrer que A < e. On suppose par ’absurde que A > e.

1 k1)
Q19. Vérifier que, pour tout k£ dans N, + .
k+2
i k
Q20. Démontrer que w; < — et que, pour tout k dans [1,n], wg < il
e
1 —k
On pourra démontrer, pour k € [1,n — 1], que wfﬁ = XWZ (1 — %) .
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Aboutir & une contradiction sur w,,.

En déduire que, pour tout n dans N*, pour tout (z1,...,2,) dans (R% )™ tels que z; +... +z, =1,

n

Z (z129 - - -xk)l/k <e.
k=1

En déduire I'inégalité de Carleman.

III Inégalité de Carleman-Yang

Le but de cette derniére partie est d’établir I'inégalité de Carleman-Yang, qui est un raffinement de I'inégalité de

Carleman.

ITI.A - Un développement en série entiére

Soit ¢ la fonction définie par
Vi el —1,10\{0}, o) = (1 -tV (IIL1)
On définit aussi la suite (b,,),en par

by = —1

1~ 1
V' N* b, = —— —by_k.
ne ’ n;k—kl k

Justifier que ¢ est prolongeable par continuité en 0 et préciser la valeur de son prolongement en 0.

On notera toujours ¢ ce prolongement.
Démontrer que, pour tout n dans N* |b,| < 1.
En déduire une inégalité sur le rayon de convergence de la série entiére Z byt".

k>0
Démontrer que, pour tout ¢ dans | — 1,1, ¢'(t) = p(t)¥(t), on
+oo
vtel—-1,1 t) = — t" II1.2
SRESRORES SPEeT

puis que, pour tout n dans N*,

Conclure alors que

“+o0
Vte]l - 1,1, o(t)=e <1 - Zb,ﬁ) . (111.3)
k=1

ITI.B - Démonstration de I’inégalité de Carleman-Yang

Soient (an)nen+ €t (¢n)nen- deux suites de réels strictement positifs.

Démontrer que

+o00 —1/n

n 1/n +o0 +o0 n
() <Xows k(11)
= k=1 k=1 n=~k n i=1

(n+ 1"

——, en déduire l'inégalité de Carleman-Yang :
n

400 n 1/n +o0o 400 b
(f1) eSSt

n=1 k=1

En considérant c,, =

Démontrer que, pour tout n € N*, b, > 0.
En quoi l'inégalité précédente est-elle un raffinement de l'inégalité de Carleman ?

4
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’ 2024 - CENTRALE - MP - MPI - MATHEMATIQUES 1
UN CORRIGE

I Inégalité de Knopp

Q1. On utilise le théoréme sur les sommes de Riemann. Puisque f est une fonction continue par morceaux sur le

segment [a, b], on a
I 1% a
t) dt = i — .
b_a/af() n;glwnkzﬂf( )

De méme, puisque ¢ est continue sur J, ¢ o f est bien définie et continue par morceaux sur [a, b], d’ot :

1 b n—1 b—a

=1 .

b—a/agoof() nirfmnzwo ( n )

Puisque ¢ est convexe sur J, on a pour tous réels (zx)ogkcn—1 de J :

1 n—1 1 n—1
® (n Zxk) S Z@(l‘k)-
k=0

k=0

h—
En particulier, en posant Vk € [0,n — 1], xx = f < a> :
n

— 1 n—1 b—a 1 n—1 a
Z S Z ol f - = Z pof )
k=0 k=0
On passe & la limite lorsque n — +0o et on utilise la continuité de ¢ :
1 1A b—a , 1= b—a
c(ita [ roa) = o(um 15 (00 0)) | e (15 (e0425))
b— 1P
> = m/ o f(t) dt.

b b
SD(bla/a f(t) dt) <ﬁ/a o f(t) dt

Q2. f est continue par morceaux donc bornée sur le segment [0, 1].
Donc 3M > 0, Vt € [0,1], 0 < f(t) < M. Pour z € [0,1] :

1 [* 1 [* M[t?]" M 2> M
0<gle)=— | tf@ydt<=~ [ tMmat="|%| ==L =Z4 — 0.
z Jo z Jo 0 2 2

3\>~

N\
=
|
3
M1
Ay
o]
&H
N
=
+
ol
Q

Donc

Par le théoréme des gendarmes, hr% g(x) =0.
z—>

Q3. On remarque que, en notant 1jy 51 la fonction indicatrice de [0, ] :

x +oo
Vr > 0, g(x)z%/o 10 dt:/o 2f(t)1[07m](t) dt.

On applique le théoréme de convergence dominée, étendu au cas d’une famille de paramétres réels.

4
(i) Pour tout z € R¥, la fonction ¢ — Ef(t)l[O,w] (t) est continue par morceaux sur R..

t t
(ii) Pour tout t € Ry, ;f(t)l[o’m] (t) admet une limite finie quand  — 400 : lim — f(t)1jg 41(t) = 0.

r——+oco I
La fonction t — 0 est continue sur R,.
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Q4.

Q5.

(iii) Hypothése de domination. Soit € RY..

t
vt € [0, z], 1[0@] (t)=1 donc ;1[0733] (t)=—-<1.

t
T t
= VteRy, ;1[071]@) <1

t
Vt €]z, +oof, 1jg4)(t) =0 donc ;1[0@] (t)=0< 1

Puisque f est positive, on en déduit 'hypothése de domination :

8|+

La fonction f est positive, continue par morceaux et intégrable sur R, indépendante de z.

+oo t +oo
Par le théoréme de convergence dominée : lim —f(t)1[o,(t) dt = / 0 dt =0.
z 0

T—r+00 0

Donc xEI—I&:loog(x) =0.

1
Soient 0 < a < b. On effectue une intégration par parties, en intégrant = — x f(z) et en dérivant x — — :

/abf(x) dx:/ab;x(xf(a:)) do = [;/Oxtf(t) dt]i—/ab (—;2) (/Oztf(t) dt) dz = [g(m)}:Jr/abh(x) da.

Ainsi

/ab h(z) de = /ab f(z) dz — g(b) + g(a).

b
Puisque f est intégrable sur R* , I'intégrale partielle / f(z) dez admet une limite finie lorsque a — 0 et b — +o0.
a
D’aprés la question Q2., lin}J g(a) =0.
a—r
D’aprés la question Q3., lim g¢(b) = 0.
b—+o00

b
Donc l'intégrale partielle / h(z) dz admet une limite finie lorsque a — 0 et b — 4o0.

400 400 + o0
Donc | 'intégrale / h(z) dx converge et / f(z) dz :/ h(z) dx.
0 0 0

On fixe z > 0.

e D’une part, on calcule :

exp (—i /Oz In(t) dt) — exp (-i [t1n(r) - tL) — exp (—i(x In(z) — x)) = exp(1 ~In(a) = .

[a,z] — R
t — In(tf(t)
On applique la question Q1. avec ¢ = exp qui est continue et convexe sur R (car exp” = exp > 0 sur R).

e D’autre part, soit a €]0,z[. Alors g : est continue par morceaux sur le segment [a, z].

1

—a

exp (fgla /JC In(t£(£)) dt) < xla/ expoln(tf(1)) dt = - /, LE(E)) dt.

La fonction ¢ — In(t) est intégrable sur |0, z].

De plus, f est continue par morceaux et strictement positive sur Ry. Donc ¢t +— In(f(¢)) est continue par
morceaux sur R et intégrable sur tout segment de R .

La somme des deux fonctions précédentes est la fonction ¢ — In(¢f(t)) et est intégrable sur |0, z].

On passe & la limite quand @ — 0 et on utilise la continuité de exp :

exp (i Aw In(tf(t)) dt) < %Aw tf(t)) dt.

6
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Q6.

Q7.

Qs.

e On obtient

exp (i /O In(f(t)) dt) = exp i/owgln(tf(t))—m(t)) dt)

= gexp é /Ogﬂln(tf(t)) dt> < zi/oitf(t)) dt.

Donc

D’aprés la question Q5., on a

Va0, 0<exp (i /0 m(f (1)) dt) < eh(a).

D’aprés la question Q4., la fonction eh est positive et intégrable sur RY .

1 x
Par régle de majoration pour les fonctions positives, | la fonction = +— exp ( / In(f(¢)) dt) est intégrable sur R’
T Jo

car positive et majorée par la fonction eh.
De plus, par croissance de 'intégrale :

VA > 0, /OAeXp (1/Om1n(f(t)) dt) dxge/oAh(x) dm<6/0+ooh(x) o — e/0+oof(x) da.

T Q4.

Par passage a la limite quand A — +o00 :

/om e (i | s dt) do<e [ @) d.

La fonction vy est constante sur [0, 1], donc minimale en z = 1.
Soit k > 2. (an)nen+ est une suite décroissante de réels strictement positifs donc

k—1

Vie[l,k—1], a;> ag, donc&>1, In <al> >0, et Zln <a1> > 0.

ay ax — \a
. 1 .
Puisque z — - est décroissante sur [k — 1, k] :
1 1
v kE—1,k = = In(a;))+—(z—k+1)1
x €| K], k() x; n(a)—l—x(x + 1) In(ay)

=
= lIn(ag) + p (Z In(a;) — (k—1) ln(ak)>
i=1
k—1
~ )+ 1 Sow (%)

> In(ay) + % lilln (Zk) = (k).

Donc ’Vk‘ € N*, la fonction vy est minimale pour x = k. ‘

On note f la fonction en escalier qui, pour tout k € N*, est égale & aj, sur U'intervalle [k — 1, k.

7
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e D’une part, on remarque que v1(1) =1In(a;) et

k—1 k
VE e N*\ {1}, wp(k) = % <Z In(a;) + ln(ak)> . |VkeN*, wu(k) = %Zln(ai).
i=1 3

Cette expression est également valable pour k = 1.

e Soit k € N*. Soit z €]k — 1, k].
Si k=1, alors z €]0,1] et

1 [* ® 1
7/0 n(f(t) dt = 7/0 Infar) dt = Lrin(ar) = Inar) = v (z).

T

Supposons k > 2. Par la relation de Chasles :

/Owln(f(t)) dt = Z/ dt+/:11n(f(t)) dt
_ Z/ dt+/k:1n(ak) dt

= Zln (a;) + (z — k+ 1) In(ay).

1/Ogcln(f(t)) dt = 72111 a;) xkarl)ln(ak)ka()

X

Donc

Vk e N*, Vz€lk—1,k], vk(z)/oxln(f(t)) dt.

e D’aprés la question précédente,
Ve e[k —1,k, wvi(x) > vg(k).

Par croissance de exp sur R,
Vo € [k—1,k], exp(vr(x)) = exp(uvg(k)).

On intégre sur le segment [k — 1, k]. Par croissance de 'intégrale :

k k
/ exp(up(z)) do > / exp(vi (k) di = vy (k).
k—1 k—1

En remplagant par les expressions trouvées :

Vk € N*, /kklexp<i/ozln(f(t))dt) exp( Zln )

Q9. Soit (an)nen+ une suite de réels strictement positifs telle que la série Z a, converge.

n>=1

e Soit f la fonction en escalier qui, pour tout n € N*| est égale a a,, sur 'intervalle [n — 1, n].

Alors f est continue par morceaux et strictement positive sur Ry . Montrons que f est intégrable sur Ry .

Soit A > 0. Soit N € N* le plus petit entier tel que A < N.
Puisque f est positive, par croissance de I'intégrale, puis par relation de Chasles :

/OAf(x)dacg/ONf( dx—nz:lnlf d;v—Z/ andx—Zan Zan

8
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—+oo
Les intégrales partielles de f (qui est positive) sont majorées donc 'intégrale f(x) dx converge.

0
Ainsi f est intégrable sur R. En particulier, on peut lui appliquer la question Q6..

On a montré que VN € N*, / f(z) de = Z an, d’oll en passant a la limite quand N — o0 :

n=1

+o0 foo
/ flx) de = Za”.
0 n=1

e Soit N € N*. On utilise la question Q8., la relation de Chasles et la question Q6. :

S - %exp(im(ﬁ%>)>

= / exp ( / In(f(t)) dt) dx par la relation de Chasles
0 T Jo

—+o00 1 x
< / exp (g; / In(f(¢)) dt) dx car la fonction est positive et intégrable
0 0

n 1/n
La série de terme général H ak est une série & termes positifs dont les sommes partielles sont majorées,
k=1

1/n
donc converge. Donc la série Z (H ak> converge.

n>=1

En passant a la limite quand N — 400, on obtient I’inégalité de Carleman :

3 (Hak>w gf

n=1

Q10. On retire I'hypothése de décroissance sur la suite.

Soit (ak)ken+ une suite de réels strictement positifs telle que la série Z an converge.
n=1

e La série E ap, converge donc la suite (a,)nen tend vers 0.

e On construit ’une permutation o de N* telle que la suite (a,(x))ren- est une suite décroissante.

* Construisons le premier terme o(1).
Soit € > 0 avec € < a;.  (ag) tend vers 0 donc il existe un rang N > 1, Vk > N + 1, a < e.

On pose
by = max{ag, k€ [1,N]}.
o(1) = min{k € [1, N] tel que ar = b1 }.
Alors
Wk € N*, ag < a1
* Supposons (o(1),...,0(n — 1)) construits, deux & deux distincts et vérifiant :

VeE e N*\{o(1),...,0(n=1)}, ar < apn-1) <... < ap(1)-
9
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Soit € > 0 avec € < Gmax(o(1),...,0(n—1))+1- En particulier, € < Og(n—1)-

(ax) tend vers 0 donc il existe un rang N > 1, Vk > N + 1, ai < e.

On pose

max{ak, ke [1,N]\ {o(1),...,on — 1)}}.

min{k € [1, N]\ {o(1),...,0(n — 1)} tel que ar = b, }.

——

Q.

S
[

Alors
Vk € N* \ {G(l)a s 7U(n)}7 ap < Qg (n) < A5(n—1) <...< Ao (1)-

x Par construction, o est une bijection de N* et la suite (aq(x))ren+ est décroissante.

+oo —+oo
e D’aprés le cours, la série Z (g (n) converge également et Z Ag(n) = Z Q.

n=1 n=1

n 1/n
e On applique le résultat de la question Q9. & la suite décroissante (aq(x))ren- : la série Z <H aa(k)>

n>1 \k=1
converge et

+oo n 1/n 400 +oo
Z (H a"'(k)) Se Z Ag(n) = € Q.
k=1 n=1

= n=1 =

e Soit n € N*. Par construction de la permutation o, les n termes (a,(x))1<r<n sont deux a deux plus grands
que n termes quelconques de la suite (ay) ordonnés de maniére décroissante, d’ou

n

Vn € N*¥, Hak< ﬁag(k).
k=1 k=1

Par croissance de ¢~ t1/" sur Ry :

n 1/n n 1/n
Vn € N, (H ak> < (H aa(k)> .
k=1 k=1

Donc
N n 1/n N n 1/n +oo n 1/n +oo
WV e, z( ) <Z< ac,@) S Hac,(m) <X
= =1 n=1 \k=1 n=1 \k=1 n=1
n 1/n
Les sommes partielles sont majorées donc la série a termes positifs (H ak> converge.
n>1 \k=1

Par passage a la limite quand N — 400 :

—

n= k=1

+oo n 1/n +oo
Z (H ak> < eZan.
n=1

IT Inégalité de Carleman

Q11. D’aprés I’énoncé, on admet que f et g, sont de classe C! sur U,,.

Ona:V(xy,...,0,) €Upy  gs(T1,. . 20) = (Zxk> —s.Donc VzeU,, |Vygs(z)=
k=1

10
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Ona:V(xy,...,xn) €Upn, flx1,...,2,) = ka. Donc
k=1

(x) f(x)

Lo Ty H Lk X1 T
Tz, ke[Ln]\{1} f(@) f(@)

Vo = (z1,...,2,) €Up, Vf(z)= _ = = 22 |. |Vf(x)=] 22

. Tk : :
Tt ke[[l,l;]l]:\{n} f(z) f(z)

In Tn

Q12. e L’application f:x = (z1,...,2,) — H x), est polynomiale donc continue sur R™.
k=1

e Montrons que X est compact.

X, ={z €T, | gs(zx) =0} =Ty, N g ({0}).

n
L’application gs : @ = (z1,...,2Zy,) — <Z zk> — s est polynomiale donc continue sur R”.
k=1
Le singleton {0} est fermé.
L’image réciproque d’un fermé par une application continue est un fermeé, donc g;'({0}) est ferme.
Une adhérence est fermée donc U,, est fermée.
L’intersection de deux fermés est fermée, donc

On note, pour z = (z1,...,2,) € R", ||2]c = [max. ||
n
Soit © = (x1,...,x,) € Xs. Alors Vk € [1,n],zr > 0 et x5 < sz = s donc 0 < z < s et ainsi |zg| < s.
i=1
D'ou Vx € X, ||2]|co < s. Donc ’ X, est bornée pour la norme || - |00 ‘ (par s).

Puisque R™ est de dimension finie, toutes les normes sur R™ sont équivalentes.
Finalement, X, est une partie fermée et bornée de R™ qui est de dimension finie.

Donc ’XS est un compact de R”. ‘

. ’L’application f est continue sur le compact X;. ‘

Par le théoréme des bornes atteintes, f est bornée et atteint ses bornes sur Xj.

En particulier, | f est majorée et atteint son maximum sur Xj.

e Posons y = (s/n,...,s/n). Alors Vk € [1,n], yr = 2 > 0 donc y €U, C U,.
n

n
De plus, Zyk —n = s, donc gs(y) = 0. Ainsi y € X.
n
k=1

OB

n
En particulier, le maximum m,, de f sur X, vérifie m,, > f(y) = (E) > 0 donc m,, > 0.
n

Slw

f) =TTwe =11
k=1 k=1

Supposons par ’absurde que le maximum m,, de f sur X ne soit pas atteint sur X, N U,, alors il est atteint

en un point x = (xq,...,x,) vérifiant z € U, \ U,.
n

Donc il existe ig € [1,n] tel que z;, = 0, alors m,, = f(x) = H x = 0, ce qui est absurde car m,, > 0.
k=1
Donc |le maximum m,, de f sur X est en fait atteint sur X, N U,. ‘

Q13. On applique le théoréme d’optimisation sous une contrainte.
e U, est un ouvert de R" et R" est un espace euclidien.
e D’aprés I’énoncé, f: U, = R et g, : U, — R sont de classe C' sur 'ouvert U,.
11
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e X;NU,={x €U, | gs(x) =0} est 'ensemble des zéros de g, sur U,.

e a=(ay,...,a,) est un élément de X N U, en lequel la restriction de f a X, atteint son maximum global.
1
Donc la restriction de f a X, N U, admet un extremum local en a. De plus Vgs(a) = | : | #0.
1

e D’apres le théoréme, Vf et Vgs sont colinéaires : |3 € R,  Vf(a) = AVys(a). ‘
On obtient :

fla)

& Vke[ln], f;“):x.
k

Vi@ =] a2 | =2Vg(a)

a'll

On remarque que a € U, donc Vk € [1,n],ar, > 0 et f(a) = H ar > 0. Dou \ = fla) > 0.

k=1 “
Finalement
IN>0 telque Vke[l,n], ap= f()\a).
I , - , . _ fla) _
Q14. e Déterminons le point a. D’aprés la question Q13. : Vk € [1,n], ax = N - ai.

Puisque a € X, on a gs(a) =0, d’ou :

n s
s = — = — = O d - —.
gs(a) (Z ak> s=na; — s onc a; =

k=1

Ainsi Vk € [1,n], ak:czlzi et a:(f E)_

yesey
n n n

e La restriction de f a X, atteint son maximum en a donc Vo € X;NU,, f(z) < f(a). Ainsi :
Ve = (x1,...,2,) € XsNU,, f(x) :Hxl- < fla) :Hai :Hf = (7) .
, et

Par croissance de ¢ — t'/" sur Ry :

n 1/n
Ve = (21,...,2,) € Xs NU,, (Hmz> <
i=1

e Soit x = (x1,...,2,) € (Ry)™.
Premier cas. On suppose qu’il existe ig € [1,n] tel que z;, = 0.

n n
Alors H r; =0et Z x; > 0, donc l'inégalité a démontrer est claire.
i=1 i=1

Deuxiéme cas. On suppose que Vi € [1,n], on a x; # 0. Alors z € U,, = (R})™.

n

Posons s = in > 0. Alors z € X, NU,.
i=1
On a déja démontré 'inégalité dans le cas ou x € X; NU,.
Conclusion. Dans les deux cas, on obtient ’inégalité arithmético-géométrique :

n

1/n n
1
= ey Ty R n, |I 4 gfg i
Va ('Ila 71‘)6( +) < .I) ni:1z

i=1

12
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Q15. D’aprés I’énoncé, on admet que F,, et h, sont de classe C! sur U,,.

1
Ona:V(zi,...,2,) €Uy, hp(x1,...,2,) =21 +... 42, — 1. Donc Vo eU,, |[Vh,(z)=]:
1
Ona:V(z1,...,0,) €Un, Fulwy,...,2,) =21 + (0129)? + (232023) /3 + ... + (21...2,)"/™. Donc
1 1 1 1
. (:cl + E(xlxz)l/z + g(xlexg)l/g +... 4 ﬁ(xl xn)l/")
1 /1 1 1
— (2(x1x2)1/2 + g(:mxzxs)l/?’ ot =(m1 afn)l/”>
z n
Ve = (z1,...,2n) €Uy, |VF,(x)= 2
1 1/n
- n(xl Tp—1Ty) "
Q16. e Soit k € [1,n].
k
L’application (x1,...,z,) — H x; est polynomiale donc continue sur (R )".
i=1

Q17. On note M,, le maximum de F,, sur U, N H,, et on note a = (a,...
atteint. Pour k entre 1 et n, on note v = (ay ...ax)

L’application t — t'/* est continue sur R .

Par composition, chaque application (x1, ... x1) /" est continue sur (R, )".

Z(l‘l ce
k=1

,Z‘n)’—)(Il...

Par somme d’applications continues, F, : = (21,...,2Zn) — l’k>1/k est continue sur (R4 )".

Montrons que U,, N H,, est compact.

U,NH, =U,N{z=(21,...,2,) ER" 21 +... 42, =1} = U, N{z € R", h,(2) =

0} =T 0 bz ({0).

n
L’application h,, : ¢ = (z1,...,2,) — (Z xk> — 1 est polynomiale donc continue sur R".
k=1
Le singleton {0} est fermé.
L’image réciproque d’un fermé par une application continue est un fermé, donc h,; L({0}) est fermé.
Une adhérence est fermée donc U,, est fermée.

L’intersection de deux fermés est fermée, donc ’m N H,, est fermé. ‘

On note, pour z = (z1,...,2Z,) € R", ||2|lcc = max |zx|.

1<k<n

Soit = (x1,...,2,) € U, NH,. Alors Vk € [1,n], 2 > 0 et a5, < sz = 1donc 0 < xp < 1 et ainsi |zg| < 1.
i=1

D’ou Vz € U, N Hy, ||7||s < 1. Donc ’mﬂ H,, est bornée pour la norme || - ||oo ‘ (par 1).
Puisque R™ est de dimension finie, toutes les normes sur R™ sont équivalentes.

Finalement, U,, N H,, est une partie fermée et bornée de R™ qui est de dimension finie.
Donc ’m N H,, est un compact de R™. ‘

L’application F,, est continue sur le compact U,, N H,,. ‘

Par le théoréme des bornes atteintes, F), est bornée et atteint ses bornes sur U,, N H,,.

En particulier, ’ F,, est majorée et atteint son maximum sur U, N H,. ‘

,ay) un point de U, N H,, en lequel il est
1/k

On applique le théoréme d’optimisation sous une contrainte.

U, est un ouvert de R™ et R™ est un espace euclidien.

D’aprés 1’énoncé, F, : U, = R et h, : U, — R sont de classe C' sur I'ouvert U,,.

13
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e U,NH,={x=(x1,...,20) €EUp |21+ ... + 2y =1} = {x € Uy, |hp(z) =0}
est I’ensemble des zéros de h,, sur U,,.

e a = (ay,...,a,) est un élément de U,, N H,, en lequel la restriction de F,, & U, N H,, atteint son maximum
global.
1
Donc la restriction de F, a U, N H,, admet un extremum local en a. De plus Vh,(a) = S| #£0.
1

e D’aprés le théoréme, VF,, et Vh, sont colingaires : I\ € R, VF,,(a) = A\Vh,(a).
e De plus, a € H,, donc h,(a) =0.

On obtient le systéme :

(S) : { INeR, VF,(a) = AVhy(a).

hola) = a1+...4+a,—1=0.
D’ou
1 1 1 n 1 "
<a1+(a1a2)1/2+...+(al...an)l/) 7(71+E++l)
ai 2 n ai ! 2 n
1 /1 1 n
—( (aa2)? + ... 4+ =(a1...an)"/™ —(E+...+l> 1
as \ 2 n as \ 2 n
VFE,(a) = = = AVhy(a) = A | :
: : 1
Jﬁ(al e Gp_1Gy) p—
1 v )
La derniére ligne donne A = a—% > 0 (car a € U,, donc Vk € [1,n], ax > 0). Finalement :
N+ L+t = a (L)
Y2 Tn
—+...+— = ldao. L
9 + + n ag ( 2)
(S) < |Ir>0,
I~ . (Ly)
n
ai+as+...+a, = 1. (Ln+1)

Q18. a) Puisque le maximum M,, de F}, sur U, N H,, est atteint en a = (a1, ...,a,), on a M, = F,(a).
La somme des n premiéres lignes du systéme précédent donne ensuite :

M, = F,(a) = Fy(a1,...,an) = a1+(a1a2) 4. . +(a1 ... an)""™ = y14+92+. . +90 = Mar+. . 4a,) = Ax1 = \.

Donc’/\:'yl—&-...—i—'yn:Mn.‘

b) La ligne (L,) donne In _ Aa,, donc v, = Ana, = A\wpa, en posant w, = n.
n

Le systéme précédent donne également, pour k € [1,n — 1] :

L — Lkt : kak = Mak — apq1) = Aag (1 - akﬂ) donc vy, = Ak (1 - ak“) ar.

ag ag
Finalement,
wr = k(1= sike[ln-1]
Vk e [1,n], vk = Awgar ou ag ’ ’
W, = n.

14
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Q19. Montrons que ’Vu eRy, In(l+wu) <u. ‘
1

Posons f:u~ u—In(l+u). f est dérivable sur Ry et Vu e Ry,  f'(u)=1— Tra = lj—u > 0.

Donc f est croissante sur Ry, avec f(0) =0, donc f est positive sur Ry, d’otu le résultat.

Soit k£ € N. Par croissance de I'exponentielle sur R :

k2 B 1\t 1 1
<k‘—|—1> < +k+1> exp(( + )n< +k+1)> exp<( + )k‘—|—1> e

En passant a l'inverse, on obtient :

Vk €N,

k+1
Eg k+1 .
e k+2

Q20. On suppose par I'absurde que A > e.
e On ay =aq, or 1 = Awyay, avec a; > 0 car a = (ay,...a,) € Uy, N Hy.
1 1
Donc Mw; = 1. Puisque A > e, |w = Y < -.
e
N . . 1 1 1
D’aprés la question Q19. appliquée en k=0 : — < 5 Donc |w; < 3
e
e Soit k € [[1,n — 1]. Exprimons w,’ii% en fonction de wf.
Vo= aray = Mwrak.
’Yllfill = a1 aglpy1 = )\kﬂw,]z_ﬁaﬁﬁ.
k+1 k+1  k+1
Ye+1 . )\wk+1 A1
k= Gk+1 = k k-
Tk Wi Ay
On en déduit que
k+1 —k
Wit _ 1 fag _1(1_%>*’“
w’,j A ay A k
1 wi\
sos | k4D k k
D’ou |wp 7y = Wk (17?) .
. . k
e Montrons par récurrence finie sur k& que pour k € [1,n], wi < PR

1
e Initialisation : £ = 1. On a déja montré que w; < —.

e Hérédité. On suppose le résultat vrai au rang k et on le montre au rang &k + 1.

k
Par hypothése de récurrence, wy < Pt Par décroissance des fonctions z — —z et = — 2~ sur R* :
o k
wp < ——.
F k+1

= O
k7 k+1 .
Wik

= L S N
k k+1 . kE+1

= (1 Dk ) < Py

k S \k+1 '

D’aprés la formule montrée précédemment :

WL R Y (LR R S e
kLT \TR k SA\k+1 k+1 A e qio \k+2
k+1
Donc wi41 < i, ce qui achéve la récurrence.
k+2
k
0 tré Vk € [1,n], < —.
n a montré que [1,n], ws I

15
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n 1
Q21. On aboutit a la contradiction suivante : |w, =n < ce qui est absurde car 1 <1 (en effet n > 1).

n—+1 n -+

On a montré par 'absurde que | A < e
Puisque A = M,, est le maximum de F;, sur U, N H,, on a :

Vo= (2z1,...,2,) €Uy NH,, F(zi,...,2, Z ) < M, =A<
k=1

Donc

n

V(xy,...,2,) € (RY)™ tel que 21 + ... + 2, = 1, Z(zlu-xk)l/k <e.
k=1

Q22. e Démontrons un résultat intermédiaire.

. n Tk n 1 n
Soit (w1,...,7,) € (RY)". O = >0et Vk e [1,n], yp = — > 0. Al - =1.
oit (x1 r,) € (RY) n pose s kz_:lxk e [1,n], y . ors kz_lyk . kz_:lxk
Donc (y1,...,yn) € (RL)™ vérifie y; + ... 4+ y, = 1. D’aprés la question Q21., on a

k=1
Or
n n 1/k n 1 1/k 1 n
1/k - i S e VR <
S =30 (e ) = () = (<
k=1 k=1 k=1 k=1
D’ou Z 1/k <es= erk. On a ainsi démontré que :

k=1

V(z1,...,2) € (RL)", Z(C(Jl xR < eka.
k=1

k=1

e Démontrons l'inégalité de Carleman.
Soit (ag)ken+ une suite de réels strictement positifs telle que Z a, converge. D’apreés le résultat démontré au

début de cette question, on a

N /n I/n N N +oo
VN € N*, Z(Hak> => (a1 an)"<ed an<ed an.
n=1 \k=1 n=1 n=1 n=1

1/n
Puisque la suite des sommes partielles est majorée, la série & termes positifs E (H ak> converge.
n>1

En faisant tendre N vers +oo, on obtient I’inégalité de Carleman :

400 n 1/n +o0
Z (H ak> <e Z Ay, -
n=1 \k=1 n=1

III Inégalité de Carleman-Yang
Q23. Pour t €] — 1,1[\{0}, quand t — 0 :

ot) = (11—t = exp[(li)ln(lt)} = exp[ " (=t +o(t))
= exp[(t—l)(—l—ko(l))} = exp(l+o(1)) - e

Donc ’ © est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) = e. ‘

16




Concours 2024 Centrale - MP - MPI - Mathématiques 1 Durée : 4 heures

Q24. e Montrons par une récurrence forte sur n > 1 que Vn € N*, |b,| < 1.
1 1
* Initialisation : cas n = 1. On a by = —1 donc by = *ibo =3 En particulier, |b1] < 1.

* Hérédité. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons-le au rang n.
On a |bg| =1 et on suppose que Vk € [1,n — 1], |bk| < 1. Par inégalité triangulaire :

ce qui achéve la récurrence. Donc ’ Vn e N*, |b,| < 1. ‘

e Soit R le rayon de convergence de de la série entiére Z byt".
k>0

Par définition du rayon de convergence, on a R = sup {r > 0, tel que la suite (b,7")nen est bornée}.

On vient de montrer que la suite (by,)neny = (b 1™)nen est bornée (par 1), donc
Q25. ¢ On a:

Vi el —1,1\{0}, o) =1 -tV =exp ((1 - 1) In(1 — t)) .

Donc ¢ est dérivable sur | — 1, 1[\{0} et

') _ 1 A N R
Vil = LINMOL o = il t)+<1 > =~ 4 = In(l—1).

Ainsi Vt €] — 1,1[\{0}, ¢'(t) = p(t)1(t) en posant |(t) = = + t%hl(l —t).

1 admet une limite finie en O :

1 1 1 1 t2 1 1

1
On a donc lim ¢ (t) = —=. D’aprés la question Q23., lim p(t) = e. il vient
t—0 2 t—0

o't) — (lim <p(t)> (limw(t)) - _<

t—0 \t—0 t—0 2

Donc le prolongement par continuité de ¢ est dérivable en 0 et ¢’(0) = ——.

De plus, le développement en série entiére sur | — 1,1[ de ¢t — In(1 — ¢) donne :

11 1 1 X
wel - LIN0YL () = S+ 5h(-1) = t—2(t +In(1 — t)) = 4 (t - nz::l n)
10 n 10 n—2 +oo n
1 t t
- 5Xw - X = X
n=2 n=2 n=0
Cette formule est encore valable pour ¢ = 0 car 7yn(lJ Y(t) = —5
—
+0o0 ns
Donc | est dérivable sur | — 1, 1[ et V¢ €] — 1, 1], ¢/(t) = p()i(t) ot ¥(t) = — Y .
—n + 2
e 1 est une fonction développable en série entiére sur | — 1, 1[, donc ¢ est de classe C* sur | — 1, 1].
De plus, les coefficients de la série entiére s’expriment en fonction des dérivées en 0 de la somme de la série
entiere :
1 () (0) n!
VneN, ——— = d ™) = - :
nES n+2 n! onc | 47(0) n+2
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e et ¢ sont continues sur | — 1, 1] donc ¢’ = ¢ x ¢ est continue sur | — 1, 1][.
Donc ¢ est de classe C! sur | —1,1].
Montrons par récurrence sur k > 1 que ¢ est de classe C¥ sur | — 1, 1] pour tout k € N*.

Q26. o

Initialisation : pour k = 1, on a montré que ¢ est de classe C! sur | — 1, 1[.
Hérédité : supposons le résultat vrai au rang k et montrons-le au rang k + 1.
Par hypothése de récurrence, ¢ est de classe C*.

1 est de classe C* donc de classe C*.

¢’ = ¢ x 1 est de classe C* (comme produit de fonctions de classe C*).

Donc ¢ est de classe C¥*!  ce qui termine la récurrence.

On en déduit que ’ga est de classe C*° sur | — 1, 1]. ‘

Soit n € N*. ¢ et ¢ sont de classe C*.
On a montré que Vt €] — 1,1, ¢'(t) = o(t)¥(t).
Par la formule de Leibniz de dérivation (n — 1) fois d’un produit de deux fonctions de classe C" 1 :

n—1
S0 = ()0 = @ x ) D0) = X (") o)
k=0
— (n—1 k! K -1
_ (n—k—1) _ (n—k—1)
;( ) (Fis) e - HMQ( C e
D’ou
[t R | b1
vn e N*,  oM(0) = - k”( N )w(”__)(o)-
=0

Soit n € N*. D’aprés la question Q25., en utilisant un changement d’indice :

(n) nolog _
©\™(0) 1 EV (m—1\ (ke
Do - AR ()
n! n! kE+2\ k&
k=0
LG R =1
I k+1 (k1)‘p ©0)
(n—1)! (n—k)
" 0
n'Z k+1 —1)' won?
k + 1 (n—k)
1 o™
Posons Vn € N,| 8, = —— L '(0). On remarque que
e n!
1
fo = —-p(0)=-1 car ¢(0) = e.
. I~ 1
VneN", B, = _EZmBn—k
k=1
. . . . ©(™(0)
Donc la suite (8, )nen coincide avec la suite (by,)nen. Finalement, | Vn € N, = e by,
n!

Si ¢ est développable en série entiére sur | — 1, 1], alors ¢ est égale a sa série de Taylor qui vaut :
+oo +oo +oo

Z*O =Y byt = e <—1+ant"> e(l—ant”>.
n=0 n=1 n=1

Montrons que ¢ est développable en série entiére sur | — 1, 1[.
© ne s’annule pas sur | — 1, 1]. Posons

vtel— 1,1, u(t) = ﬁ (1 - fb@”) .

Vit e]—1,1]

18
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Alors u est de classe C! sur | —1,1] et

Yt E] —1, 1[, u’(t) = (go(et))z <<_ znbnﬂL—l) (P(t) B (1 _ :ijl bntn> w/(}f))
+oo i
= Mﬁ (cp(t) Z nb, "t + o(t)h(t) Z bntn>

Moo n=1
- w(ﬂ( nzo(n—i—l) a1t 4+ (t th")

Un produit de Cauchy de deux séries entiéres, qui sont toutes deux de rayon R > 1, donne :

“+o00 t" —+oo —+oo n _1
vt el —1,1], Zb " = <—Z n+2> (Z bnt"> = > (Z Mbnk> "
n=0 \k=0

n=0

+oo /n+1 “+o0
Z (Z Pl bn1- k) = Z(n+ 1)bpiat™,

n=0

d’aprés la formule de récurrence définissant la suite (b, )nen. On obtient alors

Vtel—1,1], (t)=0.
e

©(0)

+oo
Viel - 1,1, o) =e (1 - Zb,ﬁ) .
k=1

Donc u est constante, égale a u(0) = =S~ 1sw ] —1,1[. Donc Vt €] — 1,1[, wu(t) =1, d’ou:
e

En particulier ¢ est développable en série entiére sur | — 1, 1].

Q27. Soient (ap)nen+ et (an)nen- deux suites de réels strictement positifs.
On utilise ’inégalité arithmético-géométrique avec (a, ¢, )nen+ qui est une suite de réels strictement positifs :

n 1/n 1 n
Vn € N*¥, (H aici> < - Zakck.

n —-1/n
D’ott en multipliant par <H cl-> >0:
i=1

n 1/n n 1/n n —1/n n —1/n n
Vn € N*, <H alv) = (H aici) ( ci> < % (H ci> Zakck.
i=1 i=1 i=1 ;

Soit V € N*. On somme l'inégalité précédente de 1 a N :

N n 1/n N 1 n -1/n n N n 1 n -1/n
(Me) < XH(IIe) Yee - zzakck(nci)
= k=1 = = 1 nk;:l _1/n n;l k;l i;l _1/n

N N oy /n —1/n
= Zakckzﬁ <H0i> = UN-
k=1 n=~k =1
Les suites (un)nyen+ et (v N)AGN* que 'on vient de définir sont des suites croissantes de réels strictement positifs,

donc elles convergent dans R;. On a donc

Dans Ry : 0< lim uy < lim wy.
N—+oco N—+oc0
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D’ou :
+oo n 1/n —1/n
Dans R} : Z (H ak> chakz < ) .
n=1 \k=1 n= k i=1
R . . (n+1)"
Q28. Dans l'inégalité de la question Q27., on pose Vn € N*, ¢, = T > 0.

On remarque que le produit suivant est télescopique :
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La série Z ( — ) converge par télescopage et on obtient
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D’aprés la question Q 27. :
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en appliquant la question Q26. avec t = p——] €] —1,1]. D’ou l’inégalité de Carleman-Yang :

(i) 5 (St

k=1
. . . .. 1 1
Q29. e Les trois premiers termes sont strictement positifs : b; = 3 by = oYk by = TR
Je ne sais pas comment montrer que Vn € N*, b, > 0.
e On admet que les coefficients b,, sont positifs ou nuls. Alors
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Donc 'inégalité de Carleman-Yang est plus précise que 'inégalité de Carleman :
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