Mines-Ponts MP Un corrigé de Mathématiques 1 2019

1. Question préliminaire. Soit R > 0. Soit n > 1. Je pose u,, =

nyl (PN +D TX R
pn L

H(pn +1)

i=1

U
On a u, >0 et
Un

p

n + .
PRTD et (pn +1i) —— 400
pn n—-+4o0o paie n——400

or

. Un41 N L.
ainsi — — 5 0 et 0 < 1. D’'out selon d’Alembert la série g Uy converge.
Up N+ >
nz

T
Ainsi | la série entiére -2 a pour rayon de convergence +00

(pn)
(

= (o)
n T
Soit z € C. En prenant Z = 2P, la série Z ((p ))' 7" converge d’apres ce qui précede
n>1 :
: (pn)”
donc la série Z 7'217" est convergente.
Ainsi | la série entiére > ((7; Z))? 2P™ a aussi pour rayon de convergence 400
n>1 ’
n)" n)"
Autre méthode pour le premier résultat : Soit z € C. On a : ‘(p )' 2" = (p )' (|z]1/p)pn
(pn) (pn)
N
N7 (|z|1/P
Or par croissance comparée la suite <(N|')> converge vers 0
' N>0
(pn)" (pn)"

donc la suite extraite < \z|") converge vers 0 et donc la suite ( z > est bornée
n>1 n>1

(pn)!

On arrive a la méme conclusion avec le lemme d’Abel.

(pn)!

A. Equivalence entre (H,,) et (H,;) lorsque r > 0

2. La fonction ¢, est continue sur [1, +oo[ et dérivable sur |1, 4+o0].
Soitt>1.0na,(t)=1—r)t "t -1 +rt! "t 1) =t -1 1 —-r)t—1)+rt]
done @/ (t) =t (t —1)" "1t —1+7)
donct—1+r=0&t=1—-rorl—r<1<t
Ainsi ¢/ (t) >0
donc ¢, est strictement croissante sur [1, +00]

De plus ¢;(1) = —z et quand t — 400, @ (t) ~t — 400
ainsi o, réalise une bijection entre [1,+o00] et [—z, +00[

donc ’gox s’annule en un unique élément de [1,4+o00[ que 'on note ¢, ‘

et’pourt}lona:cpgc(t)>0<:>t>t$etgox(t)<0<:>1<t<tx ‘

" [m + 1)z n]

n n+1

Soit n € N. On a up(x) > 0 et et upq1(x) — up(z) =

n 1 r—1
donc upy1(x) — up(z) = —M@z(n +1loun+12>1
n!
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Sin

Sin

+1 < |tz] <tz,onadone py(n+1) <0 et upt1(z) = up(z)

<n
> |ty alors n4+ 1 > ty, on a donc pz(n+1) =0 et upt1(x) < up(x)

ainsi |la suite finie (u,(Z))o<n<|t, | €St croissante et que la suite infinie (u,(7)),>|s, | st décroissante

3. Soit a €R.Pourz >1—a,onag,(r+a)=(@+a)"(z+a—1)" -

Quand 2 — oo, ona (z+a) "z +a—1)" ==z (1+ %)I_T (14 <2)”
donc (z+ o)+ )" =z (1+(1—7)2 +0(1/2)) (1 + 7122 +0(1/2))
ainsi (z+ o) "(z+a) =z (1+(1-r)2+r=d 4 o(1/z)) =2+ (@ —ra+ra—7) +0(1)

donc pr(z+a)=a—r+o(l)et| lim g (x+a)=a—r
T—r+00

Soit £ > 0. On a donc lim @, (x+7r+¢e)=¢
T—+00

ce qui nous fournit A; > 1 tel que Vo > Ay, pp(z+7r+¢) > ¢/2

donc selon les variation de ¢, on aVe > Ay, c+r+e>t,

et on a mgriloogpx(a: +r—eg)=—c¢

ce qui nous fournit Ay > 1 tel que Vx > As, x + 7 + —e < £, de fagon analogue.
En prenant A = max(Aj,Ag),onaVe > A, —e<x+r—1t, <e

On vient de montrer que

Ve>0, FA > 1, Va2 1l, 2 2 A= |z +r—1y| <e¢

Ainsi ’tx —x — r tend vers 0 lorsque x — +oo‘

4. Soit k € Z. Quand x — +o0, on a |z] — +oo donc |z| +k >0

donc || + k € N* pour z au voisinage de 400

(lz] + k)" Ul | +k+1(T) lz] +k+1\" T
de pl - == glelth S 0 et = X —
e plus u| )44 () (2] —|—/~c)!$ e E) EEY: EECES
o] +k+1 1
G e N . S
lz] + & x| + &
et 0<z+k<|z]+k+1<x+k+1pour x au voisinage de +oo
T T T
d < <
Oncx+k+1 lz| +k+1 ~z+k
ot —F— 5 1 selon les gendarmes et ainsi M —1
lz] +k+1 u\_x]+k(:l:)

donc )4 k41(T) ~ Uz 4k(z) lorsque x — +o0
On vient de montrer que Vp € Z, u|z|4p41(T) ~  u|z)4,(T) puis par récurrences immédiates :
r—+00

Vm €N, ¥p € Z, uajiptm(®) 7 Uajip(@) et Ugrpm(T) o~ Ug)ip(2)

Finalement : |Vk € Z, u|y|1,(T) o Ule) ()| en prenant p = k et m = |k

[z n
Soit » € N. On a Z ui(x) = Zum_nﬂ(:n).
j=0

i=|z|—n

Ul |- () ~ U] () AINSE U]y (2) = w g (@) + 0 (u)(z))
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En sommant n fois (n ne dépend pas de x), on a Zu o] —n+5 (T Zu lz)(T) + 0 um( z))
7=0
]
donc Z ui(z) — nupy)(2) = upy) () + o (uy ()
i=|z|-n
Ed
d’ou Z ui(T) — nu| | (T) ~ Ul (T)
i=lz|—n
or Vp € N, up(z) >0
]
Par théoréme sur le signe des équivalents, on a pour x au voisinage de +oo, Z u;i(z) — NU| | () >0
i=|z|-n
Ed
On en déduit que | pour tout n € N et pour tout x au voisinage de +o0, Z ui(r) = nu|,|(v)

i=lz|-n

1
5. Méthode 1 : Soit € > 0; il existe une entier naturel n tel que — < e.
n

Pour ce n, la question précédente donne, pour x assez grand : on ax >n+ 1 et

L2 ]ui(x) =] . N L

1 A T VA xz"e
D S
n 7! n 7! n

i=|z|—n i=|z|—n ) i=|z|—-n

S

0< e <

Ainsi u|,) = o(z"e”) quand x — +o0.
Méthode 2 : Quand z — 400, je note N = |z] + 1
desorteque l <x < N<L1+xet N~axet N— ococommeen 4.

T r N
On a un(x) = ﬁxN ~ \/:ﬁwieNN oN d’aprés Stirling et car N ~ x or
r N N—z N
0< LxN =z"e’ € <£> < z'e” ©
V27 NNN V27N \N 27N

or

\/;TiN — 0 donc u |, 41 (7) = o(z"e?)

En utilisant la question précédente, on obtient, on conclut que

pour tout entier relatif k, w ;) 41(%) ~ u|z) (%) ~ u|z)41(7) = o(z"€”) quand z — +00

Onat, —x—r —— 0 daprés 3 ce qui nous fournit A > 0 tel que Vo > A, —1/2<t, —x—r < 1/2

T—>+00

Soitz 2 A.Onaxz+r—1/2<t, <z+r+1/2
dot |+ [r] = 1/2 <ty < [z] + [r] +2+1/2
ainsi [x] + [r] =1 < [ta] <[] + LJ+2
done [r] — 1< [ta] — l2) < |r) +

donc | My = s, | (%) = u|y|44(7) avec i entier compris entre 7| — 1 et [r] + 2

lr]+2
d’on 0 < M, < Z U|g|4i(7) car les u|z)4i(z) >0
i=|r]—1
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[r]+2
or Z U|g)+i(T) = do(x"e”) = o(z"e”)
i=[r]—1

On peut conclure que m

+o00 nr 400
6. Soit z > 0. On a S, 1(zz) = Z Hm"z” = Zun(x)z”
n=1 n=1
N N N
Soit N € N*. On a Z —a"2" = un(®) D1 —Dn) = > un(@)Dpss — Y un(2)D
n= l n=1 n=1 n=1
donc apres changement d’indice et car ug(z) =0, on a :
N N+1 N N
Z —a"z" Z up—1( Z un(z)Dy, = un(2)Dng1 + Z Dy (tup—1(z) — up(z))
n:l n=1 n=1
NN

N
> Ak x (N +1)

N
NT.IN NT(L'N
<2 <
N | & N & NI

Ainsi en faisant comme en 1 et avec les gendarmes, on a un(z)Dn41 N—> 0
—+00

Or |un(z)DN11| =

T‘
Comme la série E —x 2" converge, alors la série E Up(2)Dypy1 converge de méme somme :

n>1 n>1
+o0 n’
Sri(zz) = Z —x 2" ZD Up—1() — up(x))
n= 1
Ltz +oo
On a donc S, ;(zx) ZD Un () — up—1(x)) + Z Dy (tp—1(2) — up(x))

n=|ty|+1
En utilisant les variations de la suite (un(x)),,,
onadoncn > [ty] +1= up—1(x) —up(x) =2 0et n < |ty] = up(x) — up—1(x) > 0 puis

[te] +o0
2)| < D] (Un(z) — w1 (@) + D> [Dnl (Un-1(z) — un(@))
n=1 n=|tz |+1

Comme la suite (uy(x)),, converge vers 0,

alors la série Z (un—1(7) — up(x)) converge de somme u,, | = M, d’apreés le lien suite série

n=|tz |+1

1—2" 1 n 2
De plus pour n € N, on a Dy = =~ car 2 # 1 dion [D,] < LT

I—=z [1— 2| 1 — 2|

S -~ 2 P 2
donc |Sr1 ZJZ‘ Z |1_ un ) Un—l(x))+ Z m(unq(a:)—un(x)) = ’1_Z’Mz—|— ‘1_2‘1\/13C
n=|tz]+1
4M

Par conséquent | |S,1(zx)| < i x|

-z

Ainsi S, 1 (22) = O(M,,) lorsque z — +00, ce qui permet de conclure que | S, 1(zz) = o(z"e")

7. Soit z € R.
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p—1 p—1 +o0 nr +oo /p—1 nr

k=0 kOnl k=0

Or pour n € N, si p|n, on a (" =1 et donc Z ((”)k =p

k=0
p—1 1— ¢
sin # 0[p], alors (" # 1 et donc Z((”)k =7 e =0car(?P=1
k=0
La série étant absolument convergente, on peut réordonner la somme (sommation par paquets) et la ré-indexer
= = L (m)
>_Smlcfa)= 3 0+ psat”
v !
k=0 n=1 m=1 (pm)!
nz0 [p]
p—1
On a bien montré que Z S,1(¢Fx) = pSyp(2)
k=0
On suppose que (H, 1) est vrai on a donc
0 _ rr o __ z'e”
S0 (%) = Spa(w)  ~ afer =
de plus pour k € [1,k — 1], on a ¢¥ # 1 et [¢¥| = 1 donc S,.1(¢¥2) = o(z"e") selon 6
T—r+00
p—1
k r.x
Par somme, on a donc kZ_OSTJ(C x) o T €
T AT

d’ou S, p(x)

~ ce qui nous donne (H
oo q ( r,p)

Réciproquement si on suppose (H;.,), alors en utilisant 6, on obtient (H, 1)

On en déduit que |les énoncés (H,.,) et (H, 1) sont équivalents

B. Une démonstration probabiliste

8. Soit a > 0. Soit z > 0. On a X, ~ P(z) donc d’aprés le cours E(X,) = V(X,) = < +oo de plus az?/? > 0,
A%
Alors selon Pafnouti Tchebichev, on a P (|X, — E(X;)| > aa?/?) < ( 4/:)))
a’x
1
2/3
donc P(|X, — z| > az?/?) < pEYE

d’ott | P(|X, — 2| > ax?/3) = 0 quand 2 — 400 | selon les gendarmes

9. Soit x > 1. Soit w € . On a
Si Zp(w) =1 —271/3 alors Ag(w) =0

X (w)

et si Zy(w) < 1 —x~1/3, alors comme Z,(w) = >0

on a Ay(w) = Zy(w)" < (1— x_l/?’)r
Ainsi Vw € Q, 0 < Ay(w) < (1 - $—1/3)7" et 0 < By(w) < (1+ $_1/3)T (analogue)

Les variables aléatoires ’Az et B, sont donc d’espérances ﬁnies‘ car bornées

de plusona 0 <A, < (1— x_l/?’)r 1z, <1—g-1/3) en reprenant la disjonction de cas
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10.

don 0 <E(A,) < (1—-27Y3)E (1(Zw<1_fl/3))

or (1—a 3 —— 1etE (1(Z <1_m_1/3)) =P(Z, < 1—2~1/3) (loi de Bernoulli)

r—r-+00
or (Zy <1—2713) = (X, <2 —2¥3) C (X; — 2| > 2?/3)
donCO<E<1(Z Az 1/3)) P (|X; — | >x2/3)

en utilisant la question précédente, on a P (]Xx —z| > :c2/3) —0
r——+00

ainsi en appliquant les gendarmes et par produit | E(A) —+> 0
T—>+00

On remarque que (1 — m_l/?’)r Lx,—al<22/3) < Ba = 1z, 1)<p-1/8)Z; < (1 + 1:_1/3)1” 11X, —a|<a?/3) donc
(1= a72) P(X, — 2] < 2%%) < By < (14271%) (X, — 2] < 227

or P(|1X, —z| < 22/3) =1 - P(|X, — z| > 22/3) et
lorsque z — 400, on a P(|X, — z| > 2%/3) — 0 donc P(|X, — z| < 2?/3) — 1
Ainsi (1 —27V3) P(X, — 2| < 2?3) — 1et (1+2713) P(IX, — 2] < 2?/%) — 1

On trouve que |E(B;) ——— 1| selon les gendarmes
T—+00

Soit x > 0. Soit w € .
Si Xp(w) <K N —1alors Yy z(w) =0

: Xz (w)!
t si X > N, alors Y = >0
et si X, (w) alors YN o (w) Xo(w) = NI Lix,>ota2/8) (W)
donc Yy > 0, on calcule alors dans [0, +o00] avec la formule de transfert :
too +oo - too E+N _ —z
n! x"e " ¥ e
R D M P PR e v AP PR T
n>x4a2/3 n>x4a?/3 E+N>z422/3
donc par réunion dénombrable disjointe :
+00 too
E(Vna) =2 > PXe=k)=2"P| |J (X=k)
k=0 k=0
k>z4a?/3-N k>x+a?/3-N

d’ou acNIP’(Xz >+ 223 — N) =E(Ynaz) € R et Yy, est bien d’espérance finie

72/3 22/3
Pour z au voisinage de +00, on a N < car 400
2 2 z—+oo

On a donc (Xm >x—|—w2/3—N) C (X -z > 2372/3) C (]Xm—xl > ;x2/3>

or d’apreés 8 P (|X, — x| > 3 2/3) —0

T—+00

d’ol1 selon les gendarmes P (Xz >z 4223 — N) —0
r—r+00

ce qui permet de conclure que ‘E(YN’E) = o(zN) quand z — 400 ‘
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11.

12.

13.

k—1

Pour k € [1,N], on considére le polynome de R[T] : Py, = H(T —1i). et on a deg Py =k — 1.
i=1

Ainsi la famille (Pq,...,Py) est une famille échelonnée en degrés de Ry_1[T]

elle est donc libre composée de N polynomes et dimRy_1[T] =N
donc (Py,...,Pn) est une base de Ry_1[T]

ce qui nous fournit a1, ...,an € R tels que TN"! ZakPk

N k-1
donc TN = ZakH(T —

k=1 i=0
Soit & > 0. On a donc Ly -, .28 X Zakl X, >$+12/;)H (Xz —1)
ainsi 1(Xx>$+z2/3 Z arpYg oz
Onalcx, >a:+x2/3)z =1x, >x+z2/3 Z - N Yka
Par linéarité, 1(Xz>x+x2/3)Z§ est d’espérance finie et E(l(zz>1+m_1/3)zg) = i akE<;{§z)
k=1

or Vk € [1,N], E(Yi.) = o(z*) = o(2N) donc |la limite de E(l(zz>1+x71/3)Z§) est 0 lorsque z — 400

Soit w € Q. On a1y o1y ,-1/8)(w)Zg(w) # 0 = Zy(w) > 1
donc dans tous les cas on a 0 < 1(ZI>1+x71/3)(W)ZZ(w) < 1(ZI>1+;C71/3)(W)Zyjﬂ(w)

En appliquant ce qui précéde a N = [r] + 1 € N* on a par croissance de Pespérance :

0 <E(Lgori0-18)2h) SE(L (g 011 0-1/8)Z3)

puis avec les gendarmes : |E(1 (5 -q4,-1/3)Z;) = 0 quand z — +00

OnaZ' =1y 14,1825+ Az + By
car Q= (Zy > 14+ 273 U(Ze < 1 — 273 J(|Zs — 1| < 2~ 1/3) (réunion disjointe)
ainsi par linéarité : E(Z3) = E(1y o14,-1/52;) + E(Az) + E(Bg)

On en déduit que ’E(Z;) — 1 quand z — +oo‘ a l’aide de 9

=X nr X prate S, 1(x)

On a selon la formule de transfert E(Z]) = Z ?P(Xx =n)= Z e ei’”aj’"
n=0 n=0

.. Sr,l(x> T P .
Ainsi — 1 ce qui donne ’1& validité de I’énoncé H, ; ‘
efx”  z—+too ’
Soit > 0.
Par un changement d’indice sur les sommes partielles, on a S, ,(x) = 2P Z (pln + 1 P
(p(n+1
1)) r—p
PournGN,jeposean:Metbo—Oetpourn 1bn—%
(p(n+1))! (pn)!
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de sorte que S;_p, ( Z b et S, p(z) = o Z anz"?

La série entiére Z bpz" a pour rayon de convergence +oo (i) et pour n > 1, on a b, > 0 (iii)

L (kDY (o) <1 ) 1) (p(n +1))"
by (pn)"P(p(n + 1))! n (pn+p)x (pn+p—1) x -+ x (pn+1)
1\ (p(n+1)) (pn)? _
donc quand n — 400, on a <1 — n) — 1et ) X on+p—1) x - x (pn 1) ~ (pn)? =1

a . ..
donc - — 1 et ainsi a, ~ b, (ii)
n
donc d’aprés le lemme de comparaison asymptotique :

“+oo “+oo
E anx” o~ E bz
T—r—+00
n= n=

E anx"™
A =0
donc par composition : 2 1. Ainsi | S, () ~ 2PS,_,,(z
p p +OO 1‘—>+OO Tvp( )$—>+OO r pvp( )
E b,z
n=0

Comme les multiplications et les divisions sont compatibles avec ’équivalence asymptotique,

on en déduit que | (H,,) implique (H,—; ;)

On a montré que (H, ;) est vraie pour tout r > 0 et tout p € N*

On suppose maintenant que r < 0 je note alors ' =r + (1 — |r/p]) p de sorte que ' > 0
Ainsi (H, ;) est vraie (établie aprés 12)

Par récurrence immédiate, on montre alors que (H,/_g,,,) est vraie pour tout k € N

En particulier vraie pour k =1— |r/p] e Nor+' — (1 — [r/p])p=7r

On conclut a la| validité de (H,,) pour tout r € R

C. Application a I’équation d’Airy

14. Question préliminaire. Soit un entier n > 1.

On a v, —vp—1 =In(n) + z(In(n) —In(n — 1)) —In(z +n) = —zln (1 - 1) —1In (1 + %)

1 1 2
donc quand n — 400, on & vV, — Vp—1 = — <—+O< 2)) — <:c+0 (2))
n n n

, 1
or la série E —5 converge
n

n

I

o
A/~
:w‘ —_
~—

donc par comparaison & une série a termes positifs |la série g (vp, — vp—1) converge absolument donc converge

Par le lien suite série la suite (v, ), converge ce qui nous fournit ¢ tel que lim v, = ¢
n——+0o

T

n n |
Or pour n > 2,ona v, =In <Hk:>+ln(nx)_ln <H(a:+k)> =In nnin
k=1 k=0 H(l‘—i-k‘)

k=0
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n*n!
: 4
donc quand n — +00, o7——— —> ¢

H(:B—‘rk)

k=0
Tn!
n'n! Y,

comme ef # 0, ona———— ~e
[[G+k)
k=0
Comme e’ > 0, on en déduit 'existence d'un réel T'(z) = e > 0 vérifiant la formule d’Euler :

car exp est continue sur R

n
n®n!

H(x+k)n_:roo@

k=0

15. L’équation (Ai) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients continus et celui de y” ne s’annule
pas sur I'intervalle R.

il existe une unique solution f sur R au probléme de Cauchy : f solution de (Ai) vérifiant f(0) =1 et f/(0) = 0‘

o
16. Analyse On considére une suite (a,)nen telle que pour tout réel ¢, f(t) = Z ant”.
n=0

Soit t € R Par dérivations d’une série entiére sur son intervalle ouvert de convergence (rayon infini), on a

') = inantn_l et f(t) = in(n — Da,t" 2
n=1 n=2

o0 [e.e] o0
Onatf(t) = Z ant"tt = Z:ap_gtp*2 et f"(t) = 2a2 + Zn(n — 1)a,t" >
n=0 p=3

n=3
dott 0 = f/(t) — tf(t) =202+ » _ [n(n — V)an — an_3] ">
n=3

Comme c’est valable pour tout réel ¢, par unicité du développement en série entiére on a 2ao = 0 et pour
(n—3

n(n—1)
On a également ag = f(0) =1et a; = f/(0) =0
Par récurrence immédiate, on aVn € N, n 20 [3] = a, =0

tout n > 3, a, =

a
Si 3|n, on peut trouver k € N tel que n = 3k et on a la relation de récurrence, as(,41) = ngl)
1
donc agr = — par récurrence immédiate avec la convention ag = 1 (produit vide)
[I3i3i-1)
i=1

1

—
[I3i3i-1)
=1

On pose f somme de la série entiére E a,t" en travaillant avec des sommes partielles, on montre que

Synthése : On considére la suite (a,)nen définie par a, = 0si 3 [n et ag, =

n
cette série & méme rayon que la série entiére E agkt%
k>0
Uk+1 1

_ s 0 et 0< 1
we 3kBk—1) kot ©

Soit t > 0. on pose ux = agit3* et on a ug > 0 de plus
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17.

18.

donc d’aprés D’Alembert la série Zuk converge. Ainsi le rayon est infini et f est de classe C*° sur R.
k

En remontant les calculs, f est bien solution au probléme précédent

too 3k
Conclusion : On a |Vt e R, f(t) = Z kx—

T B3 - 1)
=1

1

Soit n > 1. On a ag, = —;

[[3iGi-1)
i=1

n n n—1 n—1
Or [[3i(3i — 1) = 3"n!] [(3i — 1) = 3"n! [ [ 3k + 2) = 3" n! [ [ (% + 2/3)
i=1 i=1 k=0 k=0
n—1 E
(n— 1)¥2(n — 1)!
Quand n — 400, kl_IO(k: +2/3) ~ n F(2/37;

r'(2/3)n : @) s

97n!(n — 1)3/2n! - 9n(nl)?

donc | ag, ~ lorsque n — 400

La formule de Stirling donne :

agp ~ N lorsque n — 400

2
r <> 2n
—16_\3/ (2
vroo\3 (2n)!
On utilise le lemme de comparaison asymptotique des séries entiéres (avec la variable t3!!!) et ’équivalent qui
précéde

31/61(2/3)
2y/m

Aprés intervention de S_; 5 5 et des calculs pénibles, certains trouvent C =

FIN DU PROBLEME : OUF!
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