Ecole Polytechnique 2006 - Math PC

Titre : Polynomes a coefficients 1 ou —1, paires de Rudin-Shapiro.

Une séquence a de longueur ¢, £ > 1, est un vecteur (ag, a1, ...,ar—1) de R’ ot chacune de
ses ¢ coordonnées vaut 1 ou —1.

Deux séquences ¢ et b, de méme longueur, forment une paire complémentaire si £ = 1 ou si
£ > 1 avec pour tout entier j, 1 < 7 < £ — 1, la j-ieme condition de corrélation

0—1—j

> (aiairj + bibij) = 0.
i—0

On note £ I'ensemble des longueurs des paires complémentaires.

Premieére partie : propriétés de L

1. Pour ¢ = 2, la condition de corrélation C; est aga; + bpby = 0. Donc a = (1,1) et
b= (1,—1) forment une paire complémentaire et 2 € L.
Pour ¢ = 3, les conditions de corrélation C; et C sont respectivement

(ao + (Iz)al + (bo + bz)bl =0 et apas+ bgby = 0.

Si bo = b2, 02 donne ag = —ag ainsi (CLO + ag)al + (bo + bg)bl = 2b0b1 75 0.
Si by = —be, Co donne ag = ag ainsi (ag + az2)ai + (bo + b2)by = 2apa; # 0.
Il en résulte que 3 ¢ L.

2.a) Pour a = (ag,ai,...,a¢—1), de longueur £ > 1, on pose P,(X) = ZaiXi.

On a P, (x)Py(x™ ) ~ agas_12*~! lorsque x tend vers +oo.
Si a et b sont deux séquences de longueur différentes, la plus longue ayant une longueur
¢>1, on obtient hm |Py(z) Pu(2™ ) + Py(x) Py(z )| = +o0.

La fonction x +— Pg( )PQ( 1) + Py(z) Py(z71) n’est donc pas bornée sur 0, +ocl.
En introduisant k = |i — j|, on obtient les calculs suivants

Py(x)Py(a™!) = Y aaza’?
0<i,j<871

1—1—k 1—1—k
= Za —i—Z( Z azaZﬂ)x —|—Z< alaHJ)
=1

Ainsi pour deux séquences a et b de méme longueur ¢, on obtient

1-k

-1 l—
Pa(2)Po(z™) 4+ Py(2)Py(a™) =D (af + b)) +Z< > aiai+j+bibi+j> (z® + 7).
1=0

B =1\ =1
Si a et b forment une paire complémentaire alors, pour tout x # 0,

-1
Py(2)Py(a™") + Py(x) Py(a™") = D _(af +b) = 2¢.
i=0

Ainsi la fonction © +— Py(z)Py(z7 ') + Py(x)Py(z71) est constante sur R\{0}.

Inversement supposons la fonction constante sur R\{0}.



Posons y = z + 2~ !, alors y décrit 'ensemble infini D =] — oo, —2] J[2, +o0].
On montre aisément par récurrence sur k, k > 1, que ¥ + 27" est un polynéme Fj, en y
de degré k car F1(X) = X, F5(X) = X? — 1 et pour tout k > 2 Fy 1 + Fj_1 = Fy. Fy.

Ainsi
-1 -1

Py(2)Py(a™") + Pya)By(e ™) = S (a2 + B2) + 3 ™
i=0 k=0
On obtient une fonction polynomiale constante sur D, donc a,,, = 0 pour m, 1 < m < £—1.
l—1—k
Chaque «;, est une combinaison des Z a;0;y; + b;jbiy; pour k variant de m a £ — 1.
i=1

En écrivant successivement que «,,, = 0 pour m variant de £ — 1 & 1, on établit que
—1—k

Z a; @it +bibiyj = 0 pour k variant de £ —1 a 1, ainsi la paire a, b est complémentaire.
i=1
2.b) Si a est de longueur ¢, alors P,(1) = ¢ — 2k ou k est le nombre de coefficients égaux a
—1, donc P,(1) a méme parité que £.
I en résulte que si a et b sont de méme longueur, alors P,(1) et P,(1) sont des entiers de
meéme parité.
Soient ¢ € L et a, b une paire complémentaire de longueur £.
On note I = {i /a; = b;}, J:{i/ai:—bi},a:Zai etﬂ:Zai.
iel icJ
On a Py(1) = a+ B et Py(l) = a— B donc P,(1)% + Py(1)? = 202 + 262 = 2/.
Ainsi tout élément de £ peut s’écrire comme la somme de deux carrés d’entiers.
Nota : on retrouve 3 ¢ L.

2.c) Si m = 2k alors m? = 0(4) et si m = 2k + 1 alors alors m? =
teLlLional=0+04)ou=0+1(4) ou=1+0(4) ou =1+ 1(4).
L’ensemble infini des entier congrus a 3 modulo 4 ne contient donc aucun élément de L.
Ainsi le complémentaire de £ dans N est un ensemble infini.

1(4), ainsi pour tout

3.a) Soient a et b deux séquences de méme longueur et U = 3(P, + By) et V = 3(P, — By).
1
Le calcul donne U(z)U(z~ 1) + V(2)V(z7!) = 3 (Pg(ac)Pg(x_l) + PQ(l‘)PQ(iL‘_l)).
11 résulte de 2.a) que a et b forment une paire complémentaire si et seulement si la fonc-

tion  +— U(z)U(z7 1) + V(2)V(27!) est constante sur R\{0}.

3.b) Pour les séquencesa = (1,1,—1,1,-1,1,—1,—-1,1,1)et b= (1,1,—-1,1,1,1,1,1,—1, 1)
de longueur 10, on a

Ul)=1+z—2%+23+2°
V()= —a* -2 — 2" + 28 + 29 = —2*(1 + 22 + 23 — 2* — 25)

Le calcul donne

1 1 1 1
-1 -1 2 3 5
Ul)U(z™ ")+ V(x)V(x™) (I+x—242° 4+ 2°)( +$ x2+x3 $5)
1 1 1 1
2 3 4 5
+(1+fL‘ +x” - —l‘)(l—f-ﬁ‘f‘;—g—ﬁ)

= 10.

Ainsi a et b forment une paire complémentaire et 10 € L.

4. Soit v une séquence de longueur paire 2m > 0 et n le nombre de coordonnées de v égales
a —1.



2mq 2my
On a E v; = 2m — 2n, donc Dassertion (i) “4 divise la somme g v;” équivant & m —n

i=0 i=0
pair, c¢’est-a-dire 'assertion (ii) “n a la méme parité que m”.
2mq 2my
On a H v = " donc 'assertion (ii) équivant a I’assertion (iii) “H v, = (—=1)™".
=0
5. Sment aetb deux séquences formant une paire complémentaire de longueur ¢ > 2. Pour
tout entier 7, 1 <7 < £ — 1, on pose x; = a;b;.
5.a) Soit j un ent1er tel que 1 < j < ¢ — 1. La somme des coordonnées de la séquence
(apaj, ..., ap—1—jap—1,bobj, ..., by—1_jbe—1) de longueur paire 2(¢ — j) est nulle d’apres la

j-ieme condition de corrélation.
Elle est donc divisible par 4 et il resulte de 1’assertion (iii) de 4. que

—1-j A
[T #raess = (1)

5.b) Sachant que 2 = 1, d’apres 5.a) pour j = 1, on obtient zgz,—1 = (-1
Pour j = ¢ — 1, on obtient zgzy_1 = —1. Il en résulte que £ est paire.
On pose £ = 2p avec p > 1.
On a successivement :
pour j =0 —1:zozp_1 =—1;
pour j = /¢ —2: xorp_or12s_1 = (—1)?;
pour j =€ — (k+1) : zoTp_1 pT12Tp_k ... Tpwe_1 = (—1)FFL
La premiere égalité et le quotient de deux égalités consécutives donnent xpr,_1_p = —1
pour k variant de 0 a p — 1.
Onaxjry_1_j=zpx_1_ppour j=ketj=~¢—-1—kF.
Pour k variant de 0 a p— 1, on a £ — 1 — k variant de £ — 1 a p ainsi

vja 0<] ge—l, .’L‘j.%'g,lfj = —1.

5.c) On a établi en 5.b), que tout élément ¢ de L, £ > 2 est pair.

Deuxiéme partie : paires de Rudin-Shapiro

Deux polynomes séquentiels forment une paire complémentaire de polynémes lorsqu’ils sont
associés a des séquences formant une paire complémentaire.
Soient les deux suites de polynomes (Py,)nen et (Qn)nen défines par

Py(X)=Qo(X)=1, Pp1(X)=Pu(X) + X" Qun(X), Qui1(X)=Pu(X)— X*"Qun(X).

6.a) Le calcul donne P;(X) =1+ X et Q1(X)=1— X puis Po(X) =1+ X + X? — X3 et
QX)=14+X - X2+ X3,

6. b) Les premiers calculs donnent Py(1) = Qo(1) = Po(—1) = Qo(—1) =
Pi(1)=Qi(-1)=2et Qi(1) = P1(-1) =0,

Py(1) = Q2(1) = Po(—1) = —=Q2(-1) = 2,

Ps( ) =Q3(—1) =4 et Q3(1) = P3(-1) =0,
Py(1) = Qua(1) = Pa(=1) = —Qu(-1) = 4

Montrons par récurrence sur k > 1 que Por(1) = Qox(1) = Pop(—1) = —Qop(—1) = 2F,

Po_1(1) = Qog—1(—1) = 2¥ et Pa_1(—1) = Qop_1(1) = 0.

le résultat est vrai pour k=1 et k = 2.

On suppose le résultat vrai jusqu’a 'ordre k > 2



Okn a £2k+1(1) = Py(1) + Qor(1) = 28 + 2% = 2" et Qopy1(1) = Par(1) — Qai(1) =
9k _ 9k — (),

Popy1(=1) = Po(—1) + Qog(—1) = 28 — 28 = 0 et Qopr1(—1) = Por(—1) — Qop(—1) =
2k + 2k — 2k+1

ensuite Papy2(1) = Popy1(1) + Qopy1(1) = 28 40 = 2841 et Qopya(1) = Popyr(1) —
Qop+1(1) = 28+L,

Poio(—1) = Poy1(—1) + Qopgr(—1) = 04 28 = 2M1 of Qopyo(—1) = Papyr(—1) —
Qop+1(—1) = —2~+1,

le résultat est donc vrai a 'ordre k + 1.

7. Montrons par récurrence sur n € N que P, et @), forment une paire complémentaire de
polynomes.
Par convention, c’est vrai pour n =0 car Py =1 et Qg = 1.
Pi(n)Pia ) + Qu@)Qua)) = (14 2) 1+ L)+ (1 —2)(1— 1) = d et
P et Q1 ont leurs coefficients valant +1 donc c’est vrai pour n = 1.
On suppose le résultat vrai jusqu’a 'ordre n > 1.
La valuation de X2"Q,,(X) est égale au degré de Q,,(X) augmenté de 1, donc P, 1(X) et

Qn+1(X) ont tous leurs coefficients valant +1.

On a
Ppii(@)Pogi(z™) = (Po(e) + 2% Qu(2))(Pa(z ™) + 272" Qu(z ™))

= Pu()Po(zh) 4+ Qu(2)Qu(@™) + 22" Qu(2) Pz ") + 272" Py(2)Qu(z ™).
et

Qui1(2)Quir(z™") = (Pa(z) = 2 Qu(@))(Pa(z™") =272 Qu(z™"))
= Pn(x)Pn(x_l) + Qn(x)Qn(x_l) - xQnQn(x)Pn(x_l) - x_2npn(w)Qn(x_l)

Pniq (w)Pn—l-l(w_l) + Qn+1(x)Qn+1(x_1) = 2Pn($)Pn(5U—1) + 2Qn($)Qn($_1)

est constant. Le résultat est donc vrai a ’ordre k + 1.
Py, et Qy, sont associés & des séquences de longueur 2%. D’apres 3.a), on a donc 2k e
pour tout k € N.

8. Montrons par récurrence sur n > 0 que pour tout z € C\{0},ona Q,,(z) = (—1)"z2" 1P, (—2z71).
Pour n = 0 le résultat est trivial car Py = Q¢ = 1
Pour n =1,0ona —zP (-2 = -2+ 1= Q1(2).
On suppose 1’égalité établie jusqu’a 'ordre n > 1.
On a Pyi1(—271) = Pu(—27Y) + 272" Qu(—271) avec Qu(—271) = (=1)"H1272"+1P, (2)
ainsi Pyy1(—271) = Py(—271) + (=122 1P (2)
et (=1)" 2" P (—27 ) = (=) L2 T P (—27 ) + P(2).
Par ailleurs Qpi1(2) = Po(2) — 22" Qn(2) = Po(2) 4 (—1)"H122"-1p, (=27 1),
D’ou I'égalité a ’ordre n + 1.

9.a) Soit T(X) =tg+t1X + ... +t4X?% € C[z] de degré d > 1. Montrons que toute racine
z € Cde T vérifie |[z]| <14+ M ou M = sup |[t;/t4].

0<i<d—1
Si |z] < 1 l'inégalité est évidente.
t t tq—
Si|z|]>1onaz= —0 - 2T Gone 2| < M1+ |2| ...+ |2]%7).
ta  ta ta

24— 1

Il vient |2|%(|z|—1) < M(|z|?—1), puis |2| -1 < M 2/
z

< M d’ou l'inégalité |z| < 1+ M.



9.b) Soit z une racine (complexe) du polynéme P,,@Q,, pour n > 1. Alors z est racine de P,
oude @, et z # 0.
Comme les coefficients de P, ou @, valent 1, on obtient, d’aprés 9.a) |z| <
Diaprés 8., on & Qu(2) = (~1)"=""LP,(~21) done Py() = (<112 e
= 1] < 2. Finalement

ainsi —z~ " est racine de P, ou de @,, donc d’aprés 9.a) |z~
1
— < |zl < 2.
S <l
Si |z| = 2, alors |22" 71| = |R,(2)| ot Ry, est le polynéme P, ou Q,, tronqué & 'ordre 2" — 2.

Ona [z 7 =2 "1et |R,(2)] <2272 +...+2+1=2%"1 —1 ce qui est impossible.
Si |2] = =, on considere la racine —z~! pour se ramener au cas antérieur.
Il en résulte que les deux inégalités sont strictes.
10.a) P, est la partie de P, 11 tronquée & lordre 2™ — 1, il existe donc une série entiere,
o0

z) = Z upz?, dont les P, sont des sommes partielles.

Comme |up| = 1 pour tout p, le rayon de convergence est égal a 1.

on_1
10.b) On a Py(2) = > up2” avec up = £1.
p=0
1 on_1 1 2"-1
1-2n
Pour tout |z| < S ona |P(2)] > 1— Z up2?| avec Z upz?| < » = 1-2
p=1 p=1 p=1

1\

ainsi | P, ()| > 2 (2>
1
Supposons que la somme de la série S ait un zéro zg tel que |zp| < 3
On a [Pa(20)| = [S(20) — <3 folf = | lzol™
p=2"

1 n 1\
On aboutit & une contradiction, puisque T |\zo|2 <2 <2> .

La somme de la série S n’a donc pas de zéros dans le disque ouvert de rayon 1/2 centré a
Porigine.



