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Epreuve de mathématiques C, MP & MPI, quatre heures

Notations

Soit E une partie de C.
A toute suite (Un)nen & valeurs dans E, ce que 'on note (u,)neny € EY, on associe la suite (0,,)pen
des sommes partielles de Cesaro définie par
1 n

2:1%7

Yn>0, o,=
n+1k:0

et la suite (e,)nen des écarts définie par
Vn >0, e, =Upi1 — Up.

A toute série Z ayn avec (ay)neny € EY, on associe la suite (S, ),en des sommes partielles définie par
n=0

Vn/>(l 6%1: E:(%.
k=0

Si la série Z a, est convergente, on note S sa somme définie par
n=0

N—+o00

+oc0
S = Zan: lim Sy,
n=0
et (R, )nen la suite des restes définie par

+oo
Yn>0, R,=S5-S5,= Z ag.
k=n+1
A toute série entiere Z a,z" avec (a,)neny € EY, de rayon de convergence R > 0, on associe sa

n=0

somme f définie sur D(0, R) = {z € C; |z| < R} par
+o0
Vz € D(0,R), f(z)=>_ anz"
n=0

Etant donné un intervalle I de R, on note
C°(I) ={f : I — R ; f continue sur I},
C)(I)={f:1— R ; f continue et bornée sur I}.

1 Lemme de Cesaro

Le but de cette partie est de démontrer le lemme de Cesaro, voir question 1, d’en proposer des
applications et d’établir certains variantes puis des réciproques partielles.

1. Soient (uy,)nen € CN et £ € C. Démontrer que

< lim wu, = E) = ( lim o, = €> : (Cesaro)
n—-+0oo n——+o0o
Si (Up)nen est a valeurs réelles, démontrer que le résultat subsiste si £ = +o00 ou £ = —c0.
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Applications.
n
2. En utilisant (Cesaro), calculer la limite de la suite (v,,),>1 définie par v, = Y~ —. Puis, a l'aide
k=1
d’une comparaison série-intégrale, donner un équivalent de (vy,),>1-
3. Soient (u,)neny € RY et a € R*. On suppose que 1_1&1 e, = a. En utilisant (Cesaro), donner un
n o0
équivalent de (uy,)nen. Retrouver ce résultat par un théoréme de comparaison de séries a termes
positifs.
u
4. Soient (un)nen €]0, +oo[N et £ €]0,4+o00[. On suppose que lir}rq "+l — ¢. Démontrer que
n—+00 U,
lim {/u, = ¢. Démontrer que le résultat subsiste si £ = 0 ou £ = +o0o0. En déduire lim +v/n!
n—-+oo n—-+oo
n
et lim (/—.
n—-+0o0o n!
5. Soient (@, )nen € CV, (bp)nen € CY, a € Cet b € C. On suppose que lim a, =aet lim b, =b.
n——+00 n——+00
Démontrer que
1 n
nl_l)r_iI_loo <n Z akbn—k> = ab.
k=0
6. Soient Z ay, et Z b, deux séries de nombres complexes, convergentes de sommes respectives A

n=0 n=0

n
et B. On note (¢, )nen la suite de terme général ¢, = Z apbn—r et (Cp)nen la suite des sommes
k=0

n
partielles associées définie par C,, = Z ck. Démontrer que

k=0

1 n
li - (| =AB. Cauch:
Jm (130l (Canchy)

Réciproques partielles.

7.

8.

9.

10.

Vérifier que la réciproque de (Cesaro) n’est pas toujours vraie en exhibant une suite (u,)ney € RY
qui ne converge pas et telle que (0,)nen converge dans R.

Soit (up)nen € RY et £ € R. Démontrer que

( lim o, = ¢ et (Uy)nen monotone) - ( lim wu, = E) .

n——+00 n—r—+00

Démontrer que le résultat subsiste pour ¢ = +00 ou £ = —oc.

Soient (uy,)nen € CN et £ € C. Démontrer que

1
( lim o,="lete,=0 <)> — ( 1_1)111 Uy = E) : (Hardy faible)

n—+oo n

Indication : on pourra démontrer que pour tout n > 1,
n n
Z ke = nu,q — Z Wy
k=0 k=1

Soient (uy,)nen € CN et £ € C. Le but de cette question est de démontrer que

(lim o, =Fete,

n—-+oo

@) (1>> = < lim w, = €> . (Hardy fort)

n n——4oo

o(5)

2
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(a) Soit 0 < n < m. Démontrer que

i ur, — (m —n)u, :W'lz__:(m—j)ej.

k=n-+1

(b) En déduire qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tous 2 < n < m on a

‘(m+1)0m—(n+1)an_un <Clﬂ(m—l)
m-—n n—1
« 1 +1
|un—€|SCID(ZL_l)+;nn_n(|am—€|+|an—€|).

(¢) En déduire (Hardy fort). Indication : on pourra prendre m = 1+ |an| avec un paramétre
a > 1 a choisir, ou |z désigne la partie entiére de x € R.

2 Théoreme d’Abel

Le but de cette partie est de démontrer le théoréeme d’Abel, voir question 1, d’en proposer des appli-
cations et d’établir certains variantes puis des réciproques partielles.

1. Soit Z a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 1 et de somme f. On note
n=0

AQO:{ZE(C; |z| <1etdp>0, 30 € [—b, 06, Z:1—P€w}

pour 0y € [0, 7/2].
Le but de cette question est de démontrer que

(Z a, converge) — | lim f(2) = io a | - (Abel)
n=0

z—1
TL?O ZGAGO

(a) Démontrer (Abel) pour R > 1.
A partir de maintenant, on suppose que R = 1 et que Z a, converge, et on se donne un

n=0
90 S [0,7’(’/2[
(b) Démontrer que pour tous N € N* et 2 € C, |z|] <1, on a
N N-1
Zanz"—SN:(z—l) Z an"—RN(zN—l).
n=0 n=0

(¢) En déduire que pour tout z € C, |z| < 1, on a
+oo
f(z)=S=(z=1)>_ R,z".
n=0

(d) Soit € > 0. Démontrer qu'il existe Ny € N tel que pour tout z € C, |z] < 1

[z — 1
1— |z

No
1f(z) =S| <[z=1] > |Ru| +¢
n=0
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(e) Démontrer qu'il existe p(fy) > 0 tel que pour tout z € Ay, de la forme z = 1 — pe? avec
0 < p < p(fh), on a
|z — 1] 2
< .
1—1z| = cos(bp)

En déduire (Abel).
2. Démontrer que
S R
on+1 4

i

3. Exhiber une série entiere Z a,z" de rayon de convergence 1 et de somme f, telle que f(z)
n=0
converge quand z — 1, |z| < 1 et telle que la série » _ a, ne converge pas.
n>0

4. Soit Z a,z" une série entiere de rayon de convergence 1 et de somme f. Soit S € C. Le but de
n=0
cette question est de démontrer que

( lim f(z)=Seta,=o0 (1)) (Z a, converge et Z ay, = S) (Taubérien faible)
n

wx_éﬁg n=0

1
Dans la suite de cette question on suppose que lim f(x) =S et que a, = o ()
Tz—1" n
R

(a) Démontrer que pour tous n € N* et z €]0,1] on a

iup(k\akl)
Sn—f (1—x) k:a +>"7.

(b) En déduire (Taubérien faible) en spécifiant © = x, = 1 — 1/n pour n € N*.

5. Soit Z a,z" une série entiere de rayon de convergence 1 et de somme f. Soit S € C. Le but de
n=0
cette question est de démontrer que

1
( lim f(z)=Seta, =0 <n>) (Z a, converge et Z ay, = S) (Taubérien fort)

r—1
zER n=0

(a) Démontrer que, sans perte de généralité, on peut supposer que S = 0.

1
On suppose désormais que lim f(x) = S et que a,, = O (), avec S = 0.
z—1" n
zeR

(b) On définit © de la maniére suivante

+oo
0= {9 0,1] = R;Vz €[0,1], Y a,0(z") converge et lim »_ a,0 x"):O}.

n=0 1= n=0

Démontrer que © est un espace vectoriel sur R.
(c) Soit P € R[X] tel que P(0) = 0. Démontrer que P € O.
(d) Démontrer que
P ERX], lim (1-2) Z " /01 P(t)dt.
z€R
On définit la fonction g : R — R par

1 size[l/2,1],
9(x) _{ 0 sinon.

4
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(e) Démontrer que pour établir (Taubérien fort), il suffit de démontrer que g € ©.

(f) Soit
—1 sixz =0,
gle) —z
=¢ = 1
h(x) (1= ) si z €]0,1],
1 sixz=1.

Etant donné & > 0, démontrer qu’il existe s1, s, € C°([0,1]) vérifiant

1
s < h<syet / (so(x) — s1(z))dx < e.
0
Représenter graphiquement h et deux telles fonctions si, $o.

A partir de maintenant, € > 0, s; et sy sont fixés.
(g) Démontrer qu’il existe 17, T» € R[X] tels que

sup |Ti(x) —s1(z)| <e et sup |Th(z) — so(x)| < e.
z€[0,1] z€[0,1]

On pose, pour tout z € [0, 1],
Pi(z) =x+z(1—2)(Ti(x)—¢), Po(z) =x+z(1—2)(Ta(z)+¢) et Qz) =

(h) Démontrer que
1
P(0)=R0) =0, P(1)=P1)=1, P <g<Pret0< / Q(z)dz < 5e.
0

(i) Démontrer qu'il existe M > 0 tel que pour tout z €]0, 1],
400 400 100

(j) Conclure.

3 Variantes continues du lemme de Cesaro et du théoréme
d’Abel

Le but de cette partie est d’étudier des versions continues du lemme de Cesaro, du théoreme d’Abel
et de leurs réciproques partielles.

1. Soient f € C°(]0, +o0[) et £ € R. Démontrer que

( lim f(z) :e) N ( lim 1/Orf(t)dt:€).

T—+00 r—+00

2. A laide d’un contre-exemple, démontrer que la réciproque du résultat de la question 1 est fausse.
3. Soient f € C°(]0, +oc[) et £ € R. Démontrer que

(lim (f(a:+1)—f(a:)):€) — ( lim M:g).

T——+00
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4. Soit f € CP(]0,400]). On définit la transformée de Laplace de f par la fonction
+oo
L(f):t€]0,4o0[— / e " f(x)dr.
0

Démontrer que £(f) est bien définie et de classe C! sur |0, 400, et exprimer sa dérivée.

5. Soit f € CP(]0,+00[). Le but de cette question est de démontrer que

( 0+OO (z)dz converge) — (hm L(f)(t)= /0+oo f(:c)dx) _

t—0t

+oo
On suppose que / f(z)dx converge.
0
(a) Démontrer que la fonction
+oo
F:ael0,+oof— / F(t)dt
est bien définie, continue et bornée sur [0, +oo[, de classe C! sur ]0, +o00] et vérifie F/ = —f.

+o00
(b) Démontrer que lirg}r L(f)(t) = / f(z)dx par une intégration par parties.
t— 0

6. Démontrer que

+00 gj
/ sm(x)dm _T
0 x 2

7. Soient f € CP(]0,+o0|) et S € R. Démontrer que

(lim L(f)t)y=Set f(t)= O <1>) = ( 0+oo (x)dx converge et 0+Oo f(z)dz = S) .

t—0+ t—+oo \ T

Pour cela, en utilisant les notations de la question 5 de la section 2, on pourra démontrer qu’il
existe M > 0 et A > 0 tels que pour tout t > 0

400 1 —tx

—+00 —e
< M/A Qe ™e ™ ———dx

T

F@ge e~ [ f@)Pre )

A

< M/()l Q(u)du.



