CORRECTION DE L’EPREUVE ENSAE 2003

PREMIERE PARTIE

I.1. Si x ou y est nul, la réponse est immédiate.
On suppose donc z > 0 et y > 0 et on écrit © = e, y = b, zy = €°
£ = pb d’ou

+b on pose a = pa,

1 1 1, 15
xy=exp|-—a+-F) < —-e*+-e

p q p q
grace a la convexité de I'exponentielle. On conclut en remarquant que e® = P, e = y9.
Remarque : on a égalité dans cette inégalité ssi x? = y9.

N 1/p N 1/p
I.2. Inégalité de Holder. On note A = (Z |an|p) et B = (Z |bn|p) . On suppose dans

n=1 n=1

un premier temps que A = B = 1.

1
Comme |a,b,| < —|a,|[” + —|b,|? alors, en sommant sur n on obtient
p q

N N | | N
S < Yl < 13 lanb + L5
n=1 n=1 p n=1 q n=1
1 1
<-4-=1
p g
ce qui prouve l'inégalité dans ce cas.
a b
Dans le cas général on applique le résultat précédent & a!, = Z" et bl = ﬁ
I1.3. Si B = 1 (on conserve les notations de la question précédente) alors, en appliquant

I'inégalité de la question 1.2 on obtient

N N 1/p
(1) > b < (ZI%I”)
n=1 n=1

Cas d’égalité :
e on suppose, comme a la question précédente, que A = 1. On a dit dans le I.1 qu’il
y avait égalité lorsque 2P = 39 d’ot1 I'idée de poser b, = e,|a,|/? ol €, est du signe
de a,,. On obtient alors a,b, = |a,|"*?/7 = |a,|P ce qui donne égalité dans (1).

, ) a, . , . )
e Cas général : on pose a,, = — et on utilise ce que I'on vient de faire (on pose

A

N
by, = enldl,[P/9) dont 3" a’b, =1 ce qui donne

n=1
N N 1/p
Z anbn = (Z ‘an|p>
n=1 n=1

N N 1/p
Eir=1p=(Sher)

n=1

d’ou sup {

N
Y anby
n=1

1
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N 1/p
I.4. Inégalité de Minkowski. Ici on pose |jal/, = (Z |an|p> :
n=1

N N 1/q
S lanlfan + b1 < Jal, (z @ wwq)
n=1 _— n=1

—}h
7bn

N 1/q
< llall, (Z @, +bn|p) .

n=1

On procede de méme avec ’autre membre d’ot, en additionnant

N N 1/q
D an + bal” < [llall, + [15]lg] (Z\an+bn!p) :
n=1

n=1
N 1/q
On divise alors les deux membres par (Z |an, + b,|? (que 'on suppose non nul, le
n=1

cas de nullité étant trivial) pour obtenir Pinégalité de Minkowski : lla+bll, < |lall,+ ],

I[.5. a. On a vu a la question précédente I'inégalité triangulaire. On vérifie facilement que

lall, = 0 < a =0 puis [[Aall, = [A]-]all,.

Montrons maintenant que 6 : b € (% +— 6(b) € (£%,)" est une isométrie.

En renversant les roles de p et ¢ au 1.3 on a

16()[| = sup [6(b)(a)| = [[bllq
llall,=1
ce qui signifie bien que 6 est une isométrie.
b. On prend toujours 0 et b € (. Avec b, = ¢, ol ¢, est du signe de a, on a

0(b)(a) = ||al|1, on en déduit que
blloo = 1} = [lallx

sup {

et par conséquent que 6 est une isométrie de €55 sur (£)

0 sin#1 _ . .1
] 7 _ou ¢ est 'indice tel que
g sSin=1

N

Z anby,

n=1

*

On prend ensuite 6 et b € (L. Avec b, =

|a;| = max |a;| et &; est le signe de a;. On a 0(b)(a) = ||a||«, on en déduit que
N
SUP{ > anbnl . [lbll = 1} = [lalloo
n=1

*

et par conséquent que 6 est une isométrie de £}, sur (£7)

DEUXIEME PARTIE

II1.1. a. Soient uw et v deux vecteurs de F' alors

fu) + fv) = flu+o) <||[fl[llw+ 2l < [If([[lw = 2ol + [lzo + v]])
d’ou
fu) — H\fl\l-\lu—xo\LSUIfH\-Hv +vxo\| — [(v)

minorant sur v majorant sur u

d’ou I'inégalité en prenant la borne supérieure a gauche, la borne inférieure a droite.
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b. On prend alors « dans I'intervalle (non vide) entre le sup et 'inf d’oli, pour tout
vecteur v de F' :

F@) = lANo = 2ol < e < [ F1I]- [0 + @oll = f(v).

c. f est bien une forme linéaire (continue car on est en dimension finie).
Soit x = v + txg, on suppose t # 0 en appliquant 1'inégalité précédente on a

fft+x0) = f(0/t) + o <|[f]]|-[lv/t + 2ol
f(=v/t —xo) = f(=v/t) —a < [[f]IlI] = v/t — 2o
d’on, en combinant ces 2 inégalités : |f(v/t + xo)| < |||f||]-[[v/t + xo|| et finalement
|[f (v two)| = [¢.1f (v/t + wo)| < [ELNI]- v/t + ol = I[[]I]-[[o + o

relation encore valable si ¢ = 0. R 3
On obtient dans un premier temps ||| f||| < ||| f]|| puis, comme fijr = f on en déduit

finalement que ||| f[|| = ||| f]I|

I1.2. Soit (zg,21,...,x,) une famille libre de vecteurs telle que E = F & Vect(xg, x1,. .., Tp).
On pose F; = F & Vect(z, ..., x;).
Par récurrence on construit des formes linéaires f; définies sur F; telles que fjjp = f et
£l = [Ilf]l]. On pose alors g = f, qui répond a la question.

IL.3. Si ||| /][] = 1 alors | f(z)] < [I[f][]-l]] < [l]| donc
sup{[/ ()|, [[[f]Il =1} <[]

e Si x = 0 I'égalité dans 'inégalité ci-dessus est évidente.

e Si xz # 0 on définit f sur F' = Vect(z) par f(x) = ||z|| et on prolonge f a E grace a
la question I1.2. On obtient g € E* telle que |||g||| = 1 avec g(x) = ||z]| ce qui donne
I'égalité la aussi.

TROISIEME PARTIE

On pose dans toute cette partie p(E, F) = inf{|||ul||.]||[u"!||, v € GL(E, F)} et, grace a la
continuité du logarithme, on remarque que d(F, F') = In(p(E, F)).
ITI.1. a. Pour tout z de F' on a
ol = w0 u™ @) || < [l ][} []]. ]|

d’ot, en simplifiant par ||z|| # 0, 1 < |||u]||.]||u""]|| et par conséquent p(E, F) > 1
soit d(E, F) > 0.
b. On a léquivalence u € GL(E, F) < u™t € GL(F, E) donc d(E, F) = d(F, E).

1
II1.2. a. Siu € GL(E,F), A € R* alors v = \u € GL(E,F) et v! = Xu_l par conséquent
[N = [l[o]]]-[[[v="]|| on peut ainsi redéfinir d(E, F) par
d(E, F) = inf{In(|[Ju""]|], u € GL(E, F), ||Jul] = 1},

Par caractérisation de la borne inférieure on sait qu’il existe une suite (u,)
d’applications de GL(E, F), de norme 1, telle que |||u,!||| — p(E,F). Comme
la spheére unité S(0, 1) en dimension finie est compacte on peut en extraire une suite
convergente dans S(0,1) que I'on note encore (u,). Soit u la limite de cette suite.
De méme la suite (|||u,,*|||) de R* ayant une limite non nulle se situe dans un segment
la, b] de R donc la suite (u;,") est dans un compact (fermé borné), 1a encore on peut
extraire de la suite (u,!) une suite convergeant vers v. Par continuité de la loi de
composition on a uov = Idp et vou = Idg, on a bien u € GL(E, F), |||lu]|| =1 et
[|llu=!||| = p(E, F), la borne inférieure est bien atteinte.
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b. e Si E et F sont isométriques alors il existe u € L(E, F') tel que, pour tout z de
E, ||u(x)|| = ||z|| donc, pour tout y de F, ||u'(y)|| = ||y|| ce qui se traduit par
[|[u]l]] = |||[u~t]| = 1 puis d(E, F) < 0 soit finalement d(E, F) = 0.
e Si d(E, F) =0 alors il existe u dans GL(FE, F) tel que |||u]|| = |||} =1 (en
appliquant le résultat du a). On a alors

Vo € B, |u(@)| < |lz]l et Vy € F, [u™ ()l < [ly]

et, pour y = u(x) on obtient ||z|| < [Ju(x)|| < ||z|| pour tout x soit ||u(x)|| = ||z|
et par conséquent u est une isométrie.

I11.3. Siu € GL(E, F), v € GL(F,G) alors w = vou € GL(E,G) et comme |||w]||| < |||v]|]-]||wl]]|
et [[[w ™[] < [[lo=[[]|lu="|I| on obtient

d(E, G) < In([[[w]]].[[lw~]])
< In([[al|-fflw= 1) + ({1~ 1)

et ceci pour tout u € GL(E, F), pour tout v € GL(F,G). Par un passage aux bornes
inférieures on arrive a

d(E,G) < d(E,F) +d(F,G).

II1.4. a. e u* € L(F*, E*) par composition des applications linéaires.
e Pour tout y de F on a |u*(C)(y)| < [[[CH]-|[[ull] =[] done [[[u= (I < [IICIH]-[[[ull]
pour tout ¢ et par conséquent |||u*||| < |||ull].
e Grace au I1.3 on a

[u@)[| = sup{[(C o w)(x)], [lIC][| =1}

et comme {¢ € F*, |||C]|| = 1} est compact, on sait que cette borne supérieure
est atteinte donc il existe (o € F* tel que |||(o]|| =1 et

[u@)[] = [(Co 0 w)()] = |u™(Go) (@) < [[Ju[[[-[HIColl]- Iz

ie. Vo € B, [u(x)| < |[[u]]|-lz]] donc [[[uf[] < [[fu*[]
Conclusion : on a 'égalité |||u||| = |||u*]||-
b. Vu la 2.a il existe u dans GL(E, F) tel que |||u||| = 1 et [|[[u"!]|]| = p(E, F). Or
(w)" = (ur)™
En effet (u™1)*(&) = Eout et w*[(u*)"1 ()] =& = (u*)"1(€) o u donc

(W)7HE) =Eou = (u™)"(9).

On a ainsi d(F™, £%) < In([[[w"[|||||(u*)~'[|]) < d(E, F).
De méme il existe u* dans GL(F*, E*) tel que |||u*]|] =1 et

A" E7) = |[1) I =11 @[] = (el = d(&, F).
Conclusion : d(E*, F*) = d(F*, E*) = d(E, F).

QUATRIEME PARTIE

IV.1. On procede par récurrence sur m :

1
e m=1: (el + 1| = z*) = [l ]*
e On suppose la propriété vraie a 'ordre m. On remarque que que, si ¢ € w,,,1 alors
Y = Y|[1,m] € wm €t que, si on connait 1) € wy,, alors p(m + 1) ne peut prendre que
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les 2 valeurs +1.

On a alors
m+1 2 m 2 m 2
Z Z p(i)r|| = Z Zw(l)xz + Tma|| + Zw(z)% — Tmi1
pEWm41 || =1 2 YEwm =1 2 1=1 2
m 2
) 2
=23 [ Do v@a| + llzmall
PEWM =1 2

d’ott la propriété en divisant par 2™*! et en utilisant I’hypotheése de récurrence.

IV.2. a. Graceaulon a
Aw) =2 flule:)lf3 < n2"([]ul|?
i=1

car [lu(e;)[ls < [[lul]]-

b. Ona >

YEWM

n n

> p(i)e;

i=1

=n'/?, Or
p

< ‘ u (Zw)ei)

= 2"n2/? car
p

(- (3

> elides

=1

1 p(i)e;

=

2 2

p 2

d’ou
2

< [llu P Aw)

2P = Z

YEWm

p
ce qui donne 'inégalité demandée en divisant par |||u=!|||%.

IV.3. e Sip < 2 on utilise la question 2 :

. _ L1 .
[l 1] > nt/P=12 d’ott In([[ul[].][[w~[]]) > (5 - 5) Inn par conséquent

1 1
d(2, 7)) > (— - 5) Inn.

p

p > 2 on sait que €2 et (£2)* sont isométriques (I.5.a) et si p > 2 alors ¢ < 2
(5+:=1) don

d((6)", (7)") = d(5, 47)

1 1
—— —
~(3-3)mn

IV.4. a. On se ramene par homothétie au cas ou ||z|, = 1 (le cas ||z||, = 0 étant immédiat).
On a |z;] <1 dott |27 < |x4]? soit

n n
dolml <> =1
=1

i=1 =
[zl <1 =l



V.1.

V.2.
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b. e Sip<2ona x|z <|z|, vule a. On applique alors I'inégalité de Jensen avec
f(t) =t*P et t; = |2;]P d’on

1 n 2/p 1 n
<5Z|ﬂcz‘|p> <=l
=1 =1

ce qui donne ||z|, < ||z|]ant/P~/2.
Soit Id I'identité de ¢2 sur ¢2 alors I'inégalité ||z|2 < ||z||, donne |||Id[]] < 1,
de méme [z, < a7 1% donne |14 || < ni/e-172

1 1
On arrive a p(£2,2) < n'/P=1/2 soit d(¢£2,(7) < (— — 5) Inn.
p

n»n

n’vn

1 1
Finalement, avec la question 3 on peut conclure d(¢2, (?) = (— — —) Inn.
p
. Sip>2alorsq<2(]%+$:1) et

(6, 6) = d((6)7, (7)) = (€5, £7)

1 1 1 1
=(-—=z)lhn=(-—-)lnn
q 2 2. p
. , , 11
En conclusion on a le résultat final : d(¢;, ) = 3 o Inn
p

c. Comme (£2°)* est isométrique a £} alors

d(6e,02) = d((62)", (2)")
= d((,, )
= llnn
2

CINQUIEME PARTIE

Sp est un compact de E™ donc A est bornée sur S} et atteint sa borne supérieure. Soit
(b1,ba,...,b,) un point de S% ot A est maximale, ce maximum est nécessairement non
nul et > 0. C’est aussi le maximum en valeur absolue (a cause de la symétrie de S} et
des propriétés du déterminant).

Siz € Sg alors |A(by,...,bi—1,2,bi41,...,b,)| < A(by,...,b,). On pose alors

_ A(bl, e ,bi_l,iC,bH_l, ey bn)
wile) = O,

Pour ||z]| = 1 on a par construction |¢;(x)| < 1 donc |||¢;i]|]| < 1 et comme ¢;(b;) = 1 on
en déduit que |||;]|| = 1.

o v(x) =0« Vie][ln], pi(xr) =0 et comme les (¢;(x)) représentent les coordonnées
de z dans la base (by,...,b,) on en déduit que = = 0.

e v(Az) = |Alv(z) : immédiat.

o v(x+y) <v(r)+r(y) est aussi immédiat.

Soit u :x =Y. @i(x)b; — (p1(x),...,pn(x)) € £} alors ||u(z)|1 = v(z) donc u est une
=1

isométrie et Ep et £ sont isométriques.



V.3.

VI.1.

VI.2.

VI.3.
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Six =) ¢i(x)b; alors
i=1

|xH<ZI% - ill < v()

:1

et v(r) = Z li(z)] < nljz|| ce qui donne ||| Id]||.||[Id"* ||| € n (on Id est application

identique de E1 dans F).
Conclusion : d(E, F;) < Inn et comme F; et £} sont isométrique alors d(E,£}) < Inn.

SIXIEME PARTIE

o R : réflexive (X est isométrique a X).
e R : symétrique (si u est une isométrie de X sur Y alors u~! est une isométrie de Y’
sur X).
e R : transitive (si u est une isométrie de X sur Y, v une isométrie de Y sur Z alors
vowu est une isométrie de X sur 7).
Conclusion : R est une relation d’équivalence.
Cohérence de la notation : si X; et X5 sont dans X et Y dans Y alors

d(X1,Y) <d(Xy, X3) +d(X,,Y)
=0
et par symétrie d(Xo,Y) < d(X3,Y) dou d(X;,Y) =d(Xy,Y).
De méme, si Y] et Y5 sont dans Y alors d(X7,Y;) = d(Xs,Ys) ie. d(X,Y)=d(X,Y) ne
dépend pas des représentants choisis.

a. ¢, bornée : ||z] < ||z||; <1 sur By donc sup{||z||, X € B;} < 1.
®,, fermée : on sait que la convergence uniforme entraine la convergence simple.
Si (v)pen est une suite de (®,)N qui converge vers v € C(B;) alors

< <
voc g [@ <lals =) < ol
Il < napl) = folly < na)

x X .
Pour x # 0 on pose N,(z) = ||z|1v, (W) et N(z) = ||z]v (m) puis on

définit N,(0) = N(0) = 0. N, est la norme associée a v,. On vérifie immédiatement
que Vx € £}, hIJP Ny(z) = N(x). Montrons que N est une norme :
p—-too

e Comme v(x) > leﬂl on a N(z) > leﬂl pour tout z de £-. Si N(z) =0
alors x = 0. " "
e N,(Az) = |A|N,(z) donne, par passage a la limite sur p, N(Az) = |A\|N(z).
e Ny(z +y) < Ny(x) + Np(y) donne, la aussi par passage a la limite sur p,
N(Jc+y) < N(q:)JrN( ).
Conclusion : v est bien la restriction a B; d’une norme.
b. Comme f est la restriction d’'une norme v alors |f(z) — f(y)] < v(x —y) < ||z — ||,
il suffit de prendre 6 = €.

a. e 7 est bien définie : ||.|| est déterminée sans ambigu'l'té par f. En effet si x € £

est un vecteur non nul alors ||z|| = ||z||1 f
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e 7 est surjective : si on se donne (R", |.||) alors f est la restriction de ||.|| &
la boule unité fermée ce qui permet de trouver un antécédent a la classe de
(R™, [1]])-

b. Montrons tout d’abord que :
(7) Ja > 0 tel que inf f(y) =a >0,
yEDB:
(i)
(1) f est continue sur le compact B; donc f atteint sa borne inférieure a > 0.
(t3) f; — f donc, pour € = g, 3J € N tel que Vz € By, |fj(x) — f(z)] < a/2 donc
fi(x) > a/2 et inf f;(x) =0b; > a/2 ce qui donne inf b; > a/2. Soit § = inf b,
r€EB1 j>Jd i<J
alors inf( inf f;(x)) =b > min(a/2, ) > 0.

jeN zeB;
On pose ensuite £ = (R”, ||.||), £; = (R",v;) (ol v; est la norme associée a f;). On

vi(z) _ sup fitz) _ fi(z))

3b > 0 tel que juellg ylean1 fily) =0b>0.

Iz, M= S0 Tl ~ 28 7@~ @)
car la borne supérieure est atteinte sur le compact By. De méme ||| Idg, g ||| = Jé((‘?;]]; :
Traduisons maintenant le fait que f; — f i.e.
Ve >0, 3J eN|Vj>J Ve By, |fjlx)— f(x)] < %@L’b)
alors
(x emin(a, b € ; emin(a, b €
%_ ‘_ 2f(i’j) | =2 JJ;((??JJJJ)) _1‘ : ij((yj) | =3

On a ainsi ||| Idg g, ||| < 1+ g et ||| 1dg, » ||| < 1+% soit

d(E,E;) <2In(1+¢/2) <¢

(car In(1 + z) < ) et comme d(7(f;),7(f)) = d(£,E;) on a bien prouvé que

~

d(7(f;), 7(f)) = 0.

VL4. Vule 3.b 7 est une application continue donc &, = 7(®,,) est un compact (image continue
d’un compact). On vérifie finalement que d est une distance.



