’ Concours Centrale-Supélec 2005 ‘

Epreuve : Mathématiques 11

Corrigé

Partie 1

n

TAl) * Noo(A) =0 = Vi € [1,n], Z la; ;| =0. Dou Vi € [1,n], ¥j € [1,n] : |a; ;| =0 et donc A = 0.

j=1
« VA€ CVie[L,n], Y [Aaij| < A Noo(A), donc Noo(AA) < |A[Noo(A)
j=1
1
Si A # 0, Noo(A) = Noo(3A4) < |5 Nao(AA), done |A|Noo (4) < Noo(A), d'ott I'égalité : [ANoc(A) = Noo(AA)

SiA=0, l’egahte est triviale.

* Vi € [1,n], Z|aw +bi ;| < Zlaw\ +Z |bi,j| < Noo(A) + Noo(B), done Noo(A + B) < Noo(A) + Noo(B).
j=1 j=1
Conclusion: ’ Ny, est une norme sur M, (C) ‘

TA2a) A(z) = (Z la1,525], - - ~7Z an,jzj)
j=1 Jj=1

n
Donc pour tout i € [1,n], > lai ;2] <Y laijll2lo0 < Noo(A)|2]|o-

j=1 j=1
Dot [ A(2) [0 < Noo(A)]12]lc |
A(2)]| o ARl o s -
TA2b) Vz € C" — {0}, IAC= |)” < Ny (A) donc N (A) majore Pensemble des réels ”(T)” Soit ip € [1,n] tel
o0 z o0
que Noo(A) = Z lai,.;| et soit zg = (e1,...,en) tel que €; =1 si a;y; =0et g = [io,5] sinon. On a alors
@
j=1 20,7
A) = Zaio,jaj, A(zo) = Zal’j€j7 . .,Zan,jsj et done || A(20)]|eo = Z |aig. -
j=1 j=1 j=1 j=1
A
Comme ||zg||cc = maz(1,...,1) =1, on a donc : ”HSO)HOO = Ny (4)
0loco
[A(2)lloo

Conclusion: | N (A) = max

1]l o0
TA2¢) Soit \g € 04 tel que p(A) = || et 2o un vecteur propre tel que A(zg) = Agzo, on a alors
A 0o 2020/ 0o
G0 _ ool _ 11— pa) < Moo (),
120l [1z0]l o0

Conclusion: ’p(A) < Noo(A4) ‘

TA3) N est une norme subordonnée & la norme | sur C", c’est donc une norme d’algébre et vérifie donc :

| Noo(AB) < Noo(A)Nwo(B) |

[4B@)loe  NooWIBGe oy 4yn_ ()

Izlle 12l

Remarque : On peut aussi redémontrer ceci : pour tout z non nul,
et on retrouve Ny, (AB) < Noo(A)Noo(B).
[A4a) x Ng(A) = 0 implique Q"1 AQ = 0 ce qui implique que A = QOQ~! =0

£ Ng(M) = N (Q71AAQ) = A Ng(A)

¥ No(A+B) = Nao(Q " (A4 B)Q) = Noo(Q"1AQ+ Q1 BQ) < Nuo (Q~AQ) + Noo (@' BQ) = No(A) + No(B).
On en déduit que N¢ est une norme.

Enfin Ng(AB) = Noo(Q7H(AB)Q) = Noo(Q 1 AQQ ' BQ) < Noo (Q71AQ)Noo (Q1BQ) = Ng(A)Ng(B)

Conclusion: ’ Ng est une norme matricielle ‘

IA4b) Toutes les normes sur M,,(C) sont équivalentes donc il existe o > 0 et § > 0 tels que Noo < alNg et
1
Ng < BNy, donc pour tout A, —Nu(A) < Ng(A) < BN (A).
a



1
Sif<a,ona ENOO(A) < Ng(A) < BNo(A) < alN(A) et Cg = a convient.

1 1
Sinon on a 3 < 1 et donc BNOO(A) < lNOO(A) < Ng(A) < BN (A) et Cg = B convient.
«

!
tiq tigs tigs® oo typs"Tt
0
IB) On a facilement Dg'TDg = 0 b g s
0 o tp—1mS
T | R

n
D’olt Npy(T) = Noo(Dg'TDs) = max(|t; ;| + Pi(|s])) ou P; = Z |t; j|s’~" est un polynéme de degré au plus
7
j=it1

n — 1 qui vérifie P;(0) = 0. On en déduit qu'il existe sg tel que pour tout i € [1,n], |P;(so)| <

€
<5 Donc pout tout

€ [1,n], |ti:] + Pi(|so]) < p(T) + %, car les valeurs propres de 1" sont les ¢; ; d’ott on conclut :

Conclusion: | Np,(T) < p(T) + g <p(T)+e¢

Soit A € M,,(C) alors A est trigonalisable (car son polynéme caractéristique est scindé) donc il existe une matrice
triangulaire supérieure T et une matrice inversible Q tel que A = QTQ~!. D’autre part il existe s € C” tel que
Npo(T) < p(T) + . Or p(T) = p(A) et Npg(T) = Noo(D5'TDs) = Noo(Dg'Q rAQDs) = Ngps(A). Posons donc
N. = Ngp, on a alors N.(A) = Np (T) < p(T) +e=p(A)+¢

Conclusion: ’ N.(A) < p(A) +¢ ‘

IC) =] Soit Ay € 04 tel que p(A) = |Ao| et zp un vecteur propre tel que A(zg) = Agzo, on a alors pour tout entier
k| A%(20)]loo < Noo(AF)||20lco- D70 [ AE20]lce < Noo(AF)[|20]/00 €t donc |Ao|*[|20lco < Noo(A%)]|20]/00- On en déduit

alors 0 < [Ag|¥ < Ny (A¥). Comme klim A¥ =0, 0n a klim Noo(A¥) = 0 et par théoréme d’encadrement on obtient :
—00 —00
¥ = 0 ce qui n’est possible que Si [\o| < 1, donc que p(A) < 1.

1—p(A)
2

D’aprés le IB), on a 0 < N_(A¥) < N(A)* < (p(A) + e)k = ¢*. On conclut alors par théoreme d’encadrement que
Jim N.(AF) =0

li A
dm Ao

<] Soit € > 0 tel que p(A) +¢ < 1 (par exemple € = ). Posons enfin ¢ = p(A) +¢, on a donc 0 < g < 1.

Conclusion: | lim A* =0 < p(4) < 1

k—o00

Partie 11

IIA1) On a G (A) = D(4 +3i,4) UD(—1+4,1) U D(5 + 6i,/2 + 3) U D(—5 — 5i,5) et
Go(A) = D(4+ 30,2+ v2) UD(—1+1i,4) UD(5 + 6i,4) U D(—5 — 5i,3)

n n
1TA2a) Z = (21,...,2,) et on a les relations pour tout ¢ € [1,n] : Zmi,jzj = 0, donc m;;z; = — Z UURETR
i=1 =L
n n
do s [migllzil < Y magllzl <Y Imill Zllee = Lill Z oo
=1 =L

On choisit ¢ = p, un indice pour lequel ||Z]| = |2p| # 0, on a donc :



Myl Z]loc < Lyl Z]]oc- Dot

ITA2b) Soit A € g4, M = A — A, n’est pas inversible donc le systéme (A — AI,,)Z = 0 admet une solution non
nulle d’ot il existe p € [1,n] tel que |my, p| < Ly(M) (avec L,(M) : la somme définie au début de II avec une matrice
M). Comme my,, = a,, — A et que L,(M) = Z Im; ;| = Z (lai,j —0]) = Lp(A) = Ly, on a donc

=L =L
lap, — Al < L, ce qui veut dire A € D,(A4) C GL(A)

Conclusion: [o4 C GL(A)

ITA2¢) A est valeur propre de A SSI X est valeur propre de A, donc 04 = 0:4. D’autre part les sommes L; de A

correspondent exactement aux sommes C; de YA et les sommes C; de A correspondent exactement aux sommes L; de
tA. On en déduit 04 = 0:4 C G (*A) = Gc(A), on conclut avec le ITTA2b) :
Conclusion: ’ oa CGrL(A)NGe(A) ‘

ITA3a) On a montré au ITA2a) et b) que si p est valeur propre de A, x un vecteur propre associé et si |zx| = ||2||0o
alors |ag k — | < Ly, comme u est sur le bord de G (A), on a pour tout ¢ et donc pour k : |a, — | > L. On en

déduit que |ag k — p| = Li ce qui veut dire que : | p € Ci(A4) |.

ITA3b) De Az = px on égalise les k-iemes coordonnées (avec les notations du ITA3a)) : Z ak,;T; = UTy, donc

n

n
(1 — agp)TE = Z ak,;xj, donc |y — ag kl|zk| = Z ag,jxj, or |[p — ak x| = Ly (d’apres le ITA3a)), donc

J=Li#k J=Li#k
n n n
Li|zy| = Z lag,j|lzk] < Z ag, x| < Z lak,j]|x;], on en déduit donc que
J=Li#k J=Li#k i=Li#k

n

Z lak, ;| (|z;] — |zk|) < 0. Or pour tout ¢, 7, on a a; ; # 0, donc |a; ;| > 0 et d’autre part, |z;| — |zx| < 0 pour
J=1,j#k

tout j. On doit donc avoir |z;| — x| = 0 pour tout j. Donc |z;| = ||z||e et grace au ITA3a), on obtient u € C;(A)

pour tout j.

Conclusion: | i1 € ﬂ C;(A

ITA4) Comme le précise I’énoncé, on notera D = D,, (la matrice).

b2 b3 Pn

a1,1 pr 212 5013 p1 AL,n
p1 p3 Pn
ps 32,1 2,2 P2 42,3 e po #2,n
On trouve alors D'AD =
p1 P2 Pn—1
D an,1 P an,2 s P An n—1 An,n

On en déduit que pour tout i € [1,n], L; = Z |ai,j|& et donc
j=1.#i bi
Di(D'AD)={z€C, |z—a|<Li= Y Jai |2} et GL(D'AD) = U Di(D~'AD).
ey Y2
J=Lj#i
ITA5a) Soit Ao € 04 tel que p(A) = |Xo|, Ao est valeur propre de A donc Ag est aussi valeur propre de D, 'AD,

n

(méme polynéme caractéristique) et donc d’apres ITA2) il existe i tel que |Ag — a;;] < L; = Z |ai’j|&, donc
J 1,j#i ’
n
Aol < laisi|l+ L = Z |aw-|‘% = P ij|a”| donc p(A) = |Ao] < ;Zp]|a”| < J0ax —ij|a”| et ceci pour
j=1 ! j=1 j=1 =1

n

1
tout p > 0, donc p(A) est un minorant des max — Zp7 la; ;|, p > 0. Par définition de la borne inf on conclut :
i=1,..,n P

_7 1

Conclusion: | p(4) < 1nfp>0 max —ij|ai7j|
Jj=1




IIA5bi) Montrer que le majorant de p(A) de la question précédente est supérieur ou égal a 83/3 revient & montrer
3

que pour tout p > 0, [max Zp]|aw
j 1

est supérieur ou égal & 83/3.

3
1 83
Supposons le contraire alors pour i = 1,2,3, on aurait — E pjlai ;| < 3 d’ol1 en sommant les 3 :

1j:1
Z ijlaw|<3
i= 1
3 1 3
Or pila; —19+16f+16f—|—8f—|—8f—|—8f—|—8—
;p; ! ]‘ p1 ps3 b1 p3 p2

1 1
D’autre part I’étude des variations de ¢ — ¢ + n donne pour tout ¢ > 0, t + n > 2, on en déduit que pour tout

p1>0etpo>0: b + b2 > 2, de méme pour les 2 autres. D’ou

P2 M
3.1 3
19+16—+16—+8—+8 —|—8—+8— > 19416 x 2+8x 2+8x 2 = 83 ce qui donne »  — Zp]|aW| > 83:
b2 b3 b3 b2 =1 P4
Absurde.
83
Conclusion: | Le majorant du ITA4a) est supérieur ou égal & —
7T—x -—16 8 —-9—2 -16 8 1 -16 8
IIA5bil) Pa(z) =| =16 7T—2 -8 |=c,copien|-9—2 7T—2 -8 |[=(-9-2)1 7T—-2 -8
8 -8 —5H—-=z 0 -8 —5H—-z 0 -8 —5—-z

1 16 8

=tz (9= 0 23—z —16 |=(-9—=z)(z® — 18z — 243) = —(z + 9)*(z — 27)
0 -8 —-5—z

On en déduit une valeur approchée (sic!) de p(A) : ’p(A) = 27,000000 ‘

IIB1a) Si A n’était pas inversible, 0 serait valeur propre de A et donc il existerait un indice i tel que

|a;; — 0] = |a;i| < L; ce qui est absurde et A est inversible.

IIB1b) Si les a;,; sont strictement négatifs alors les disques D;(A) ont leurs centres sur la demi-droite ouverte R*
et 'l existe z = a+ib € D;(A) avec a > 0, alors |z —a; ;| = |a —a;; +ib| > |a—a;i| =a—a;; > —a;; = |aii| > Ly ¢

absurde car on a supposé que z € D;(A) donc que |a — a; ;| < L;. On a donc tous les disques D;(A) qui sont inclus

dans le demi-plan Re(z) < 0, comme les valeurs propres sont toutes dans un de ces disques, on conclut :

Conclusion: ’ Pour tout A € 04 , Re(A) < O‘

IIB1c) Une matrice A, symétrique est définie positive SSI ses valeurs propres sont toutes strictement positives.
En changeant A en —A & la question précédente, ce qui ne change pas les L; et les conditions |a; ;| > L;, on a : Si
A est SDD et si Vi, a;; > 0 alors les valeurs propres ont toutes une partie réelle strictement positive. Comme A est
de surcroit symétrique, les valeurs propres sont toutes réelles et donc strictement positives, ce qui prouve que A est

définie positive.

Conclusion: ’ Une condition suffisante est Vi, a; ; > 0

A1 0

IIB2) B étant diagonalisable, il existe une matrice diagonale D = et une matrice inversible P

0 An
tels que B = PDP~1. VE € M,,(C), posons E; = P~'EP de sorte que E = PE;P~L.

VA€ opip =0pyip,, il existe i € [1 n] tel que |\ — (A; + a; ;)| < Li(D + Ey) = Li(Ey) avec By = (a] ;).
Donc |A — \;| < |a} ;| + Li(Ey) Z|a”|<N (Ey).
Or Noo(E1) = Noo(P71EP) = NP(E) et grace au IA4b), on a Np(E) < CpNo(E).

Comme \; € op, en posant K, (B) = Cp, on conclut :



Conclusion: | VE € M,,(C), VA € 054, I\ € 05 A~ Ai| < Ko(B)Nwo ()|

' Partie ITT |

n n

IIT Al) Soit z € Z;, 2" = — ci(£)2" 7. Si z # 0 alors en divisant par 2"~ !, on obtient : z = — cj.(t) d’ou
9’ vl p 9’ ]_1
z
j=1 j=1
0] o Sl 21001 EPN - , :
< iz alors |z| < . Or lapplication t +— C; étant continue sur [0, 1] elle y es
2| < Z7I|S|\>11 2 <> - Or I'application ¢ > " lej(t)] étant cont [0,1] ell t
Jj=1 j=1

n
bornée : il existe un nombre M tel que pour tout ¢ € [0, 1], Z lc;(t)] < M. On a donc pour tout z € Zy, |2| <1 ou
j=1
|z] > 1 et alors |z| < M. En posant Ry = max(1, M) on conclut :

Conclusion: ’Vt €10,1] Z; Cc D(0, R) ‘

IITIA2) Raisonons par 'absurde : supposons qu’il existe e > 0 tel que Vi > 0 3¢ tel que |t — to] < n et VX, € Z; :
| Xt — Xo| > e.

Pour tout k > 1 en jouant avec n = 2% : Ity tel que |t — to| < 2% et VX; € Zy, ¢ | Xt — Xo| > &

Notons Z;, = {X; 4, , @ € [1,n]} (en répétant les racines autant que leur multiplicité) de tel sorte que

| X1 6 — Xo| > | Xop, — Xo| > > | Xt — Xo| > 6.

La suite (X1, , Xoty,-- -, Xn,t,) €st une suite de C™ et cette suite est bornée (par R) gréace au IIIA1). Par Bolzano-
Weierstrass, on peut en extraire une sous-suite convergente : il existe ¢ de N dans N strictement croissante tel que

lim (Xl,t

et XQ,tg,(k)a s aXTL,t<p(k)) = (yla s ayn)'

(k)7
n

D’autre part on a thm(X) = H(X — qu(k)), de la continuité des c¢;, on en déduit que pour tout X fixé dans
i=1

C: lim P (X) = Py(X) et lim H (X — X

n n

= H(X — ;). Donc P, (X) = H(X —y;) et donc il existe
i=1 i=1

un 7 tel que y; = X or ceci est absurde car en passant & la limite lorsque k tend vers +oo pour | X, — Xo| > ¢, on

cp(k)

obtient |y; — Xo| =0 > e.
Conclusion: ’Vs >0,In>0,Vt|t —t—0| <n, IX; € Z4, | Xt — Xo| < 5‘

a b
IIIB1) A = . On essaye a = 0 et b =1 de sorte que D;(A) = D(0, 1) puis on détermine facilement c et
c d
0 1
d pour que les valeurs propres soient 2 et 3 : d =5 et ¢ = —6. Conclusion: | A = convient
—6 5
ai,i taiJ‘
IIIB2a) A(t) = d’ott L;(A(t)) =tL;(A) < L;(A) (car t € [0,1]) et donc D;(A(t)) C D;(A)
tai,j Qp.n
Conclusion: ’ GL(A(t)) C GL(A) ‘
ai,i 0
I1IB2bi) t = 0 € E car A(0) = et a1 € aa@) N Di(A) don
0 Gn,n

IIB2bii) Soit tg € E, INy, € 0a(1y) N D1(A). Ay, est donc racine de Pyt,)(X) (polynome caractéristique). On pose
alors pour tout ¢ de [0, 1], P;(X) = (=1)"Py(X) = X" + Zc 2"~9 avec les ¢; qui sont continues sur [0, 1] car
polynomiales en t et a; ;. On a g4;) = Z;. On va utiliser le IHAQ)

Pour cela posons Xo = Ay, € D1(A). Soit € > 0 tel que pour tout j € [2,n], D(Xo,e) N D;j(A) =0 (un tel € existe

car X appartient a C — U D;(A) qui est ouvert (comme complémentaire d’'un fermé)).
j=2



Grace au IITIA2) il existe n > 0 tel que V¢ €]ty — n,to +n[N[0,1] : il existe X; € Z; = g4 tel que |X; — Xo| < €.
Or Xy € Zy = 0a@) C GL(A(t)) C GL(A), comme X; € D(Xg,¢), on a Xy € Di(A) (car il ne peut appartenir aux
autres D;(A)). On obtient donc X; € 04y N D1(A) ce qui veut dire que t € E.

Conclusion: ’ E est un ouvert relatif de [0, 1] ‘

[1IB2biii) Pour tout & > 1, il existe A, € o a(,) N D1(A). Comme D;(A) est compact, il existe une suite extraite
de (M, )r qui converge vers un élément p de Dy (A) : klim Mgy = Mo
—00
D’autre part pour tout k (avec les polynémes P;(X) définis au ii)) : Py, (A, ,,) = 0 d’ott lorsque k tend vers

I'infini : on a, par théorémes généraux : P,(u) = 0 ce qui donne p € 0 4¢4) N D1(A)

Conclusion: ’ a € E et E est un fermé relatif de [0, 1] ‘

IIIB2biv) Avec leur admission, le ii) et le iii) on obtient immédiatement £ = [0, 1]. On en déduit que 1 € E, comme
A(1) = A, on a donc
Conclusion: ’ oaNDi(A)#£0 ‘

Remarque : On pouvait le démontrer directement sans leur admission en considérant la borne supérieure de F
(comme pour les accroissements finis vectorielles).

IIIB3) Propriétés du spectre ? D;(A) rencontre D3(A). Maple donne les 4 valeurs propres :

—4.749157034—5.25044331017, —.7893550582+.7832578378¢, 2.851938082+3.581681160¢, 5.686574010+4-5.885504312¢

Partie IV

IVA1) N; est la norme hermitienne canonique sur M, (C) identifié & C™*. Montrons qu’elle est une matricielle

Soit A = (a;;), B = (bi,j), posons AB = (a;;), on a alors Ny (AB)? = Z \cm|2 Z Zalkbk] Or
i=1,j=1 i=1,j=1 |k=1

I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur C™ donne

n 2 n n
Zai,kbk,j < (Zai,k|2> <Z|bk]|2>
k=1 k

k=1 =1
n,n n n n n n
Done NalABS"= 2 ( ) (Z b ) ) (Z > IW'2> 33 bisl? | = Na(APNa(B). Do
=1,j=1 \k=1 k=1 i=1 k=1 j=1k=1
I'inégalité demandee.
Conclusion: ’ N3 est une norme matricielle‘
d1 0 51 0
IVA2a) Si on pose D = , A= et A= (a;;), alors
0 dy, 0 On,

DA = (dia; ;) et AA = (;a;,;). On en déduit que D(A x g B)A = (d;0;a; ib; ;) = (DA) xpy (BA) et
D(A XH B)A = (di5ja,;7jbi7j) = ((diéja,;d)biJ) = (DAA) XH B.
On a de méme ]D (Axu B)A = A xy (DBA) et D(A xy B)A = (AA) x g (DB) .

IVA2b) [(A xg B)x Za” ijT; et ADLB = (z;a; ;)(b (Z T kbj k), donc

Jj=1

(ADLB), ; Zxkaz kbik = [(A xu B)z];

k=1
IVA2c) y*(A x g B)x = e¢*D;(A xg B)x ="eD}A x g Bx grace a la définition de e, puis

y*(Axpg B)x ="eD;(A xg B)x ="eD;(A xg B)I,x ="e ((DjA) Xy (B))z grace au a), puis avec la définition

dee,ona:y (Axy B)x = Z [(D*A) x g B)z]; et grace au b), on obtient

=1
n

y*(Axy B)z =Y (D;AD!B); ; = Tr((D;AD.B)
i=1
IVA2d) On présume que l'on prend a et B carrés. On utilise le ¢) avec y = x et la définition de la norme avec la

trace.



IVB1) Si S est symétrique positive alors elle est diagonalisable dans une base orthonormée et toutes ses valeurs
propres sont positives : c’est-a-dire que S = PD) P avec x = (A1,...\,) et pour tout i, A\; > 0, donc il existe p; réel
tel que A\; = pi7. On a alors Dy = D2 et donc S = PD}, 'P ='TT avec T = D,, ‘P

Si S € S;7T(R), on peut dire que T est inversible (car detS = det(T)?).

IVB2) Si a et B sont symétriques alors il est clair que A x g B = (a; ;b; ;) I’est aussi. Montrons qu’elle est positive.
D’apres la question précédente il existe 2 matrices T' et U telles que A =TT et B =tUU

2*(A xg B)r =< D:AD,, B > (d’aprés IVA2)), de plus D} = D, car on est dans R, donc

*(Ax g B)x = Tr(D,AD, 'B) (définition de la norme), donc z*(Ax gy B)x = Tr(D,AD,B) = Tr(D, TTDUU) =
Tr(UD, 'TTDIU) (car Tr(XY = Tr(Y X)), donc 2*(Axy B)x = Tr((UD,, 'T)(TDU)) = Tr(UD, T){UD, T)) =
|UD, ’T||; >0 et donc A Xy B est positive.

Si A et B sont définies positives alors z*(A x g B)z = [|[UD, ’THE = 0 implique que UD,, 'T' = 0, comme d’apres
la question précédente, U et T sont inversibles, on doit avoir D, = 0 d’ou z =0 et A Xy B est définie positive.

Conclusion: | (4, B) € (S} (R))> = Axpy B SH(R) et (4,B) € (S;+(R))> = Axy Be S+ (R)

IVB3a) B — A\pin(B)I,, est symétrique et ses valeurs propres sont A — Apin(B), avec A valeur propre de B, donc
elles sont toutes positives et B — A\pin(B)I, € S (R) et grace a la question précédente A X g (B — Anin(B) 1) est
positive.

IVB3b) ‘z(A xyg B — ANA xg B)I,)r = M(A Xy B)lzx — AN(A xyg B)lzz = 0.

Comme A xpg (B — Apmin(B)I,,) est positive, 'w(A xg (B — A\pin(B)I,))x > 0, or il est facile de vérifier que
Axg (B = Anin(B),) = A xg B — Apin(B)A x g I,, donc de 'x(A xg (B — Apin(B) 1))z > 0, on en déduit :
'2(A xg B)x — Amin(p) "2(A xg 1))z > 0, donc

tI’(A XH B)l’ = (A XH B > >\mzn Zal ’LI > )‘m”L(B)(mlnazﬂ) X 1

| \(A x5 B) > Apin (B)(min; a;,;)

IVB3c) La matrice A — A\pin(A)I, est symétrique et positive (c’est le IVB3a)) d’ou il existe une matrice T tel

que A — A\pin(A)I, =" TT (c’est le IVB1)). Le coefficient (i,4) donne : a; ; — Apin(A4) = Ztiﬂ- > 0 et on conclut :
k=1
i,i > Amin(A) |

Puis comme tout est positif, il vient tout de suite : ’ MA xg B) > Apin(B)(min; a; ;) > Amin (B) Amin (A) ‘

IVB3d) On fait la méme chose avec Apqz(B)I, — B qui est symétrique et positive et on obtient
’)\(A XH B) S )\maz(B)(maXi ai,i) S Am,ar(B)>\Tna$(14) ‘

Conelusion: | Amin(B)Amin(A) < MA X1t B) < Amaz(B)Amaz(4) |




