ENSAE MP-2000

PREMIERE PARTIE
I.1. On se place d’abord dans F,,, qui est de dimension finie.

Sn y est compact (car fermé et borné), et S,, C U B(z,9).

z€Sp
M
D’apres la propriété de Borel-Lebesgue, on trouve z1, ..., 2y tels que S, C U Bz, 9).
k=1

Cette inclusion utilise les boules de FE),, mais est toujours valide dans les boules de E.
Remarque : le résultat admis dans 1’énoncé est le théoreme de Hahn-Banach.

1.2. Moutons ce résultat par ’absurde :
M

On suppose que ﬂ Ker ¢, = {0} , c’est a dire que Vk € [1, M], pi(z) =0 =2 = 0.
k=1
Soit ® :z € E — (p1(2),...,0omu(x)) € RM™. Par hypothése @ est injective donc

dim £ < dimIm ® < M qui est contradictoire avec le fait que F est de dimension infinie.
M

Conclusion : ﬂ Ker ¢y, # {0} donc, quitte a normer, on peut choisir un vecteur unitaire

k=1
Tn+1 dans cet espace.

I.3. a. En calculant ¢, (zj, + nt12n41) = 1, on obtient ||zj, +anr1Tn41|| > 1, car [Jg; || = 1.
n
Soit z!, = > agzy € E, de norme 1. Grace au 1, on sait qu’il existe jo < M tel que

, =
|zl — 2, || < 6. Alors,
n+1

E (67 %
k=1

= Hl‘/n — Zjo + Zjo + an—l—lxn-i—lH

> |24, + ang1®nga |l — |25, — 2o |
1
>1—-0=
1+e¢

b. « Lorsque ¢ < n, I'inégalité proposée est déja vraie par hypothese.

e Lorsque ¢ = n + 1, posons (3 =

1 n 1n+1
Si 8 #0, alorsB Y agrk|| =1, et, dapres le a. (1+¢)||= > agzg|| > 1, d’ou :
k=1 k=1
n+1 n 1 p
1+4+¢ arTr|| > arTill > = axT

Si B = 0 cette inégalité est aussi vérifiée.
o Ainsi, dans tous les cas :

p
E QT
k=1

<C(l+¢)

q
E QT
k=1

1
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I.4. Par récurrence immédiate, on a, en choisissant (k) = 1/k? pour tout k > 1 :

kzp;akxk CH<1+ )Zaka:k

- 1
De plus, II,, = H (1 + ﬁ) est croissant et convergent car (Inll,) est une série con-
k=1
vergente. (Son terme général positif est In(1 + 1/k*) ~ 1/k?). On peut alors poser
C K = lim, II,, > 0, ce qui permet d’écrire, comme voulu :

E AT E AL

DEUXIEME PARTIE
Question préliminaire :
Si z € E; on sait qu'il existe (£,) € FN telle que = = lun &,. La suite (T'(&,))nen est une

n—)

suite de Cauchy (||T"(§nsp) — (&) < NIT]]-[|n+p — &nll) donc elle converge dans Ey. On définit
alors T'(z) = hI}_l T'(&,). On montre ensuite que cette définition de T'(x) ne dépend pas de la

suite (&,) choisie. En effet :

: 1 1 1
Eu notaut | ;;E )T o T2 onas (7€) - T(EI < ITE - €1

Et donc, en passant & la limite et grace a la continuité de la norme, on a : Ty(z) = Th(z)

Grace a la linéarité de la limite on en déduit que 7' est linéaire. De plus, grace a la continuité
de la norme, on a

[T (za)ll < (T][-[]2n]]
N !
[T@)[ < T[]

donc T est continue et ||T]| < ||T]|. Pour montrer Pautre égalité on peut remarquer que
VeeF, T(z)=T(z)
douVz € F, |T(z)|| < ||T|||z| et finalement ||| < ||TI.

T se prolonge de maniere unique sur F;

En conclusion : e . . .
en une application linéaire continue de méme norme.

+oo
I1.1. Supposons que x = Z bpxy, = Z CnTrn. On veut démontrer que ces développements sont

n=1 n=1
égaux. Ceci revient a prouver, en posant a, = b, — ¢,, que

—+o00
(Z anxn> =0= (VneN* a,=0.)

n=1

q

Z QT
k=1
soit a; = 0 car x1 # 0. On prouve alors par une récurrence immédiate que a,, = 0 pour

tout n € N*.

On utilise (%) : |la1z1|| < K et, en prenant la limite ¢ — +oo alors ||ajz1]| < 0
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n n+p

> iy > ATk
k=1 k=1

continuité de la norme, on en déduit que || P,(z)|| < K||z||. L’application linéaire P, est

donc continue, et || P,|| < K. Enfin P, est un projecteur sur Vect(zy,...,x;) C H.

Comme < K pour tout p. Alors, lorsque p — 400, grace a la

L’inclusion F' C H est évidente car F' est I’ensemble des combinaisons linéaires finies
d’éléments de (z,,).
N

Pour l'inclusion H C G : siz € H alors z = lim > ayx, et z € G.

N—o0 p=y
Or H C G et G est fermé, donc H C G puis, comme F C H alors G = F C H donc
H = G par conséquent, grace au préliminaire, P, se prolonge en une application linéaire
continue P, définie sur G.

Soit x € G alors 3(u,) € F telle que u, — z et ]Bn(up) = P,(up,) = u, pour n assez grand
d’ou

| Pal) = all < | Pal) = Pulup)[| + [lup — 2

< 1 Ballllup = 2l + [lup — ]
< (K4 Dlup — |
On choisit alors p > py pour que |ju, — x| < Ki— N et n > ng pour que P, (u,) = u, d’ou
|1 B, () — || < € soit lim P,(z) = x.
~ N - ~ ~
° SOit unN = Pl(a:) + Z(Pn+1(x) — Pn(a:)) = PN_H(.T). On a: h]{fnuN = X.
n=1

~ +oo ~
Ainsi, par définition de la somme de la série, Py(z) + > (Pyi1(z) — Pu(z)) =
n=1

« Montrons que P 1(z) — Pp(%) = api1Zns1 :

~ p ~
Soit p > n + 1 alors P,(z) = > ax(p)zi (en effet P, est une application de G dans
k=1
Vect(xy,...,xp,)). On écrit alors

Bupa (B () = Po(Bp(2)) = Poi (Py(x)) = Ba(Bp(2)) = ans1 (p)nta
= (Pus1 — Po)(By(@)):

Or P,(z) — & et Py, — P, est continue donc (P, y — By)(Py(2)) — Prat(z) — Po(x) et
An+1(P)Tns1 a une limite qui s’écrit @y 12n41 (Tn1 7# 0) d'ott Py () — Po(2) = api1Zng1-

~ N “+o0
«On a donc uy = Py(z) + > any1Tni1, SOIt £ = Y apz, € H.
n=1 n=1
=ai1x1

Ceci établit en définitive que : G C H, soit, finalement : .

« Conclusion : I'adhérence de Vect(z,) est 'ensemble des séries convergentes de la forme
+o0

anTy et, | toute suite vérifiant (x) est une suite basique |
1

n—=
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TROISIEME PARTIE

N+1
ﬂUCﬂ&mCﬂVCﬂU

et ceci pour tout n donc
+00 ~+00 +o00
N U.c(\Vac()Un
n=1 n=1 n=1

ce qui donne I'égalité. Attention ! Ici il n’est pas question de limite d’ensemble mais
cette double inclusion s’obtient en considérant les éléments :

+o0 +oo
Size ﬂ U, alors, Vn e N,z € U,, donc Vn e N,z € V,, et x € ﬂ V.

n=1 n=1

Siz e ﬂV alors, Vn e Nyx € V,,, donc Vn e N*. x € U,y et x € nU"“ nU

n=1

. On suppose ici que E est une réunion dénombrable de fermés d’mterleur V1de (F ).

Soit (V) une suite d’ouverts non-vides. Posons U,1 = V,,\ F,, ce qui est loisible,
car V,\ F,, est lui aussi un ouvert, non vide (sinon F,, ne serait pas d’intérieur vide).
Alors, montrons par 'absurde que U = (). En effet, si x € U, pour tout n, z € V,,\ F,,
d’ou, pour tout n, x ¢ F,, ce qui est absurde.

. On suppose ici que E est un espace de Banach.

Soit (U,) une suite d’ouverts non-vides. Définissons alors par récurrence une suite
(V,,) d’ouverts non-vides, et une suite décroissante B(z,, ) telle que B(x,,,r,) C Vi,
lim,r,=0et U,y CV, CU,

en=1:V; =UyU B(x1,71/2), ou on a choisi B(x1,r1) C Uy, ce qui est possible.
eyl : Il existe B(zny1,7nt1) C B(2n, 7 /2) NU,. 1l est toujours possible de choisir
Tni1 < 7n/2. Posons alors V,,11 = U, N (B(Zpt1,Tnt1) UUnt1), qui est non vide, et
qui vérifie les conditions voulues, car B(Zp41,7nt1) C Uy.

On a, par récurrence immédiate, r, < 27"ry donc lim,, r, = 0. L’intersection des V,,
est non-vide : en effet, pour tout n, B(x,,r,/2) C V,, et, d’apres le théoréme rappelé
dans 1'énoncé, I'intersection des B(x,,7,/2) est non-vide. En résumé :

+o0 +o0o +o0o
(Y Un= (Va2 () Blan ra/2)
n=1 n=1 n=1

20
e Si F est un Banach alors Paul a une stratégie gagnante.
+o00o
e Si K= U F,, alors Pierre a une stratégie gagnante.
n=1
+oo
Conclusion : F Banach et £ = U F,, sont incompatibles.
n=1

(C’est le théoreme de BAIRE).

. On peut remarquer, ce qui servira pour toute la suite, que :

nT(B(0,1)) = T(nB(0,1))
+00 +oo
On a U nB(0,1) = E, et donc, par surjectivité de T, U T(nB(0,1)) = F.

n=1 n=1
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Ainsi, en prenant 1'adhérence, et en posant X,, = nT'(B(0,1)) :

+o00o
Ux.=F
n=1
b. Vu le 1.d. on sait que I’ ne peut étre réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide

donc In € N* tel que X, # () et comme X,, = nX;, X; est aussi d’intérieur non vide
et par conséquent il existe ¢ > 0 et y € F' tels que B(yo,2c) C T'(B(0,1)).

c. Evident avec un dessin.
T(B(0,1)) est un ensemble convexe symétrique par rapport a 0 donc il contient la
boule B(—yo, 2¢) et tous les segments de droite reliant un point de la boule B(yq, 2¢)
a un point de la boule B(—yjo, 2¢).

1 _

Soit y € F tel que |y|| < 2c alors y = 5[(y0 +vy)+ (—yo +y)|] € T(B(0,1)) ce qui
signifie que B(0,2¢) C T(B(0,1)).

d. Comme B(0,c¢) C T(B(0,1/2)) alors il existe z; € B(0,1/2) tel que ||y — T'(z1)]| <
(T'(B(0,1/2)) est dense dans T'(B(0,1/2))).
On procede alors par récurrence, supposons construits zq, ..., z,.
Vu que B(0, &) C T(B(0, 5) alors, comme ci-dessus, il existe z,11 € B(0, 57)

c

tel que ||y = T(z1+ -+ 2,) = T'(2np1)|| < sy

e. La suite x,, = 21+ - - + 2, est la somme partielle d’une série absolument convergente
donc elle converge dans E vers un élément que 1’on note x. Grace a I'inégalité prouvée
en d., on sait que y = T(z) donc x = T~ (y).

f. On a ||z, < Z |zz|l < 1 donc ||z|| < 1. Ceci se traduit encore par T~(B(0,¢c)) C

[\ e

toujours grace a la densité.

B(0,1) i.e. T est continue.
On a donc démontré le théoréme suivant :

Toute application linéaire continue et bijective d’un espace de Banach
dans un autre est inversible, d’inverse linéaire et continu.

QUATRIEME PARTIE

IV.1. Montrons que A est un espace de Banach.
(A, ||-]la) est un e.v.n.

N
Z Any,

& VN e N¥, Zanazn—o
-1
< (par recurrence sur N) VN € N*, ay = 0.

e || A(an)|| = |Al-||(an)]|a (propriété des bornes superleures)
o [[(an) + (bn)lla < [[(an)]la + [[(bn)]| 4 (de méme)

Soit (a\”’) une suite de Cauchy de A

e |(an)]]a =0« VN € N¥,

N
Ve >0, AM, Vp,q > M, YN € N*, Z(aﬁf) —aP)z,|| <e (1)

n=1
d’on, grace a l'inégalité trlangulalre |aN - aN | |zn|| < 2¢ et comme ||x,|| # 0, on en

déduit que YN € N*, (a ))peN est de Cauchy. Soit ay sa limite, par passage a la limite
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dans (1) quand ¢ — 400, on a

N

S (an — aP)a,

n=1

Ve >0, M, Vp,q > M, VN € N*, <e

ie. [[(an) — (a?)]|4 < & done lim (a?) = (a,).
p
On vérifie aussi que (a,) € A c.q.f.d.

IV.2. a. ® est une application linéaire. Par définition d’une suite basique, tout élément de G

+0o0
s’écrit de maniere unique Y a,z,. Donc ® est bijective. De plus,
n=1
—+o00 N
D anza| = lim | anaa|| < [[(an)]la
N ——+o0
n=1 n=1
e ||[®((an))] < |[(an)]|a, donc @ est continue.
+o0
b. Vu le III on sait que ®~! est continue i.e. si z = Y a,z, alors
n=1

[o7 (2)]| < K|l]

soit encore

p +o0
sup E AnTn|l < K E AnTny
n=1 n=1

p=>1

p +o00
Vp € N, Zanxn <K Zanxn
n=1 n=1

q
Comme K est indépendant de x, on peut prendre x = > a,x, pour g > p et obtenir
n=1
ainsi la condition (x).

CINQUIEME PARTIE

-1

l —
V.1. a. Soit [ € [p,q] tel que |a;] = max |ag| alors qjx; = > arpxr — >, agxy (pour I > p+1)
p<kSq k=p k=p
d’ou :
1 I-1
Jadl-Naall < || ana|| + || D awa,
k=p k=p
q
|al| < 2K Zakxk
k=l
car ||z;|| = 1 et ot on a appliqué la propriété (x) en prenant ay = 0 pour k < p.

q
Si | = p alors on obtient directement |a;| < K ||> arxy
k=1

ce qui regle aussi ce cas.
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b. Comme E est un banach, on peut utiliser le critere de Cauchy :

(yr — 1)

E AT

< |ak|ZHyk—:ckH+

1
Sk

(2)

+oo
en utilisant le résultat de la question précédente. Comme la série > apxy converge,
k=1
+oo
elle vérifie le critere de Cauchy, il en est donc de méme de la série Y axys.
k=1
+00 +oo
Conclusion : la convergence de > apxy entraine celle de Y agy.
k=1 k=1

1 1
Réciproque : on pose Z |zn — ynl| = I < Ik (hypothese de 1’énoncé). On

remarque alors que L > K On reprend alors I'inégalité (2) en échangeant les roles
de xz ety :

yk

Z kY

\p<k<q|ak| Z o = el +

<%
K
f Z AT Z Yk
k=p
d’ou, puisque L — K > 0 :
q q
Zakﬂfk S Zakyk (3)
k=p k=p

ce qui permet de conclure comme dans le premier cas.

+oo
Conclusion : pour toute suite réelle (ay), la série > apx) converge dans E si et
k=1
+oo
seulement si la série Y axy, converge dans E.

k=1
c. On reprend ensuite la démonstration du b. La premiere partie de cette preuve nous
donne (en remplagant p par 1 et ¢ par p dans I'inégalité (2)) :
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Puis, en utilisant 'inégalité (3) avec p = 1

q L q
Z k|| < T Z aKyk (4)
k=1 k=1

d’ou finalement

p q
2K L
E < E
. aryYk I K - arYk

et en conclusion la suite (y;) vérifie la condition (k).

+oo
. T est une application linéaire. De plus, on a vu au b. que || > agyx|| <
k=1
(par passage a la limite dans (2) avec p = 1) donc T est continue.
+00 oo
Montrons que Iécriture > apyx est unique ie. si Y aryr = 0 alors (a;) = 0. On
k=1 k=1
utilise pour cela 'inégalité (4) et, en passant a la limite quand ¢ tend vers +oo on
obtient
+oo
Z 075 % (5)
k=1
+o00

donc > agxy = 0 soit (ag) = 0 car la suite () est basique. La suite (yx) est donc
k=1
elle aussi basique et on peut définir

—+o00 —+o00

1
E aryer | = E AT
k=1 k=1

Grace a I'inégalité (5) on peut affirmer directement que 77! est continue.

+o0
. u=1d =T est linéaire. De plus, u(z) = > ag(xr —yr) d’ou
k=1
+oo
lu(z)] < max |ax Dl = wll < = —HIH
~— k=1
<2KH E aRTp <ﬁ

K
donc ||u|| existe et ||ul| < 7 < 1.

+o0
. On a immédiatement ||u*(z)| < [Jul|*.||z|]. La série Y u*(x) converge absolument
k=0

donc converge vu que E est un banach. On note S sa limite, qui est linéaire .En

outre ||S(z)|| < || |

Soit S,, = Zu Ona: S,0T =5,0(1—u)=1Id—u"""! De plus, puisque ||ul| < 1,

i JJz|| donc S est une application continue.

lim, ||u™|| = 0 Donc la limite de (u,) existe et est nulle. En raisonnant de méme
pour T o0 S, on obtient en définitive : SoT =Idg et T o S = Idg.

. Y C F par définition. De plus, si z € F alors x = T(S(x)) = x € Y, ce qui établit

I’autre inclusion et permet de conclure : .



