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Premiere partie : convergence au sens de Césaro

1. Soit (ay,), une suite convergente , notons par [ sa limite.
Soite >0
Il existe N € Ntel que ¥n > N ,ona |a, — | <
Par l'inégalité triangulaire

[J0)

U4+...+ —1 U+...+lan—1 —|+...+ —1
|771111—Nl|:%+1|(ao—l)+...+(a — )| < lootibetlancl] |y lowsiolldedlonsl] o Jooclibtlanol]
n — g
n+1 2

|4 1
Quand n — +oco, lao—tlt--.+lan 1| Hn;lr‘aN |

existe alors N’ € N tel que Vn > N',
Donc Vn > N” = max(N,N'),

mn — Il < 5+ 205 <5+ 5=¢
La suite (m,, ), est convergente de limite /, d’ott (a,, ), est C-convergente.

Un exemple : La suite ((—1)"),, n’est pas convergente, ma,, = 0 et map+1 = —

convergente de limite nulle, la suite (a,),, est alors C-convergente.

— 0 (Jap — | + ... + |an — | est constant par rapport a n), il

lao—1|+...+|an = e
n+1 S 2

n%rl ,alors (my,), est
2. Soit (ay ), une suite C-convergente,
n+1

N . a
m, —mp_y dout lim — =0

ona(n+ 1)m, —nm,_1 = a,,donc % =
n n—+oco N

n
3. Soient a €]0,1[ et a,, = (—1)"n®, pour n € N on pose v,, = azp—1 + a2, €t S,, = Z aj, = Z ay,

OnaSgn Zak—ka

D’une part vn = agn,1 + azn, = (2n)* — (2n — 1) et d’apres le Théoreme des Accroissements finis,
il existe ¢, €]2n — 1,2n[ tel que (2n)* — (2n — 1)* = act !, onal — 5~ < & < 1doncc, ~ 2n
aussi 2! ~ 2071 d’ou l'équivalence v, ~ 2% tn®~!

>oneT 1 est une serle a termes positifs divergente (0 < 1 — o < 1) donc

a2%~ IZka ! szk—S2n

n 1
k 1
D’autre part E kel == E (=)t —>/ totdt = a,donc Sop ~ 207 Ina
0

n
o
_ Son a— 1 n a—2
Man = 3,77 2 it ™~ 2 aa — 0
2n+1 a2n+1
Mant1 = 3, 5M2n + 3,55 =0

Donc la suite (ay,),, est C-convergente.

4. Lasérie Y c,z{y est C-convergente , donc la suite (S, (%)), est C-convergente , d’apres la question

Sn(z . .
2.) lim ( 0> = 0, donc la suite (¢, ), est C-convergente, encore d’apreés la question 2.) on a
n—+o0o ’I'L —+
Cn 2l . -
lim —% = 0, en particulier la suite (C”Z0 )n est bornée, et puisque les deux séries ) c,2" et

n—-+oo n
> 22" ont méme rayon de convergence , alors |z| < R
5. (a) Lerayon de convergence est égal a 1, soit z tel que |z| =1
eCasz=1:5,(1) :n+1etan(1) =145 ,doncl ¢ F
P 2(z"—
oCasz;é I:SH(Z) =TT — Z 1 etO’n( )— m— s
bornée alors z € Feto(z) = =~ . F =U\ {1}

puisque la suite (2" — 1), est

Filiére MP 1/7 Agalmoun Mohamed



MTHEMATIQUES B-(X) 2011/2012

(b) Le rayon de convergence est égal a 1, soit z tel que |z| =1

oSiz=1,3%m = 22k £ 4 5 2048 £ (), donc la série 3" ¢, n’est pas C-convergenteet 1 ¢ I

oSlz-l,%jfz—ﬂ(%—F%)—f%—f#O donc —1¢ F )
©Si 7& 11, Szn(z) — ,2n (a-‘,—zﬁz—to;z)z . a+(a+,@)z et 59, +1( ) »2n (a-&-(:;&;ﬁl)z)z N a+§2aj-16)z
a+(a z | 22"t2_ 1 (« az)z z2"_ a+(a . o+ (O[ + 5)2’

Oan(z) = — 2Bz 2 o1 (tfjl)z) 42t +(< 2t/13)>2> sdone lim_0u,(2) = — 0

. ) Sont1 1 o, _
, et puisque nglfoo mio 0 et oant1(2) = 525 109,(2) + 32255 alors ngrfoo Oont1(2) =
_w ,d’otr ng{{loo on(2) = _Oz+z(2a7_+15) ,ainsi ' = U\ {—1,1} etpout tout z € F'
O'(Z) _ _oz+(;1+1,3)z

(€ Dz =3 2" +ad e™z", le rayon de convergence de chacune des deux séries Y 2" et
> e estégalal,donc R > 1.D'autre partsi|z| > 1, alors |¢,2"| = |2]"(|]1+ae™*|) ne tend

pas vers 0, eneffetsi lim |[c¢,2"|=0alors lim 1+ ae™ =0etdonc lim ae™ = —1on
n——+o0 n—-+oo n—+00
obtient « = 1 mais « €]0, 1[ absurd, donc R =1
Soit z tel que |z| = 1,et on suppose que A # 0 mod 27 (pour le cas A = 0 mod 27 voir le
premier exemple)
eSiz=1, lim =1,doncl¢F
n—+oo N + 1
eSiz=¢e", lim =a#0,donce? ¢ F
n—+oo n + 1 R
oSiz # letz # e, on(z) = ﬁ + e T n+;1 a Zz)2 + e n)+1 = (1%2”)2 donc
lim_ o, (z) = — «
noee TP T T T T e

Donc F =U\ {l,e*}etVz € F,0(2) = T + —%

z

Deuxiéme partie :Un théoréeme de Kronecker

6. (a) Soit A € R
eCasA=0:45 [ eMdt=1—1
e Cas A #0: |5t [T eMdt| = |53 (e — e7™A7)| < \/\wl -0
Par linéarité de l'integral , la limite existe pour tout f € £
Pour f € £ et z au voisinage de +oo, par I'inégalité triangulaire on a
imffx f(t)dt| < %ffz |fe)|dt < 5= fy || f|lodt = |||l en passant a la limite,on obtient
M(f) < ||fl|oo ,donc la forme linéaire est continue sur &.

(b) II s’agit de démontrer que cette famille est libre (elle génératrice),Soient Ay,..., A\, € R, et
aq, ..., ap € Rtels que Z a;ey, = 0,soit j € {1,...,n} en multipliant par e_, eten appliquant
k=1
M , on obtient Z a;M(ex,—x,;) = a;jM(eg) = 0 donc oj = 0
k=0

Soit f € £ ils existent Aq,..., A, € R, et aj,...,a, € Rtels que f = Zaieki,donc M(f) =

k=1
E oa; M ), alors :

M ( f) = 0siles \; sont tous nuls, c’est le cas ot la coordonnée de f suivant ey est nulle
M(f) =a; Si\j = 0etonaaussia; est la coordonnée de f suivant e

(c) C’est une conséquence du fait que exey = eyt € € et que £ est un sous espace vectoriel.
Sigesta Valeurs positives, pour = au voisinage de +co ona:

|52 Joo F@g@)at] < 55 [Z, [FB)lg@)dt < 52 [7 ([ fllocg @)t < ||fllooz; [Z, 9(t)dt , en pas-
santa la 11m1te on obtient M (fg) < ||fllccM(g)
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7. (a) Ona:

-1+30 e 0 +3 st

donc Kn(t _1+Z

cos ((N+1-j)t) Changementd’indicej+ N+1—j

(b) Soitt € R\ 277Z

N

N N
N . w N w
§ :61(2 k)t ot tE e zkt:612t§ :(6 zt)k;
k=0

k=0 k=0

w2

) N41
v, 1— e—z(N+1)t N _ e i o
2 2

€

lL—e —2ie"5 sin L

_sin(S5= Ntly)
- sin%

N N
par le changement d’indice k <~ N — kona Z elF Rt — Z k=3t dong,
k=0 k=0

sin(&H¢)

T
Sin 3

N N
)2 _ Zez %—k)t)(z ei(j—%)t)
=0 7=0
N
= Z etd—k)t
0<k,j<N
N N N
= Z ctd—k)t + Z eti—k)t 4 Z eti—k)t
0<k<j<N 0<k>j<N 0<k=j<N
N N
- Z =kt + Z etk=i)t L N+1
0<k<j<N 0<k<j<N
N
E Z (ei(j_k)t + ei(k_j)t) + N +1
0<k<j<N
N
> 2cos((j —k)t)+ N +1
0<k<j<N
N j-—1

ZZZQCOS J—kt)+N+1

7j=1k=0
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I
M=
MQ

2cos(kt) + N +1 changement d’indice k <+ j — k

Il
-

k

Il
-

J

On pose ar = 2cos(kt) on a

222(:05 kt)

<

Z ar = ay+(a1+az)+..4+(a1+...+an) = Nay+(N—1)ag+...+ay =
k=1

QMZ

Jj=1k=1 =
N N N
> (N+1-ka Z]aNH,j = 2jcos((N+1—j)t)
k=1 j=1 j=1
I +1t
doncﬁ(%) = Kn(t)
N ) N
14l il 7y
8. (a) ona Kn(A\px + ) = | N(l TNt l)ej(Apx + o) Z TN+ 1 )elior eire® donc
j:— =_
+1 N .
gN(-T) — h KN T+ Z _ |*71 e¢J1Ot1 1]1>\1$ Z |jn+1| )eijn+1a,,+1eijn+1)\n+1w)
i v) N1 N +1
p=1 1=—N In+1=
n+1

Ikl g i
Z H N+1 ewkakewk kw)

—N<j1,rfint1 <N k=1
n+1 | |
Z (H(l _ Nﬂil)) (R dea) ISR drAk)e
—N<j1,dnr1<N k=1
n+1

el \\ (S e
Z (H(l N+1))e ke k)e(Z”“jmk)( z)

—N<j1,emjni1 <N k=1

M (gn) est la coordonnée de gy suivant eq et on a, ZZ;L Je Ak = 0 si, et seulement si, tous les
Ji sont nuls (ceci est grace a la Q-liberté de la famille (Ay, ..., A,41)) , donc le coefficient de e

est ([T11(1 — 425L))ei(Zii dven) — 1 (tous les jj, sont nuls),d’ott M (gy) = 1

= N+I
n+1
(b) Pour z € Rona: f(z)gn(x) = rogn(x) + Z ajex, ( (x) , donc par linéarité de M on a
n+1
M(fgn) =10+ Z ajM(ex;gn) , il reste a calculer M(ex; gn)
j=1

ex,gn est combinaison linéaire des fonctions ey avec A de la forme A = \; + k1A + ... +
knt1Any1 ki € {—N,...,N}, et A = 0si, et seulement si, k; = —1 et k; = 0 pour ¢ # j donc le

coefficient de eq est ([Tp21 (1 — ]lejrll))ei(Z?Ll rek) = (1 — ghg)e™™ = Age™™ , on obtient
alors ) )
n+ n+
N —i0; N
M(ng):T0+;N+1aje ! :T0+m;Tj
n+1 _ n+1 n+1
(c) Pourtoutz € Rona |f(x)| < |ro| + Z la;e?i®| = er ,donc || f]]eo < Z laj]
j=1 5=0 3=0

gn estun élément de £ avaleurs positives, d’aprés la question 6.cona M (fgn) < || f|lcc M (gn)

donc o + N+1 Z"H r; < ||flls , en passant a la limite quand NV tend vers +oo on obtient
n+1

> < fll
j=0
9. Supposons qu'ils existent kq et jo tels que ko # jo et |ug, + uj,| <2—¢
m
|Zuj\ < urg + wjo | + | Z u;j| <2 —¢e+m—2=m — e contradiction.

Jj=1 1<j<m
Ujg FiF Uk
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ke + uj|? + Jun — w;|* = (uk + uy) (T + ;) + (up —u;) (@ — ;) = 4, donc
lug —uj)®> =4 — Jup +uj|? <4—(2—¢)? =4e — e < 4e,donc Ju, — uj| < 2/
n+1
10. (a) sup|f(@)| =||fllec = Z r; = n+2, d’apres la caractérisation de la borne supérieure , Vm € N
Tz€R -
7=0
, il existe x,,, € R tel que n + 2 — ﬁ <|f(zm)| <n+2etonaalors lim |f(zm)=n+2

m——+oo
(b) Soite > 0.
Il existe my € N tel que Vm > myg , |f(zm)] > n+2 — % , comme f(x,,) est somme de
n + 2 complexes de module 1 (remarquant que le premier terme est égal a 1) , alors d’apres la

question 9. Vm > mq , pour tout j € {1,...,n}, [e!¥ieihi®m — 1] < 24/2 = cet [T — 1| <

2 % =¢,doncpour tout j € {1,..,n}, lim e =1let lim e?™m =1,d’oule
m——+00 m——+o00

résultat.

(c) La suite (ym)m étant bornée , il suffit de montrer que 0 est la seule valeur d’adhérence de
(Ym)m-
soit [ une valeur d’adhérence de la suite (y,, ) , il existe ¢ : N — N strictement croissante

telquel = lim yymy,ona lim 2™ = lim 2™ Nmtum) fim  2mn = 27 donc
m——+o0 m——+o0 m——+oo m——+oo

e?™l = 1, et puisque la suite (y,,)n, est a valeurs dans [—3, 2[alors [ € [—1, 1], donc 2ixl €
[-m,m]doul =0
A Nom

Pour toutj € {1,..,n}ona lim ¢ = lim  ePiTmehivm — o=i0y
m——+o0 m——+o00

11. (a) Supposons l'existence d'un intervalle fermé borné I et a € I tel que |f(a)| = n + 2.
fixonsune > 0,ona |f(a)] > n+2—¢, et comme f(a) est somme de n + 2 complexes de
module 1, par la question 9. Vj € {1,...,n} | — e — 1| < 2\/c et [e??™@ — 1| < 2./¢ et ceci
pour toute > 0,doncVj € {1,...,n}, e+ 1=0ete?™ —1=0
D’une part ¢ = 1 donne a € Z.

D’autre part Vj € {1,...,n} %% = —1, donc pour tout j € {1,...,n} il existe p; € Z tel que
a)j = (2p; + 1) puisque la famille ()\;, ) est Q-libre et a,p; € Z alors 2p; + 1 = a = 0 donc
|f(a)| = |f(0)] =n — 2 contradiction.

(b) Soit (,)m comme a la question 10.a.
D’abord montrons que cette suite n’est pas bornée. Par I’absurd supposons que elle est bornée
, d’apres le théoreme de bolzano-Weierstrass, (z.,)m, possede une suite extraite convergente,
soit ¢ : N — N strictement croissante tel que la suite (2 4(,))» converge de limite I, puisque f
est continue en [ alors |f ()| = ml_i}]gf:()O | f(2¢(m)| = n + 2, considérons l'intervalle fermé borné

I=[-1,0l41]onaleIet|f(l)]=n+ 2 contradiction (avec 11.a.)

Maintenant la suite (z,,) n’est pas bornée, donc au moins n’est pas majorée ou n’est pas

minorée.

Traitons le cas ot1 la suite n’est pas majorée

11 existe mop € N tel que 0 < y,,, et posons ¥(0) = my, supposons qu’on a construis 1(0) <

.. <1P(m)avec 0 <Vk <m, k < a2y, lasuite (1) >y (m)+1 N'est pas bornée donc il existe

ko > (m) tel que m + 1 <z, on pose )(m + 1) = kg ona ¥(0) < ... < p(m) < Pp(m+1) et

0 <Vk <m+1,k < xyx), ona construis alors une suite extraite (2y(m))n de la suite (2., )m

tel que Vm , m < () donc ngrfoo Tym) = 100, et on a de plus , pour tout j € {1,...,n}
lim e%wim) = 1,

n—-+o0o

Posons N/, = [zy(m) + 3] (la partie entiere de ...) et yn, = Ty(m) — N}, de sorte que @y () =

N/, +Ymety, € [-1,1[, par 10.cona Jm =0, puis  lim N!, = +4o0,etVj € {1,..,n}

n—-+oo

, lim e Nm = lim M EFvemym) = 1

m——+o0o m——+0oo

y . / . y . /

lim e?XNm = lim (ePVm)? =1
n—-4o0o n—-4oo
Dans le cas oi la suite n’est pas minorée on construis (de méme fagon ) la suite (V,,),, de
limite —oco

12. Démonstration du théoréme :

Filiére MP 5/7 Agalmoun Mohamed



MTHEMATIQUES B-(X) 2011/2012

n
On pose g(z) =1+ Z e T 1 ¢ on d’apres les questions précédentes sup |g(z)| = n + 2
=1 z€R
, on va distinguer deux cas , selon que le sup est atteint ou non.
o Premier cas : S'il existe a € R tel que |g(a)| =n + 2
n

Dans ce cason a |1 + Z e 1ieihia | ei2ma) — 1 2 donc e =1letl <Vj<n,e et =1
j=1

,parsuitea € Zetl < Vj < n, o5 = Aja qu 27, soit (Np,)m une suite d’entiers naturels tel

que lim N, = +ooetl <Vj<n lim eNilNm — 1, on pose N, = N,,, + a qui est le terme

m——+oo m——+oo
, . . . . . %,
d’une suite d’entiers naturels a partir d’un certain rang et tend vers + de sorte que pout tout
je{l,..,n} lim eMNm = lim ePilVmeitio = cio
m——+00 m——+00

eSiVz eR |g(z)] <n+2
Dans ce cas ells existe une suite de nombres réels (), non bornée tel que liIJrrl lg(z)|=n+2,
n—-+0o0o

de laquelle on peut extraire une suite qui tend vers +oo , pour simplifier on peut supposer que la
suite (Z, )nm, tend vers too.

Si (Zm)m tend vers +oo, on prend N, = [T, + 5] — Ym €tona gy, € [—3, [ (comme a la question
10.c), la suite (N,,,)., tend vers +oo , donc a partir d’un certain rang elle est a valeurs dans N et
pour tout j € {1,...,n}, eriNm = ¢loi,

Si (T )m tend vers —oo,on pose N,,, = [z, + %] — Ym donc (N,,)m, tend vers —oo ,on va construire
par récurrence une application ¢ : N — N strictement croissante tel la suite (2N,, — Ny (m))m soit
strictement croissante.

On prend ¢(0) = 0, il existe un entier que I'on note (1) tel que Ny 1) < 2N1—2Ny—3 < 2N1—2N,
de sorte que 2Ny — Nyg) < 2N1 — Ny 1)

On suppose qu'ils existent 1(0) < ... < ¥(m) tels que 2Ny — Ny () < ... < Ny — Ny(m), il existe un
entier noté ¢ (m + 1) tel que ¢(m) < (m+1) et Ny(mi1) < 2Nmi1 — (2N — Ny(my) — 5 de sorte
que 2Nm — Nw(m) < 2Nm+1 — Nw(erl)

onpose N/, = 2N — Ny, la suite (N}, ),, est une suite d’entiers relatifs , strictement croissante
, donc tend vers 400, en particulier elle est & termes dans N a partir d'un certain rang. Et on a

1 S Vj S n/ lim eiAjN;"’ — lim eiQA_iNmrefiAij(m) — eiZajefiozj — ei&j
m—+00 m——+oo

Remarque(utile pour la suite) : dans le théoréme de Kronecker on peut supposer de plus que la
suite (V,,)nm est strictement croissante, pour qu’elle soit une suite extraite de la suite (m),,,”De
toute suite de limite +oco on peut extraire une suite strictement croissante”

Troisieme partie :valeurs d’adhérence aux points de C-convergence

13. (a) e Cas T € Q, ils existent (p, q) € Z x Nx tels que 7 =  de sorte que z = Em, on a S () —

o(e) = e;i%ll) = €< on pose v, = €* et remarquons que la suite (v,), est 2g-
périodique , donc elle est a valeurs dans le compact {v; ,0 < k < 2g — 1}, en particulier
I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (v,,),, est inclus dans {v;, ,0 < k < 2¢ — 1}.

Réciproquement pour 0 < k <2¢—1,onawv; = lirf Uk+2qn , donc 'ensemble des valeurs
n—-4+0oo

d’adhérence de la suite (v, ),, est {vs, ,0 < k < 2¢—1},d’ott L(e™®) = {o (&™) +¢€'® ef;zfl , 0<
k<2g—1}
e Cas £ ¢ Q, dans ce cas la famille (z,7) est Q-libre , d’aprés le théoréme de Kronecker
’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (¢™"*),, est U = {e?’, § € R} , donc L(e™*) =
{o(e) + % €71, 0 € R} = C(0(e™), )

(b) D’abord remarquons que si (uy ), est une suite alors :
L’ensemble des valeurs d’adhérence de (u,), = 1’ensemble des valeurs d’adhérence de la
suite (uz2, ), Ul’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u2y,41)n
On a Sy,(e%) = o(e®) — eivatbrac? cin(22) a famille (22, 7) est Q-libre , donc d’apres
le théoréme de Kronecker , I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (e(*)),, est
{e?, 6 € R} ,par suite 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (S, (€®),, est
{O'(e”) _ ¢l at+B+ae™ ei(f’ 9 e R} — C’(o—(e”), |0<+B+oce“” ) =0

1—ei2% 1—ei2%

Soni1(ef®) = o(e®) — i@ %ei"@“),la famille (2z, 7r) est Q-libre ,donc d’apres le théo-
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réme de Kronecker , I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (¢™*(2%)),, est {e?, 6 € R}
,par suite 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (S2,,+1 (")), est

{o(eir) — e ot Bra)e” o g ¢ R} — C(o(ei), |2 ) — ¢y, ainsi L(e) = Cy U Cy

1—et2@ 1—ei2x
(¢) Ona S,(e") = o(e™) — (e e ae’(’\”)%) Ja famille (z, A, ) est Q-libre donc la
famille (x,x 4+ A, ) est au551 Q- hbre ,alors par le théoreme de Kronecker
L(e) = {o(e') — (et A ae’(’\”)W)/ 0,0 € R} etles changement des para-

1—e'®

60

metres §  0+x et + O+x+X, onobtient L(e") = {o(e™)— (15w +a1= €1<A+x>)/ 0,0 € R}
79 6
Posons — = e et’”| et —5m = 155

on a alors

L(e) = {o(e'*)— (li(eji‘) +ag (El(tii)l )/ 0,0 € R}, deméme parles changement des para-

metres 0 < 0+0; et < 0'+0,, on obtient L(e'®) = {a(e”)—(ufenl +a|17:,.,(x+$)| )/ 6,60 €
R} |
Soit¢ € C,ona( € L(e") si, et seulement si, ils existent 6, §’ € R tels que (e “”)fé = Helizwﬁr

i0’ . .. . - e’
gy S et seulement s, ils existent 0, 6" € R tels que [o(e'”) — (| = |2 ew\ +a = pex) |

(en effet ,pour la réciproque ,les deux complexes ont méme module donc ils sont égaux mo-
dulo un complexe de module 1 et quitte a changer les parameétres on obtient... ), maintenant
ona o' —0) io

{|U(e”) - C‘ /C € E(‘fzx)} = {‘ |1,1eiz| +O[|18_ei(/\+z)|‘ /9’9/ € R} = {l \1,16ix| +a|1_ec;(/\+z)|| /9 €
R}

Il reste a démontrer que pour a > 0 suffisamment petit , il existent 7y et 3 tels 0 < 71 < rp et
{lo(e™) = (I /¢ € L(e)} = [r1,72] ;

On considere la fonction de g : R — R définie par § € R, g(d) = |‘1 o T O 61(A+z>\|

. : 1 1 1
la fonction g est continue et on a g(0) = |‘1_em| + a\1fei(k+w>\| = e t+ a‘liet(Hm et

1
[I—eiCiFa)]

‘1761})“”. on pose 71 = g(m) et r2 = g(0) , par les inégalités tri-

g(m) = |‘1 1eix| - all_eihﬂ)” , et pour o > 0 suffisamment petit on a |1716i$| >

donc g(7) = o] —
angulaires on a V0 € R, g(m) < ¢(0) < ¢(0), par la continuité de g , g(R) = [r1,72] d’ot
{lo(e®™) —¢| /¢ € L(e")} = g(R) = [r1, 2] et remarquons que 0 < 71 < 79

Fin
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