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ENONCE

Notations

— Dans tout le probléme, K désigne R ou C.

— On note K[X] le K-espace vectoriel des polyndmes a coefficients dans K.

— Pour tout d € N, K4[X] désigne le K-espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a d.
— On note U le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1.

Objectifs du probléme

Soit h une fonction de K dans K. On dit qu’une fonction f de K dans K est solution de 'équation (Ej) sur K si
VeeK, fla+1)—f@)=h(). (B
Le but du probléme est I’étude de I’équation (Ej).

La partie I de ce probléme étudie 'existence de solutions dans le cas ot h est polynomiale.

La partie IT introduit la définition et établit quelques propriétés des fonctions entiéres.

La partie III définit les polynomes de Bernoulli et explicite une solution polynomiale a 1'équation (F}), ainsi
qu’une application analytique de ces polynémes.

La partie IV étend la résolution de (E}p) au cas ou h est une fonction entiére.

I Etude de I'opérateur différence finie

On consideére I’application A définie par

AL KX o KX
1 P(X) —» PX+1)—-PX)
Montrer que A est un endomorphisme de K[X].
Soit P € K[X]. Déterminer le degré de A(P) en fonction de celui de P.
Montrer que, pour tout d € N*; A induit un endomorphisme sur K;[X].

On note Ay 'endomorphisme de Ky[X] induit par A.
Déterminer Ker(Ay4) et Im(A,) pour tout d € N*.

En déduire Ker(A) et Im(A). Appliquer les résultats obtenus a 'étude de I'équation (E},) dans le cas ou h est
une fonction polynomiale.

On suppose (pour cette question seulement) que h est la fonction z — x. Déterminer une solution de (E}) dans
K[ X], puis toutes les solutions polynomiales de 1’équation (Ep,).

Soit d € N*. Déterminer un polynéome annulateur de A4. L’endomorphisme Ay est-il diagonalisable ?

II Fonctions entiéres

On note w I'application de [0, 1] dans C définie, pour tout ¢ € [0, 1], par w(t) = et

IT.A - Généralités
On note & l'ensemble des fonctions f : C — C développables en séries entiéres de rayon de convergence infini.
Justifier que si (f,g) € £ et (A, u) € C?, alors A\f + ug € £ et fg € &.

Soit f € £ dont on note Z anz" le développement en série entiére.
Montrer que, pour tout k € Z :

ar sikeN.

[ stpemyta={ o Sk

1



Concours 2024 Centrale - MP - MPI - Mathématiques 2 Durée : 4 heures

Q1o0.
Q11.

Q12.

Q13.

Q14.

Q15.

Q16.

Q17.

Q18.

Q19.

I1.B - Une intégrale

Pour tout p € Z, on pose

1 1
B w(t)IH-
Ip= /0 w1 I

Vérifier que cette intégrale est bien définie pour tout p € Z.

Montrer qu'il existe une fonction 5 € £ et une constante C' €]0, 1] telles que, pour tout ¢ € U,
e —1=C(1+¢B) et [BQI<C

En déduire que pour tout ( € U et tout p € Z,

P = T .
il 3 Go DL SARRE (92

J=0

Montrer que Iy = 1 et que, pour tout p € N*, I,, = 0.

IIT Polynémes de Bernoulli

Pour tout n € N et tout z € C, on définit dans cette partie :

B ' 1 ezw(t) p
n = n. t.
(2) ”/ @@ — D)

IIT.A - Lien avec I’équation (E},)

Montrer que, pour tout n € N et tout z € C,
n Zk
B,(z) =n! Z Hlk_n.
k=0

En déduire que B,, est un polynéme unitaire de degré n.
Montrer que, pour tout n € N*, B! = nB,,_.
Montrer que, pour tout n € N* et tout z € C,

Bn(2+1) — B,(2) = nz""1

En déduire 'expression d’une fonction polynomiale vérifiant ’équation (Ej) sur C lorsque h est une fonction
polynomiale.
II1.B - Unicité

Montrer que (By,)nen est Punique suite de polyndomes vérifiant

By = 1.
Vn € N* B;L = nB,_;.

1
Vn € N*, /Bn(t) dt = 0.
0

Soit (Hp)nen la suite de polynomes définie par : Vn € N, H,(X) = (-1)"B,(1 — X).
Montrer que pour tout n € N, H,, = B,,.




Concours 2024 Centrale - MP - MPI - Mathématiques 2 Durée : 4 heures

Q20.
Q21.

Q22.

Q23.

Q24.
Q25.

Q26.
Q27.

Q28.

Q29.

ITI.C - Une application analytique

Soit v la fonction de R dans R telle que, pour tout x € R,

1 sinon.

X .
¢(x)={ e siz #0.

Soit de plus u la fonction de R? dans R telle que, pour tout (z,t) € R2,
u(w,t) = p(x)e™.
Montrer que u est de classe C> sur R2.

ou
Pour tout (z,t) € R?, calculer 5(,@, t) puis montrer que, pour tout n € N*,

0 0"u o"u oy
B W(xvt) = m@(x,t) +”W($,t)~
an
Pour tout n € N, soit A, la fonction de R dans R telle que, pour tout ¢t € R, A, (t) = 872(0’ t).

Montrer que, pour tout n € N, A,, = B,,.

IV Solution entiére de I’équation (F£})

IV.A - Une inégalité de controle
On se propose dans cette partie de montrer par I’absurde la propriété P :
Jde>0, VYneN, VzeC, (|z| =02n+ 1) = |ef—1] 20).
On suppose que P est fausse.
Montrer I'existence d’une suite d’entiers naturels (n,)yen et d’une suite de nombres complexes (z,)pen telles que :

e? — 1 et VYpeN, |[z|=(2n,+ ).

p——+o00

Pour tout p € N, on note a, = Re(z,) et b, =Im(z,).

Montrer que  a, p_;)_oc 0 et |zp| — |bpl p_>—4>_oo 0.

Pour tout p € N, on note
S +1 sib, > 0.
P71 -1 sib, <O.

En étudiant exp (2, — i€p|2p|), aboutir & une contradiction et conclure.

IV.B Une solution a (Ej)

Pour tout n € N, on définit maintenant

[ 01] —» C
Tn t o~ (2n+ 1)we?imt

Pour tout n € N et tout z € C, soit

| 1 ez’Yn(t) d
n =n. t.
=0 | iy

Montrer que, pour tout n € N, Q,, € £.

Montrer que
VneN*, VzeC, Qu(z+1)—Qun(z)=nz""".

Montrer qu'il existe deux constantes a,b € R telles que, pour tout n € N* et tout z € C,

|Qn(2)] < ae™.

En déduire Pexistence d’une solution dans € a 'équation (Ej) lorsque h € £.
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I Etude de I'opérateur différence finie

Soit (A, 1) € K? et (P,Q) € (K[X])2. On a

AAP+puQ)(X) = (AP +puQ)(X +1) — (AP + puQ)(X)
= MP(X +1)=P(X))+pQX +1) - Q(X))

On a |[¥(A p) € K2 ¥(P.Q) € (KIX])?,
Donc A est linéaire de K[X] dans K[X]

AA(P)(X) + pA(Q)(X).

AP + 1Q) = AMA(P) + pA(Q).

et ’ A est un endomorphisme de

)
K[X].|

Par la formule du bindme de Newton :

A(l) = 1-1=0.
deg(A(1)) = —o0.
Vn € N*, AX") = (X+1)"—-X"= <
Vn € N*, deg(A(X™) = n-—1.

k=0

5 (0e) -8

k=0

(

n
k

)x-

Soit P € K[X]. Si deg(P) < 0, alors P = ag est un polynome constant et A(P) = agA(1) = 0 donc deg(P) = —o0.

Si d = deg(P) > 1, notons P = Z an X", avec aq # 0. Par linéarité de A :

d

n=0

d d d
A(P) = A (Z anX"> =D e AX") =0+ ay
n=0 n=0 n=1

A(X™)
——
de degré n — 1

Les polynomes A(X™) sont de degrés échelonnés donc deg(A(P)) =d — 1 = deg(P) — 1. Finalement,

deg(P) —1

—00

deg(a(P) = {

si deg(P)
si deg(P)

> 1.
<0 (P est constant).

Soit d € N*. Montrons que K4[X] est stable par A.
Soit P € Ky[X].

Si deg(P) <0, alors A(P) =0 € K4[X].
Si deg(P) > 1, alors deg(A(P)) =deg(P)—1<d—-1<ddonc A(P) € Kq[X].

D’oﬁ’VP e Kq[X], A(P) € Ky[X] ‘ et ’Kd[X] est stable par A. ‘

Donc ’ A induit un endomorphisme Ay sur K4[X] ‘ en posant Ay :

Soit d € N*.

Déterminons le noyau de Ag.

Kg[X]

On a montré que VP € Ko[X], Ag(P) = A(P) =0. Donc Ko[X] C Ker(Ay).

Soit P € K4[X] tel que deg(P) > 1.

D’apres la question Q2., deg(Ay(P)) = deg(A(P)) = deg(P) — 1 > 0 donc Ay(P) # 0 et P ¢ Ker(Ay).

D’ou "v’d e N*, Ker(Ay) = Ko[X] = {polynémes constants de K[X]}. ‘

Déterminons I'image de A4. Kg[X] = Vect(1, X, ..., X?) donc
Im(Ay) = A(Kg[X]) = Vect(A(1), A(X),A(X?), ..., A(X?) = Vect(0,1,A(X?),...,A(X?) = Ky_1[X].

En effet, la famille (1, A(X?2),..., A(X?)) est une famille échelonnée en degrés, donc c’est une famille libre et
de cardinal d de K;_1[X] qui est de dimension d, donc c’est une base de K;_;[X].

Donc [Vd € N*,  Im(Ag) = Kg_1[X].]
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Q5. x e Déterminons le noyau de A.
On a VP € Ko[X], A(P) =0 donc Ko[X] C Ker(A).
Réciproquement, soit P € Ker(A) et d = deg(P). Alors P € Ky4[X] et Ag(P) = A(P) =0,dou P € Ker(Ay).
D’apres la question Q4., Ker(A,;) = Ko[X] donc P € Ko[X]. Ainsi Ker(A) C Ko[X].
D’ou ’ Ker(A) = Ko[X] = {polynémes constants de K[X]}. ‘

e Déterminons I'image de A. Soit P € K[X].
Si P est nul, alors P =0 = A(0) € Im(A).
Si P # 0, posons d = deg(P) + 1 > 1. Alors deg(P) =d — 1 donc P € Ky_1[X].
D’apres la question Q4., Ky_1[X] = Im(A,) donc P € Im(A,) C Im(A).
Ainsi K[X] C Im(A). L’inclusion réciproque est immédiate, donc ’ Im(A) = K[X]. ‘

Finalement | Ker(A) = Ko[X] et Im(A) = K[X].|

. . . . . - K
* On identifie dans la suite un polynéme P € K[X] et sa fonction polynomiale associée P : ’ : p

(x) -

Soit h € K[X] une fonction polynomiale.

¢ Existence de solutions polynomiales.
D’apres le début de la question Q5., h € K[X] = Im(A) donc 3f € K[X], tel que A(f) = h. Alors :

VreK, A(f)(z)=flz+1)—-f(z)=h(z)

f est solution de (E}) donc I’équation (Ej) admet au moins une solution polynomiale.

e Non unicité d’une solution polynomiale.
Soit g € K[X] une fonction polynomiale. Par linéarité de A :

Alg) = h=A(fp)

Ag - fp) =0

(g — fp) € Ker(A) = Ko[X]
g€ [+Ko[X].

g est solution de (Ep)

teee

Si h est une fonction polynomiale, alors il existe au moins une solution polynomiale f € K[X] a I’équation (Ep,). ‘

L’ensemble des solutions polynomiales de ’équation (E}) est f + Ko[X].

e Remarque : une solution (E}) n’est pas nécessairement polynomiale. Par exemple, si A = 0, on cherche
f: K — K telle que
VeeK, f(x+1)— f(zx)=0. (Ep)
Donc l'ensemble des solutions de (Ejy) est égal & ’ensemble des fonctions 1-périodiques de K dans K.
Or il existe des fonctions 1-périodiques et non polynomiales.

Q6. On suppose dans cette question que h : x — x est polynomiale.
D’aprés la question Q5., (E}) admet une infinité de solutions polynomiales.

e Cherchons une solution polynomiale f dans Ky[X]. On écrit f(X) = aX? + bX + ¢ avec (a,b,¢) € K2. On a

A(l) = 0.
AX) = X+1)-X=1
A(X?) = (X+1)2-X%?=2X+1.
Donc
A(aX? +bX +¢) = aA(X?) +bA(X) +cA(l) = a(2X +1) +b=2aX + (a + ).
D’ou
1
B 9 B 2¢ = 1. “a = 5
A(fy=h & A@X’+bX+0)=X <& {a—i—b _ 0 © , ‘1
5

1 1
Donc | f(X) = §X2 - §X est une solution de (Ej) dans K[X], pour h : z — z.

5
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e D’aprés la question Q5. :

1 1
L’ensemble des solutions polynomiales de 'équation (Ej) est f + Ko[X] = {2X2 - §X +c, c€ K}

Q7. Soit d € N*.

e Montrons que X% est un polynéme annulateur de Ay.
Méthode 1. Montrons par récurrence sur k > 0 que pour tout polynéme P non nul de degré k, A*+1(P) = 0.
Initialisation. Pour k = 0, si deg(P) = 0, alors A(P) = 0.
Hérédité. Supposons le résultat vrai au rang k et montrons-le au rang k + 1.
Soit P € K[X] de degré k + 1 > 1. D’aprés la question Q2., deg(A(P)) = deg(P) — 1 = k.
Par hypothése de récurrence, A**2(P) = A¥*1(A(P)) = 0, ce qui termine la récurrence.

Soit P € Ky4[X]. Si P =0, alors A(P) = 0 donc A%1(P) = 0.
Si P # 0, soit k = deg(P) < d. D’aprés ce qui précéde, AYTH(P) = A=k (AF+L(P)) = 0.

On a VP € K4[X], AT (P) = 0 donc ’ X9*1 est un polynéme annulateur de Ag. ‘
C’est méme le polyndéme minimal de Ay car

deg ((Ad)d(Xd)) =d—d=0# —oc donc (Ag)4(X?) #£ 0.

Le polynéme minimal divise X?*! mais n’est pas égal 4 X7 donc vaut |7, (X) = X+t

Méthode 2. On calcule le polynéme caractéristique de Ag.
Soit B = (1, X,...,X%) la base canonique de K4[X]. Par la formule du binéme de Newton :

Al) = 1-1=0.
j—1 j
VieN', AXI) = (X+1)7-X' = X'
jeN, AXY) = (X+1) > ()
Donc Matg(Ay4) est une matrice triangulaire supérieure stricte :

d

0 1 1 1
0
d

2

0 O 3 1

: J—1
Matg(Ag)=|0 0 0 3 : = (7)o .

. . (@,9)€[1,d+1]?

: 0 K
d

d—1
0 ... ... .. .. 0

En particulier, son polynéme caractéristique vaut | xa,(X) = X4+,

Par le théoréme de Cayley-Hamilton, ya,(X) = X9*! annule Ay, ce qu’on voulait montrer.

e On vient de montrer que X%*! est un polynéome annulateur de A4 donc (Ad)d+1 =0.

Donc A, est un endomorphisme nilpotent de K[ X].

Cet endomorphisme n’est pas nul car X € Ky[X] (puisque d > 1) et Ay(X) =1 #0.

Supposons par 'absurde A, diagonalisable. Puisque A, est nilpotent, on a Sp(A4) = {0}. Donc il existe une
base B de K4[X] dans laquelle la matrice de Ay est diagonale avec des 0 sur la diagonale, i.e. Matg(Ag4) = 0
donc Ay = 0, ce qui est absurde. Donc A, n’est pas diagonalisable.

L’endomorphisme A, n’est pas diagonalisable car ¢’est un endomorphisme nilpotent non nul de K4[X]. ‘
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IT Fonctions entiéres

Q8. Soit (f,g) € £2 et (A, ) € C2. f et g sont développables en série entiére sur C.
Notons (an)nen les coefficients et Ry = 400 le rayon de convergence du développement en série entiére de f.
Notons (by,)nen les coefficients et Ry = 400 le rayon de convergence du développement en série entiére de g.

VzeC, f(z Z anz et g(z Z b 2".

e Combinaison linéaire de deux fonctions développables en série entiére sur C.
D’aprés le cours, la série entiére Z()\an + pby,)z" est de rayon de convergence R > min(R;, Re) = +o00, donc
R = +00. De plus, pour tout z € C vérifiant |z| < min(R;, R2) = +00, ¢’est-a-dire pour tout z € C :

400

> (Aan + pby)z (Z anz ) +u (Zb z > = A (2) + pg(2) = (Af + pg)(2)-

n=0

Ainsi Af 4 pg est développable en série entiére, avec des coefficients (Aay, + pby, )nen et de rayon de convergence
infini, d’ou | (Af + ng) € &.

e Produit de deux fonctions développables en série entiére sur C.
Soit (¢ )nen le produit de Cauchy des suites (ap)nen €t (bp)nen :

n
VneN, ¢, = Zakbn_k.

D’aprés le cours, la série entiére > ¢, 2" est de rayon de convergence R > min(Ry, Ry) = +00, donc R = +o0.
De plus, pour tout z € C vérifiant |z| < min(R;, R2) = 400, c’est-a-dire pour tout z € C :

400 +o00 +o00
D ez = (Z anZ”> <Z an"> = f(2)9(2) = (f9)(2).
n=0 n=0 n=0

n

Ainsi fg est développable en série entiére, avec des coefficients (¢, )neny = (Z akbn_k> et de rayon de
neN

k=0
convergence infini, d’ou | fg € £.

Siona (f,g)€&et (\pu) € C? alors (\f + pug) € E et fg e 6.‘
Q9. e Soit p € Z. On calcule :

1 1
Sip=0: /(w(t))odt = /1dt = 1.
0 0
2'L7rpt:| 1 e2imp

1 1 1
Sip£0: /O(W(t))fﬂ it = /O(e%ﬂ)p dt = /Oe%pt dt = [e‘

207 207

1 .
1 sip=0.
p — —
Donc | Vp € Z, /0 (w(t)) dt_ap,o_{ 0 siprO.

e Soit f € £ dont on note Z a, 2" le développement en série entiére. On fixe k € Z.

+o00 400
vneN, vte[0,1], flw(t)wt)™"= (Z an w(t)”) wt) =" a, wt)" .
n=0 n=0

On pose Vn € N, V¢ € 0,1], fT(Lk) (t) = a, wt)"*.
e Vk € Z,Yn € N, Papplication t — w(t)" % = 27~k est continue sur [0, 1] par composition de fonctions

continues.

Donc |Vk € Z,¥n € N, la fonction f,(lk) est continue sur le segment [0, 1].

7
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0]y b
Fn 00,[0,1] ]

Or la série entiére E a,z" est de rayon de convergence infini, donc elle converge absolument en 1, donc la

Donc £ est bornée sur [0, 1] et sa norme infinie vaut :

série E f,(f)‘ = E |ar,| converge.
00,[0,1]
n=0 n=0
Ainsi la série de fonctions E iR = E an w(t)" ™ converge normalement donc uniformément sur [0, 1].

n>=0 n>=0

e Par le théoréme d’interversion série-intégrale :

+o0 foo
Vk € Z, /f N /Olzanw(t)”_kdt = /1Zf(k)

n=0
+oo
= Z/l B (&) dt = Zan/ w(t)™* dt
n=0"0 n=0 0
+o0 foo
= Z an(;n—k,() = Z an(sn,k
n=0 n=0

Si k <0, alors Vn € N, k < 0 < n donc 0,5 = 0. Alors I'intégrale est nulle.
Si k > 0, alors tous les termes sont nuls sauf le terme n = k. Donc Uintégrale vaut ay.

! k ar sikeN
Dot : |Vf €€, VkeZ, /Of(w(t))w(t) dt:{o o

Q10. Soit p € Z. On considére la fonction :

[0,1] — C
w(t)p+1 e2i7r(p+1)t

P2 w0 1" eo_1

L’application w : t — €2"™ est continue sur [0, 1] par composition de fonctions continues.

L’application ¢ — 2P+t et continue sur [0, 1] par composition de fonctions continues.
L’application ¢ — e“(t) — 1 est continue sur [0,1] par composition et somme de fonctions continues.

vt € [0,1], |w(t)| = [e*™| =1 donc w(t) # 0 donc e*®) # 1 et le dénominateur ne s’annule pas sur [0, 1].
t p+1
Donc t — % est continue sur [0, 1] comme fraction de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule
ew(t) —
pas sur [0, 1].
w(t)rtt : - o . o
Enfin, t — w® 1 est ’une fonction continue sur le segment [0, 1] ‘ donc son intégrale est bien définie.
ew(t) —
(t p+1
Donc |Vp € Z, 'intégrale I, = / ——=—— dt est bien définie.
0 e“’(t) -1
+o0o
Q11. On utilise le développement en série entiére de exp sur C: Vze C, e* = Z —-
n
n=0
Pour tout z € C* (donc également pour tout z € U), on a les équivalences
too on too Zn—2 too n
— 2 — o7 — el — —
e#—1=2(1+28(2) & =z2B(z)=ce —1—2—2 e ﬁ(z)—z o —Z CFSk
n=2 n=2 n=0
X om 1
On pose donc |Vz € C, f(z2) = nz% m Posons Vn € N, a,, = m #0.
any1|  (n+2)! 1

Qn

= = —
(n+3)! n+ 3 n—+oo
8
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Q12.

Q13.

Par régle de D’Alembert pour les séries entiéres, cette série entiére est de rayon de convergence infini, donc
De plus, Vz € U, |z] =1 donc par inégalité triangulaire :

+oo +oo too I
n |2|™ 1 1
— < — _—= —2 _— = - 2.

On pose’C’ =e—2¢€]0,1]. ‘ Alors ’Vz elU, |8(2)| < C.‘

+o0 n
Finalement, il existe une fonction définie par|Vz € C, 5(z) = Z (ZTQ)I et une constante | C' = e — 2 €]0, 1] ‘
n !
n=0

telles que

VzelU, e —1=2(1+28() et [B(x)<C.|

Soit z € U et p € Z.
Puisque z € U, on a [z] = 1 et [3(2)| < C < 1 d’apres la question Q11..

J
Donc | — z8(2)| < 1 et la série Z (— zﬂ(z))) géomeétrique de raison —z3(z) converge absolument. On obtient :

j=0
2P p 1 1 L = p71+°° j
e e 1) T T THEG) - jz%(_m)))
400 =
= Y (CEBR)Y = YA
=0 =0
Donc

Ve U, VpelZ,

eZ_

p =
S,
=0

e Pour t € [0,1], w(t) = 2™ € U. D’aprés la question Q12. appliquée en z = w(t) € Uet en p+ 1 :

Ol

R N (1))t R
ez, el S = ZO< 1 w(t) 7 (w(t)).
j=
On pose :
veN, VieN, vie[0], |g”(1) = (1w ().
e x La fonction w : t — %™ est continue sur [0, 1], par composition de fonctions continues.

*

Par produit de fonctions continues, la fonction ¢ + w(t)?*? est continue sur le segment [0, 1].

*

B est la somme d’une série entiére avec R = +o00, donc (3 est continue sur C (car la série entiére converge
normalement donc uniformément sur tout disque fermé de rayon r > 0 quelconque).

Par produit de fonctions continues, 37 est continue sur C.

*

x Par composition de fonctions continues, ¢ — 37 (w(t)) est continue sur [0, 1].
)

Donc | Vp € N, Vj € N, la fonction g](p est continue sur le segment [0, 1].

e D’apreés la question Q11., puisque w(t) € U, on a |w(t)] =1 et |S(w(t))| < C. On obtient
WeEN, WieN, we01] |¢P )] = [(-1 w8 @) = |8 @) < 7.

Donc gj(-p) est bornée sur [0, 1] et sa norme infinie est majorée par : Hg](.p)H o] <09,
0,[0,1

D’apreés la question Q11., C €]0, 1], donc la série géométrique Z C7 de raison C avec |C| < 1 converge.

Par régle de comparaison pour les séries & termes positifs, la série g H gj(»p )
j20

| converge.
1

Donc la série de fonctions Z gj(-p ) = Z(—l)j w(t)7TP 37 (w(t)) converge normalement donc uniformément sur [0, 1].
Jj=20 720
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e Par le théoréme d’interversion série-intégrale :

1 1+oo 1+oo
w(t)ptl
wen, g = [ 2 / (78 (w(D) di = / gt

+oo
Z/ gj(_P) / B] J+p dt.
j=0"0

Ainsi

Vp € N, / B (w t)7tP dt.

e D’aprés la question Q8., & est stable par le produit : V(f,g) € £2, fg € E.

Par une récurrence immédiate sur j € N*, puisque 5 € £, on a ’ Vj e N*, g7 € €. ‘

e Soit j € N*. Notons (ag )>k N les coefficients du développement en série entiére de 57 € & :
€

V2eC, p(z Za(“ k.
PourpeNet jeN* onaj+p>=1donc —(j+p) <—1donc —(j+p) ¢ N. Dapres la question Q9. :
1
VpeN, VjeN, / B (w(t))w(t) TP dt = 0.
0

e Dans la somme permettant de calculer I, il ne reste que le terme 7 =0 :

1 1 1 .
B w(t)Pt B b o /1 sip=0.
Ip B A 6“’(0 -1 d (term‘:j =0) A W(t) di QB 517,0 N 0 si pE N*.

10
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III Polynémes de Bernoulli
Q14. On fixen e Net z € C.
e On développe exp en série entiére :
B 1 zw(t) 1 1 too t k 1 +OO 2k k n+1
n(2) _ / c dt = / — (Y7 o dt = / dt.
n! o (e¥® —1)w(t)n—1 o (e¥® —1)w(t)n—1 k! k' e‘“(t) -1

e On a montré dans la question Q10. que pour tout p € Z, la fonction ¢ +—

Donc |Vk € N, la fonction hy, est continue sur [0, 1]. ‘

e D’aprés la question Q11. :

v( e,

On applique, pour t € [0,1], en ( = w(t) € U :

VkeN, Vte]0,1],

D’apres la question Q11., pour ¢ € [0, 1],puisque w(t) € U, on a |B(w(t))] <

k k—n+1
VEeN, Vte[0,1], |hi(t)= %%
Vi
ew(®) — 1
<k7n+1 Ck7"+1 Ckin
eC—1 ~ C(1+¢AQ))  1+¢BO)"
TR0 L S AT (O L
hi(t) = Eoer® -1 Tk 1+ w(t)Bwt)

Par inégalité triangulaire de gauche :

vt € [0,1],

On passe au module :

T+ w@®)pw®)] = (1] -

VkeN, Vtelo,1],

Donc hy, est bornée sur [0, 1] et sa norme infinie est majorée par : |||, 0,1] <

|hie(8)] =

k
. . z
La série exponentielle Z % converge absolument.

k>0

w®)Bw®)l| =1 = [B(w(t)] >

|2[* 1

1 |z

KL+ w(®)Bwt)]

1

1-C

C avec C €]0,1].

1-C.

| k

1-C k'

|2[*
K

Par régle de comparaison pour les séries & termes positifs, la série E |2k | 50,]0,1) converge.

k>0

est continue sur [0, 1].

Donc la série de fonctions

S e

k=0

(t)kf’nr‘rl

k' ew(t) —1

k>0

converge normalement donc uniformément sur [0, 1].

e Par le théoréme d’interversion série-intégrale :

1 +oo
/O > hi(t) dt

n!
k=0

:f/k'e

B _ s
0 El oew(® — 1

k n+1

t)

dt =

dt =

k=0

Jrooz;vc
>

k=0

1 w(t)k—n-i-l

ew(®) — 1

dt

+oo .1
Z/ hy,(t) dt

+ook

Zk.

En effet, si £k > n+ 1, alors k —n € N* donc I_,, = 0 d’aprés la question Q13..

11
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Finalement,
|
VYneN, VzeC, By nzk'
n—1
. n! &
D’aprés la question Q13.,ona Iy =1douVneN, |B,(X)=X"+ Z Elk,nX )
k=0 "
Donc | B,, est un polynéme unitaire de degré n. ‘
Q15. Soit n € N*. D’aprés la question Q14. :
T
— ol k—n <~k
Bu(X)=nl>" TR
k=0
Dérivons le polynéme B,,. On utilise un changement d’indice :
n I n I n—1 I
/ = | Zk—n k—1 — | k—n k-1 _ ! dk+1-n &
By(X) = nl) o kX - "'Z(k—n!X = ) X
k=1 ) k=1 k=0
< Lo—(n-1)
= nx(n-1Y i X* = aB, (X).

k=0

Donc |Vn € N*, Bl =nB,_;. ‘

Q16. La fonction exp est développable en série entiére sur C.
Soit z € C fixé. Montrons que la fonction F, : t — e*! est développable en série entiére sur C :

400 n +oo o
VteC, F.,(t)=¢e'= Z (21) Z —t" ZA " en posant Vn € N, A, (z) = z

|
n=0 : n= O n:

Donc Vz € C, F, : (t — eZt) € & et les coefficients de son développement en série entiére valent A, (z) = —.
n

Soit n € N* et z € C. Par linéarité de I'intégrale, et d’aprés la question Q9. :

B B e ezH+Dw(t) g 1 2w(t) .
n — Dn = . t—n! t
CH0-Ba) = [y e @ e
|/1 (e® —1)e zw(t)
= mn.
0, (ev® —1) w(t)n=
)~

= [ e ® - gy
0
= n!/ Fo(w(t) wt)~ ™Y dt
0 anl )
D’ou
’Vn eEN*, Vz€C, Bn(z+1)—B,(2)=nz""" ‘
d
Q17. Soit h une fonction polynomiale sur C, de degré d et de coefficients (¢, )ocn<a € C1:Vz € C, h(z) = Z ™.
n=0
Posons
d+l
Vz € C, = "=l ().
SEC 1) =X )

12
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B,, est un polynéme donc f est une fonction polynomiale.
D’aprés la question Q16. :

il il dtl
vz € C, 1) — — "l 1) =S 2l ) = -l (Bn 1)- B, )
PEC A S = D EEBGH - N TEBG) = N (B ) - B
d+l d+1
_ n—1 n—1 __ n—1 _ n
N S SN
n=1 n=1 n=0
Donc f vérifie I’équation (Ey,) sur C.
d d+1
Cp— 1 . . .
Sih:zw— Z cn 2" est polynomiale, alors f : z — Z B, (z) est une fonction polynomiale vérifiant (Ep,) sur C.
n=0 n=1

Q18. e D’apreés la question Q14., pour n = 0, on obtient By(X) = 1.
e D’aprés la question Q15., on a B), = nB,_;.
e D’aprés la question Q16. évaluéeen 2 = 0:Vn > 2, B, (1)—B,(0) =n0" "1 =0 donc’Vn > 2, B,(1) = B,(0). ‘

. ! o 1 1 1
Vn € N, /O B(t) dt :/O Bl di = — [BnH(t)}O - m(BnH(l) - Bn+1(0)) = 0.

Donc la suite (B, )nen vérifie les trois conditions demandées.

e Réciproquement, soit (P, )nen une suite de polynomes vérifiant :

P = 1
Vn € N*, P’ = nP,_;.
1
Vn € N¥, /Pn(t) at = 0.
0

Montrons par récurrence sur n > 0 que Vn € N, P, = B,,.
Initialisation : cas n = 0. On a Py =1 = By.
Hérédité. Supposons le résultat vrai au rang n — 1 et montrons-le au rang n.
Par hypothése de récurrence, P,_1 = B, _1. Il vient
Pl

n

(X) = nPp_1(X) = nBp_(X) = B!

n

(X).

Donc 3K € K, P,(X) — B,(X) = K. Or

K= /Kdt / 0 dt:/oan(t) dt—/oan(t) it =

Donc K =0 et P, = B,,, ce qui achéve la récurrence.

Ainsi ’ (Bn)nen est 'unique suite de polynomes vérifiant les conditions : ‘

By = 1.
Vn € N*, B, = nB,_..
1
Wn € N*, /Bn(t) it = o0
0

Q19. Soit (H,)nen la suite de polyndomes définie par : Vn € N, H,(X) = (—=1)"B,(1 — X).
e Puisque By(X) =1, 0na Hy(X)=By(1-X) =1
e Soit n € N*. H/(X) = (-1)"(-1)B/,(1 - X) = (-1)""'B,_1(1 — X) = nH,_1(X).

e On effectue le changement de variables u =1 —t, du = —dt :

[ [Creiya- o [ o a-o

13
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Donc la suite de polynomes (H,,)nen+ vérifie :

Hy = 1.
Vn € N*, o nH,_;.
1

Vn € N*, /Hn(t) dt = 0.
0

D’apreés la question Q18., (By,)nen+ est 'unique suite de polyndmes vérifiant ces conditions, donc|Vn € N, H,, = B,,.

Q20. e La fonction (z,t) — €' est de classe C™ sur R?, car ses dérivées partielles de tout ordre existent et sont
continues sur R? :

oF o
2 tr _ kil tx
V(k,g) c N 5 Wﬁe = ter.
. 1 . .
e La fonction <z > 7/’()) € & est développable en série entiére sur C, car
z
+oo _ +oo
1 e* — 1 Z" 1
Vz € (C*a = n n T 7 N\
: P(2) n' nz n+1)! Zaz o a (n+1)!

Cette égalité est encore valable pour z = 0.
Montrons que ¥ est développable en série entiére sur un voisinage de 0.

On suppose qu’il existe une série entiére Z b, z" de rayon R > 0 telle que

+oo +oo +oo
Vz € D(0, R), (Z anz"> (Z bnz"> =1=1+ ZOz".
n=0 n=0 n=1

Si une telle série entiére existe, alors par théoréme sur le produit de Cauchy de deux séries entiéres, le produit
de Cauchy des suites (an)nen €t (by)nen est égal & la suite (¢, )nen définie par ¢co =1let Vn > 1, ¢, =0:

1 = aob() .

Vn €N, cn=zbkanfk < Va1, 0 = ) buans.

On définit la suite (by,)nen par récurrence en posant

1
by = —=1.
@0 n—1

VYn>1, b, = —fzbkan E=— Zk e

Montrons par récurrence forte sur n > 0 que Vn € N, |b,| < 1
Initialisation : cas n=0. On a : |bg| =1 < 1.
Hérédité. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons-le au rang n.

|bn| | Zbk +1_

k=0

— n+1

Zn+1_ Zk.\zkﬁ@*kl

k=0

ce qui termine la récurrence. Donc ¥n € N, |b,| < 1
La suite (|by,|)nen est bornée donc R > 1 et R > 0. Alors

+o00 +oo +0oo
Vze D(0,R), 1= <Z Anz ) <Z bnz”> = ﬁ (Z bnz”> donc  (z) = Z bn2™.
n=0 n=0 n=0

Donc 1 est développable en série entiére sur D(0, R). Alors ¢ est de classe C* sur | — R, R[, donc sur | — 1, 1].
De plus ¢ : x — exx

est clairement de classe C* sur R* et sur R’} . Finalement, ¢ est de classe C* sur R.

14
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e u est le produit de deux fonctions (z,t) — € et (z,t) — 1(x) qui sont de classe C*> sur R2.

Donc ’u est de classe C*® sur R?. ‘
Q21. e On aV(z,t) € R?,  wu(x,t) = ¢(z)e'®. Dou

ou to _
5 (@:t) = 2(@)e’™ = zu(x,t). | ()

e Montrons par récurrence sur n > 1 que :

KA ALY P A
ot ogn Y T Tgn Y T Mgt

Vn € N*,  V(z,t) € R?

Initialisation : cas n = 1. On dérive par rapport a x I'égalité (x) et on utilise le lemme de Schwarz :

0 Ou 0 Ou

0 ou
5 %(:E,t lemme i Schwars B a(x,t) = %(xu)(x,t) = m%(a;t) + u(x, t),

ce qui est le résultat annoncé au rang n = 1.
Hérédité. Supposons le résultat vrai au rang n et montrons-le au rang n + 1. Par hypothése de récurrence,

0 0"u o"u o1y

2 0 0u _ g o u
V(x,t) € R, % Dan (z,t) xax" (z,t) + n@x"—l (z,1).

On dérive par rapport a = et on utilise le lemme de Schwarz :

9 8n+1“(x £) _ 9 9 @(x )
ot Oxntl ’ lemme d:Schwarz oxr Ot Ox™ ’
B 9 ( 9"u N oty (2. 1)
n 9z \“ozn T "ogn—1 )\
oty "y "y
= xw(%tﬂ‘@(%ﬂ"‘”a@(%ﬂ
oty o"u
ce qui termine la récurrence. Finalement,
9 0"u "u o tu
* 2 e — a7 - -
Vn € N*,  V(z,t) € R, 5% 9om (z,t) o (x,t) + s (z,1t).

Q22. Onnote Vn e N, VteR, A,(t) = %(O,t).
x

e Pour n=0:Vt € R, Ag(t) = u(0,t) = ¥(0)e’ = 1. Donc

e D’aprés la question Q21., en évaluant I’égalité en x =0 :

0 0" oty

* R, A = — — =n—-r0 =nA,_ .
vn e N*, VteR, () T &En(O,t) naxn—1<x’t) nAp_1(t)

Donc |Vn € N*, Al =nA,_;. ‘

1
e Montrons enfin que ¥n € N*, / Ap(t) dt =0.
0
* Méthode 1.

1 1
Pour 2 =0: / u(0,t) dt = / 1dt=1.
0 0

Pour z # 0 : /01 u(z,t) dt = /01 P(x)e™ dt = p(x) {
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1 1
dn
Donc Vz € R, / u(zx,t) dt = 1. | Par dérivation par rapport a x, Vn € N, d—n/ u(z,t) dt = 0.
0 T Jo

Soit n € N*. D’aprés la question Q20., u est de classe C* sur R2.

Pour tout ¢t € [0,1], x> u(x,t) est de classe C" sur R.

Ok

Pour tout z € R, Vke[0,n], t~— ﬂ(x,t) est continue sur le segment [0, 1].
x

Hypothése de domination sur tout segment de R. Soit [a,b] un segment de R avec a < b.

k
Soit k € [0,n]. La fonction (z,t) — %(x,t) est continue sur le compact [a, b] x [0, 1], donc bornée et atteint
ok
ses bornes. Donc il existe une constante C > 0 telle que :
Vo € [a,b], Vtel0,1] 8k“( <o
z € la —(z,t)| < Ck.
s Yl s 41y Oxk k

Or t — C}, est intégrable sur le segment [0, 1].

1
Par le théoréme de dérivation n fois des intégrales a paramétre, z +— / u(x,t) dt est de classe C™ sur R et :
0

mn 1

1 1 9n
Vn € N*, /An(t) dt:/ Oy dt= L [ ) dt=o.
0 0 8.’,Cn

dz™ J,

1
En particulier, | Vn € N*, / A, (t) dt =0.
0

Par 'unicité démontrée & la question Q18.,
* Méthode 2. Soit n € N*.

Vn € N, An:Bn.\

Ve €R, VteR, u(z,t)=1(z)e™.

Par la formule de Leibniz a 'ordre n :

o"u ~
Vz eR, VteR, @(w,t) :kzzo

(Z)W (x)fx"—;@”) = Z (Z) p® (@) ret.

Pour z =0:

k=0
Pourt=0: A,(0) = %(0, 0) = »™(0).
Pourt=1: A,(1) = %(0, 1) = Z (Z)Qlj(k)(o)'

En reprenant les notations de la question Q20., ou les suites (a,,) et (b,) sont de produit de Cauchy
(Cn)nGN = (5n,0)n€N :

n—1 1
n »® (0 1
e A = 3 () - e
k=0 1 k:({ | ]
— *)(0) 1 o
— pl o B )
" k=0 El (n—1)—k+1)! n'kzzobka(n—l)—k cn—1=0.

Pourn>1,onan+1>2donc A,y1(1) = Ap41(0). On obtient :

1
n+1

1 1

[An 0] = = (A0 () = 40 (0)) = 0,

1 1
Vn € N*, /()An(t) dt:/o %HA;LH(t) dt =

16
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IV Solution entiére de ’équation (FEj)
Q23. On suppose par I’absurde que la propriété P suivante est fausse :
P: dec>0, VneN, VzeC, (\z|:(2n+1)7r = |ez—1|>c>.
Alors la négation de P (notée —P) est vraie :

-P: V¥Ye>0, IneN, 3zeC, |2/|=02n+1)m et Jef-1]<ec
1

Pour tout p € N, on applique =P avec le réel ¢ = P >0:
p
1
Vp € N, dn, eN, Fz,€C, |z|=02n,+1)m et [e—1|< el
p
- 1
En particulier, [e*» — 1] < —— — 0, donce* — 1.
P+ 1 p—+oo p——4o00

On a montré que si P est fausse, il existe deux suites (n,)pen € NY et (2,)pen € CV telles que :

e€? — 1 e VYpeN, |[z]|=(2n,+ 1)

p—+o0

Q24. On écrit Vpe N, 2, =a, +ib, avec ap € R et b, € R.
Calculons le module de e?» :
‘62p| _ |eap+ibp’ — o9,

Or e» — 1 donc par continuité du module dans C, e* = |e*»| — 1.
p——+o0 pP—+00

Par continuité du logarithme sur R¥ : a, = In(e??) — In(1) = 0. D’ou lirf ap = 0.
p——4oo

De plus, |2,|? = |a,|* + |bp|?, donc

|Zp|2 - |bp|2 = (|Zp| - |bp|)(|zp| + |bp‘) = ‘ap|2-

Il vient, en utilisant |z,| + |by| = |2p| et ap — 0 :

|Z | _ ‘b | — |G’P|2 ‘G’P|2 — |a10|2
P P |2p] + [bp] |2p| (2np + 1) portoo
Done [ i (Jz] = b)) = 0.
+1 sib, >0.
Q25. Onnote Vpe N, ¢, = { L F On remarque que
P -1 sib, <O

VpEN, epb, = |by.

D’aprés la question Q24., quand p — +0o0, on a a, — 0 et |z,| — |b,| — 0. Par continuité de 'exponentielle :

exp (2 — izp|2]) = exp (ay + iby — igy|2]) = explay) exp ( =iz (|2l —2pby) ) = explay) exp (= iz (12| = [by]))

—1 ]
Donc
pgrfoo exp (zp — ip|zp|) = 1.
D’autre part, puisque |z,| = (2n, + 1)7 et g, = £1 :
exp (zp — iep|2p|) = exp(zp) exp(—ie,(2n, + 1)) = —exp(zp) peo —1.

=—1

Donc

pEI}_lOOeXp (zp — ieplzp|) = —1.

On obtient 1 = —1, ce qui est absurde.
On a démontré par I'absurde que la propriété P est vraie. ‘

17




Concours 2024 Centrale - MP - MPI - Mathématiques 2 Durée : 4 heures

Q26. On fixe n € Net z € C.

e On remarque que
YneN, Vte[0,1], ~,(t)=(2n+1)m xw(t) donc |y,(¢)|=(2n+ 1)=.

e On développe exp en série entiére :

1 2y (t) 1 1 too 14 2y (£) P
Qn(2) :/ e dt:/ Z zF % g — / it
n! o (em® — 1)y, (t)n1 o (e7® — 1)y, (t)n—1 k:' e'yn(t)

k=0
On pose :
ok ,yn(t)kfnjtl

e L’application 7, : t — (2n + 1)me?™ est continue sur [0, 1] par composition de fonctions continues.
Lapplication ¢ — y, (£)* "1 = ((2n + 1)7)F 7" e2in(h=ntDt o5t continue sur [0,1] par composition de fonc-
tions continues.

L’application t s () — 1 est continue sur [0, 1] par composition et somme de fonctions continues.
De plus, Vt € [0,1], |y (t)] = (2n + 1)7 # 0 donc v, (t) # 0 donc e’»®) # 1 et le dénominateur ne s’annule

()

e'Yn(t) — 1

minateur ne s’annule pas sur [0, 1].

()
() — 1

Donc ’Vk € N, la fonction Hy, est continue sur [0, 1]. ‘

pas sur [0,1]. Donc ¢ — est continue sur [0, 1] comme fraction de fonctions continues dont le déno-

Alors t — est continue sur le segment [0, 1], et en particulier son intégrale sur [0, 1] est bien définie.

e D’apreés la question Q25., la propriété P est vraie donc
Jde>0, VneN, VzeC, (|z| =2n+1)r = | -1]= c).

Or VvVt €[0,1], |v()|=2n+ 1)x dou:

—_
—_

vneN, Vtel0,1], |em® —1>¢ et

On passe au module dans 'expression de Hy, :

e @t 1l

VkeN, Vtel0,1], |Hg(t)] 7l m S o

((Zn + 1)71') o

Posons Cy = > 0 qui est une constante car n est fixé.

(\z|(2n + 1>7T)k

Alors Hy est bornée sur [0, 1] et sa norme infinie est majorée par : || Hy||oo,0,1] < Co i

(|z|(2n+ m)k

I converge absolument.

La série exponentielle
k>0
Par régle de comparaison pour les séries a termes positifs, la série g | Hi||o0,[0,1] converge.

k>0

k k—n+1
t
Donc la série de fonctions E H = Z—’Y"()il

T o converge normalement donc uniformément sur [0, 1].
< e n J—
k>0 k>0
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e Par le théoréme d’interversion série-intégrale :

k n+1

Qn(z) B 1 +oo k
N k;' e’Yn(t) -1

n!

dt

k=0

k—n+1 too k k—n+1
z n (T
- Z/ & ’Ye’Y(" ()t) -1 dt E Pye'Y(n()t) -1 dt.
k=070 k=0 0
Finalement,
,yn(t)k—n-&-l

]
= \ k!

+o00 |
VneN, VzeC, Qu(z)=Y <"

eTn t) — 1

/

dt) 2k,

Donc @, est développable en série entiére sur C, i.e. ’Vn eN,

Qn€€.‘

Les coefficients du développement en série entiére de @,, valent

Q27. On a montré dans la question Q16. que pour tout z € C, la fonction F, : (t — eZt) € & avec :

,yn(t)k’—n-‘rl

nl 1
(it )

ern (t) — 1

@)
keN

+oo a1
Z/O H,(t) dt

+oo o n
VteC, Fy( _Z n' :;th" ZA 2)t" en posant Yn € N, A, (2) = %
On utilise la question Q9. :
Qe+ -Quz) = | P / e
" ! a o (e t) *1 n(lt)”*1 Jo (em® —1) ()t
U (e ® Z 1) e
- ”/0 (e ® _1 ()1 dt

Il
S
o

= n'

(2n+1)
(2n+1)
(2n+1)

= n'

1

:/ 20®) oy (1)~ gy
(n—1)

) / Fooms 1y (w(8)) w(t)~ D dt
(n—1) 0

T) A

1 (z(2n + l)w)

(
e "
(

1

)_(n 1) (2(2n+1)71’)n71

(n—1)!

’VnGN*,

VzeC, Qulz+1)—

Qn(z) =nz""1 ‘

19
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Q28. Par définition,

. ' 1 eZn(t)
VneN*, VzeC, Qun(z)= n/o GO RO dt.
e D’apreés la question Q25. :
1 1

e On aVzy € C, Re(zp) < |Re(z0)] < |z0| donc par croissance de ’exponentielle :
Vzo € C, |exp(z0)| = exp(Re(z0)) < exp(]z0]).
DouVzeC, ¥YneN* Vtel0,1]:

ez"/n (t)

= ‘exp ((Qn + 1)z w(t))‘ < exp (|(2n + )7z w(t)\) = exp ((Qn + U)m \z|) < exp (47r n \z|)

On pose Alors

ez’)’n (t)

VzeC, ¥neN* Vtelo,1],

< exp (bn|z|)

e On a L
e

VneN*, Vtelo1], m(t)n—ly:‘(znﬂ)« w@)| = (@en+1)m)m L

e DouVzeC, VneN* Vtel0,1]:

eZ'Yn(t) bn|z| 1 n!
@@= ® |~ ¢ @t )m?
. n!
Posons Vn € N*, Un:W>O
n—1
Ui | (nt1)! ((2n+1)m) 4D (2041)\"
Up | ((2n +3)r " n! B m(2n+1) 2n + 3
n
= (n+1) 1-— 2 = Mexp nin(1— 2
m(2n +1) 2n+3 m(2n+ 1) 2n+3
- EMGX _ 2 +o(1) I R
m(2n+1) 2n+3 n—4oo  2me

D’aprés la régle de D’Alembert pour les séries numériques, la série g u, converge absolument, donc la suite
n>1
(tn)n>1 converge vers 0. Toute suite convergente est bornée, donc (uy)n>1 est bornée.

1
Donc il existe une constante a > 0 telle que Vn € N,  —u, < a.
c

e Finalement
e?n(t)

(e7n®) — 1)y (t)n—1

En intégrant sur [0, 1], par inégalité triangulaire dans I'intégrale :

bn|z|

n! < ae

VYneN*, VzeC, Vtelo,1],

Ja,b € R}, tellesque VneN*, VzeC, [Qn(2)] < ael.

Q29. Soit h € €. h est développable en série entiére sur C. Notons

+oo
VzeC, h(z)= Z anz".
n=0

20
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e (1) Soit r > 0. Montrons que la série Z a7;;1 Qr(z) converge normalement sur D'(0,r) = {z € C, |z| < r}.
n>1
D’aprés la question Q28., et avec la majoration |z| < r :

Vz € D'(0,r), ‘a”’lQn(z)‘ < Maebnlzl < Maenbr — GM (e)" .
n n n n

Ap—1

Donc la fonction z — Qn(z) est bornée sur D'(0,r) et

Hz oy dnt Qn(z)H < CLLH_1| (e’"’)n .
n 00,D’(0,r) n

Puisque h € &£, la série entiére E a, 2" est de rayon de convergence infini. D’aprés le cours, les trois séries

n=0
5N Ap—1 N . .
entiéres E anz", E ap-12" et E 2" sont de méme rayon de convergence, donc de rayon infini.
n
n=0 n>1 n>1

) G
Donc pour tout r > 0, la série Z -l (ebT)n converge absolument.
n>1

Z dn—1 Qn(2)

Par régle de comparaison pour les séries & termes positifs, la série E
n

n>1

converge.
o0,D’(0,r)

Up—
Donc la série de fonctions E nol Qn(z) converge normalement donc simplement sur D’(0,7), Vr > 0.
n
n>1

e (2) En particulier, cette série de fonctions converge simplement sur C. On pose alors

+oo
V2eC, |f()=) “’;1*1@”(2).
n=1

e (3) Montrons que f est solution de (Fj) sur C. D’aprés la question Q27. :

+o00 +o00 +o00

V€, fEHD)-f2) = 3 TEQuETD - Y TQu() = Y TEH(Qale+ 1) - Qul2)
(U g =
qQzr. n; —nzh = ;an_l = n;oanz":h(z).

Donc ’ f est une solution de I’équation (Ej). ‘

e (4) On pose

n

EN', VieC Suz) = D Q).
p=1

On a montré que pour tout r > 0, la suite de fonctions (S, )nen- converge normalement vers f sur D’(0, 7).
D’aprés la question Q26., Vn e N, Q,, € £.
D’aprés la question Q8., une combinaison linéaire de fonctions de & est dans £, donc ’Vn eN*, S,€f. ‘

On écrit :

+oo
VYneN*, VzeC, S,(z)= Zbén)zk.
k=0

e (5) Montrons que f est développable en série entiére sur C.

* Montrons un résultat préliminaire.
Soit Z b, 2™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme g sur D(0, R).
n>=0
Soit 7 € [0, R[, n € N et k € N. La fonction @ + byr¥e?(*=™)% est continue sur [0, 27].

vkeN, W9el(02n), [brtel 0| = oyt
21
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Or la série Z |br|r* converge absolument. Donc la série de fonctions Z byrkeik—m)0

k>0 k>0
lement donc uniformément sur D'(0,r). On peut intervertir somme et intégrale :

2m 2 [+o0 +oo .o
/ g(re®ye=™0 do = / (Z kakeiM) e dp = Z bprke'h=m0 g
0 o \izo

converge norma-

k=070

+00 21 )
= Zbkrk/ e k=m0 g9 = Zbkrk27r5n7k = 27mb,r™.

k=0 0 k=0

Ainsi
n 1 n 10\ ,—inb
Vrel0,R, YneN, |byr"=_— g(re*)e de.
2 0

* On fixe r > 0. La suite (S,,)nen+ converge normalement donc uniformément vers f sur D’(0,r).
Soit e > 0. AN €N*, Vn=N, [|S) — flloo.prom <&

n 11 o
Ona:  VkeN, oY = 75/ 0 dp.
11
Onpose: VEeEN, ¢ = T?/ e dp.

Par inégalité triangulaire et puisque re?® € D'(0,7) : VE €N, Vn> N

1 2m 0 k0 ]_ 2m 1 27
—/ (Sn = f)(re™)e " df| < —/ 190 = flloo,p7(0,r) 40 < —/ edf =e.
0 0 27 Jo

2T 21

k

‘b;n) — ck‘r =

Donc Vk € N, la suite (bén)) converge vers Cg.
) neN*

k
z z
* Soit z € C tel que |z| < r. La série Z (H) est géométrique de raison u < 1, donc est convergente.
=\ r
+oo +oo +oo +oo +oo c
](cn)zk _ chzk _ Z (bén) _Ck)zk < Z ‘bz(@n) _ Ck“z‘k < Zﬁc‘z'k
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
= ¢ — = e—8«+—.
r 1—|z|/r
k=0
“+oo
Donc la suite (S, (2))nens = (Z (™ k) converge simplement vers chzk sur le disque ouvert
neN* k=0
“+o0
D(0,7). Par unicité de la limite simple d’une suite de fonctions, |Vz € D'(0,7), f(z) = Z ez
k=0
Donc f est développable en série entiére sur D(0, ), donc de classe C* sur | — r,r[. Alors
) (0
VkeN, ¢ = f ( )

k!

Donc les coefficients (cx)ren ne dépendent pas du réel r > 0 choisi.
Le raisonnement précédent est valable pour tout r > 0, d’ou :

VzeC, f(z chz

Donc f est développable en série entiére sur C et

22




