Mines 1 MP 2023 — Corrigé

Rédigé par Frédéric Denizet, professeur au lycée Fénelon

Remarque : la notion de produit scalaire sur un C—espace vectoriel n’est pas au programme
de MP, le sujet est donc hors programme dés la premiére phrase. Ce probléeme est manifeste a
la question 12 ot il faut manipuler, en les différenciant, les produits scalaires canoniques sur
R™ et C". 1l est ainst difficile d’envisager qu’un candidat, méme bien préparé en conformité au
programme de MP, puisse traiter correctement cette question.
A linverse, les normes subordonnées sont au au programme de MP depuis cette session 2023,
les questions 1 a 3 relevent donc de pures questions de cours.

1. Remarque :, il faut évidemment supposer que E # {0} pour que les questions 1, 2 et 3
sotent cohérentes.
Notons S ={z € E | ||z|| =1}, S est une sphére de E donc un fermé borné de E et donc
un compact de E (car E est de dimension finie).
u est continue sur E car linéaire (et F de dimension finie), donc x +— ||u(z)]|| est continue
(la norme est lipschitzienne donc continue), le théoréme des bornes atteintes assure que
cette fonction admet un maximum sur S.

On a donc justifie I'existence de  Sup  |lu(z)|| (et c’est un maximum).
z€E,||z||=1

Par ailleurs pour tout y € E \ {0}, [u()l = Hu <|y||> H ou ﬁ €S
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donc

On a donc justifié 'existence de de  Sup lu(@)] et 'inégalité  Sup lu()l <
ceBzz0 |17l ceBz20 1T 7 zem|z)=1

Enfin, pour tout y € S, ||Ju(y)|| = u()l < Su ||u(x)||

Iyl ~ weBazo Nzl
d’ot Sup |lu(z)|| < Sup [u(@)l et finalement  Sup |ju(x)|| = Sup Hu(x)”
2€E, al|=1 ceBzz0 |7l 2€E, |al|=1 ceBazz0 |17l
2. |||.]|| est définie de £ (E) dans R4, vérifions qu’elle satisfait aux propriétés d’une norme :

Séparation : soit u € L (E) tel que |||u||| = 0.

On a Sup lu(z)l = 0 donc, pour tout z € E, u(x) = 0 (immédiat pour z = 0) ce
r€E,x#0 ”xH
qui assure u = 0.

Homogénéité : soit u € L (F) et soit A € K.
St A =0 on a [[[Aull] = 0 = [Al[[Jull].
Si A # 0, pour tout x € S, [[Au(@)|| = [Al [u(@)|| < [Al[l|ull] ot [[[Xull] < [Al{[Ju]]

1 1
Réciproquement, pour tout = € S,||u(z)|| = B | Au(z)]] < W!||)\u||| d’ou
1 .
[ul]] < Wlll)\ulll Le. [A[[[[ul[| < [[[Aul]| et finalement [||Au||] = [A] |[[ul]]

Inégalité triangulaire : soit (u,v) € £ (E)?.
Pour tout = € S, |[(u + v)(2)|| < [lu(@)|[ + [[o(2)]| < [[[ulll + [[v]]],
dou [[|u + o[ || < [{lwll] + [[v]l]

Sup lu(z)[].



En conclusion, [||.||| est une norme sur £ (E).

. On remarque que par définition de |||.|||, pour tout u € L(F) on a, pour tout z € E,
[u(@)[] < [llulll [l2]] (west [[[ul[[lipschitzienne).

Soit (u,v) € L (E)>.

Pour tout = € S, | (uv) (@) = [lu(v(@)[| < [[[ull| {lo(@)[] < [[full] [[o]l]

On a done | [[[uv]|| < |[ull| [[v]]]

Une récurrence simple assure alors que, pour tous u € £ (E) et k € N, | [|[u*[|| < [|Jul||* |

. Remarque : il faut définir les E; tels qu’ils soient distincts de {0} pour que la suite soit
cohérente.
Le polynéme caractéristique x, de a est scindé donc s’écrit sous la forme
T
Xa = H(X — A)™ out A1, ..., A\, sont les valeurs propres de a d’ordres mq,...,m,.
k=1
Par théoréme de Cayley-Hamilton et lemme de décomposition des noyaux (les (X — \g)"*

sont premiers entre eux) on alors | E' = ker(x,(a @ker a— A\ Id)™*
k=1

. Remarque : pour i € [1,7], p; et q; sont des applications linéaires mais pas des endomor-
phismes, on peut noter que q;p; est un endomorphisme de C™ et est plus précisément le
projecteur sur E; parallelement a @Ej, ce qui sera plus explicite a la question 7.

J#i
Soit i € [1,7], posons C; = |||gipil||c-
Soient u € L(E;) et x € C" tel que ||z|| = 1, alors :
lgiupi ()| = llulps(@)I| < [llwllli l[ps(2)[] = lullli lgps ()| < lulllilllgpdlle < Cil[lull]:.

On a donc ’ I||giupi|| |

. Soit i € [1,r], E; est le noyau d’un polynéme en a qui commute avec a donc F; est stable
par a.

. Soit i € [1,r], par définition p; est nul sur @Ej ce qui assure que pour tout j # i,

J#1
, par ailleurs pour tout x € E;, piqi(z) = pi(x) = x i.e. |pig; = Idg, |
Soit x € E qu’on décompose comme x = 1 +...,x, ol, pour tout ¢ € [1,r], z; € E;, alors

r

T T T
D api(@) = aqilw) =Y mi=wx,ie | Y qpi = Idon |,
i=1 i=1 i=1 i=1
. Soit x € E, alors : Z qia;pi(x Z a;pi(x ZP’LCLQ’LP’L sz a(qipi(x

1=1
Or, pour tout i € [1,7], a(g:pi(x)) G E donc pz( (quz( ) = a(qlpl( )), et ainsi :

r

Z%’aipi(x) = Z (qlpl =a (Z Q’Lp’L ) = a( )
=1

=1

On a bien |a = Z q; a;ip; |.




9.

10.

11.

12.

T
Montrons par récurrence sur k que, pour tout k € N, ak = Z qiafpi .

T T
Initialisation : pour k=0, a® = Idon = > qipi = Y _ qialp;
=1 ]

.
Hérédité : soit k € N tel que af = Z qiafpi, alors :
T T I T
a*t = aFa = (Z qm?m) > gy | =D aaipigiap;.
i=1 j=1 i=1 j=1

T T
A l'aide de 7 on a donc a*t1 = E qiafaipi = E qiafﬂpi, ce qui achéve la récurrence.
i =1

+00 tk “+o0o tk r
; ta _ gk — b ko
Soit t € R, €' = Z e = Z (k‘! Z%%Pz)-
k=0 k=0 i=1
Par continuité de Papplication (linéaire en dimension finie) u € L(E ZqzupZ on a
r +oo k

donc | e Zqzzk‘ iD Zq elip,; |
=1 =

Soient i € [1,7] et t € R, alors puisque t\;Idg, et t(a; — A\;Idg,) commutent on a :
6?5(12' _ et)\iIdEi"'t(ai_)\iIdEi) _ etAiIdEi et(ai_)‘iIdEi) _ et)‘iet(ai_)‘iIdEi) .
- - - )

drot [lef[[l; = e [[Je"* =] ;.
m;—1
t
Par définition on a (a; — Aildg,)™ = 0 donc et~ ildr;) — Z k'( — \iIdg,)* puis :
k=0
rtr o N I ‘
[lle"i|ll; < [ rlll(a; — Aildg,) |||1S‘ o i = Addg |5
k=0 k=0
S i = Adddg[[[F
Pour tout i € [1,r], posons P; = Z u X"

k=0

T T T
Soit ¢ € R, e!* =) _gie"*p; donc [[[e"|||e < Y [[lase™ pilll = > Cillle' |-
i=1 =1 Ti=1

Ainsi a Daide de 10 : |[[e®]]]. < e Pi([t]).

T
Posons alors P = Z C; P; (c’est un polynéme de R[X]), on a pour tout i € [1,7] et pour
i=1
tout x € Ry, C; > 0 et Pi(z) > 0 donc C-P-( ) < P(x).

Ainsi ||[e™]]]. < Z‘ i P(|t)) = P(Jt]) Z‘ thi P(|t|)ietRe(,\z)
i=1

Question hors programme
Soit une matrice M € M,, (R) en identifiant K" et M, 1(K) on a :




13. Montrons cette équivalence par double implication, on note Aq,..., A, les valeurs propres
complexes de A d’ordres myq,...,m,.
< : on suppose que Sp(A) C R* +iR.
Soit zg € R™, on a, pour tout t € R, gu,(t) = e'(z0) = €4 (z0) donc :
1920 @O < [lle™4 ][ [lzoll < [[le"4][lc [|zol-
T
On applique alors la question 12 pour « a =v4 » : ||gz, (t)|| < [|zol| P(|t]) ZetReo‘i).
i=1
Par hypothése on a, pour tout i € [1,7],Re(\;) < 0 ce qui assure par croissances
comparées que m_(|lgz, (1)) = 0.
= : par contraposée, on suppose donc qu'il existe A € Sp(A4) avec Re (A) > 0.
Soit Z € C™ un vecteur propre de A associé & A on a AZ = AZ ce qui assure que,
pour tout k € N, A¥Z = N Z puis !4 Z = et* Z.
De plus AZ = AZ = X\ Z puis €47 = e Z.
— Premier cas : A € R.
On peut considérer Xg = Z vecteur propre réel de A associé & X\ et on a pour
tout t € Ry, gx,(t) = e Xy = e* X donc ||gx, (t)]| = e | Xol| > || Xo]| ce qui
assure que ||gx,(t)|| ne tend pas vers 0 quand ¢ tend vers +o0.
— Second cas : A ¢ R.
Posons Xg = Z + Z on a Xy € R™ et pour tout ¢t € Ry :
gx, (t) = etAXO —otAZ 4 A7 — o7 4 A7 — otRe(V) (eitlm(/\)Z + e—itIm()\)Z)
— 2€tRe()\)Re (ez’tlm()\) Z) )
Donc [|lgx, ()] > 2||Re (e Z) ||
Z a au moins une coordonnée z; non nulle dont on note # un argument on a
alors :
|Re (e®™mN Z) || > |Re (e Mz | = |Re (Xm0 |2]) | = |25 | |cos(tIm (A) + 6)],
ot Im (A) # 0 ce qui assure que ||gx,(t)|| ne tend pas vers 0 quand ¢ tend vers
+00.
14. On note Aq,..., A, les valeurs propres complexes de A d’ordres mq,...,m,.

— pour tout X € R”, |lupy(X)| = |MX| = XTMTMX donc :

llunmlll- = Sup  (XTMTMX);
XeRn, XT X=1

— pour tout X € C*, |lups (X)|| = |[MX|| = X' MTMX donc :

—T
lomllle=" Sup (X" MTMX);
XeCn X x=1

Tout vecteur de R™ pouvant étre considéré dans C" on a donc |||uasl|]r < |||var]]]e-

Il suffit alors de remarquer que e

t4 est a la fois la matrice canoniquement associée a ef%4

dans R" et & e!?4 dans C™ (c’est au programme et cela découle directement de la continuité
de l'application qui & une matrice de M, (K) associe ’endomorphisme de K" canonique-

ment associé¢) pour obtenir que | ||[e®“4|||, < |[|le®4]]. |

On a, pour tout t € Ry, e = e®“4 donc :



15.

16.

T

1e™|[]» = [lle* || < |lle®4]|le < P(|¢]) ZetReo‘i) (on a de nouveau appliqué la question
i=1

12 pour « a =wvy4 »).
Posons alors v = min{—Re()\;) | i € [1,7]}, par hypothése v > 0 et on a, pour tout
T T

i € [1,7], tRe (\i) < —vt donc |[e®]||, < P([t]) > MR < P(|t)) Y " e = rP(Jt])e "
i=1 i=1

Posons alors o €]0,7][, on a |[[e!*|||, < e~ (rP(|t|)el*=1*).

Or a—v <0donc lim (rP([t])e(*) =0, par continuité de la fonction

t——4o00

h:t— rP(|t])el* )t et théoreme des bornes atteintes, on en déduit que cette fonction h

est bornée sur Ry (exercice classique que je ne détaille pas), on note alors Co un majorant

de h sur Ry et on a bien : |Vt € Ry, ||[e™]||, < Coe™|.

On obtient directement : |Vt € Ry, [|ga, (8)]| = || (o) || < |[[e®]||r [|zoll < C2e™* ||zo]| |

Montrons que la fonction b est bien définie, on pose x et y dans R".
Par inégalité de Cauchy-Schwartz et en utilisant la question 14 on a pour tout t € Ry :

1
(@) < (@) [0l < G el vl e > ona > 0donce >t = o ()

ce qui assure Dintégrabilité sur R, de la fonction ¢ — (e'(x)[e'*(y)) (qui est continue sur
R4 par composition) et donc la bonne définition de b(z,y).

Vérifions que b est un produit scalaire sur R"™ :

symétrie : immédiat par symétrie du produit scalaire (.|.);

bilinéarité : immédiat par linéarité de I'intégrable, linéarité de e!® et bilinéarité de (.|.);

positivité : soit z € R” on a pour tout t € Ry, (e'(z)|e"(z)) > 0 donc b(z,z) > 0;

caractére défini : soit z € R" tel que b(z,z) = 0, la fonction ¢ — (e'(x)le’ ( )) étant
continue et positive sur Ry on a pour tout t € Ry, (e"(x)[e'*(z)) = 0 donc e*(z) = 0,
notamment pour ¢ = 0 on obtient x = 0.

En conclusion, b est bien un produit scalaire sur R”.

Soit x € R™ alors pour tout h € R™ :

q(x+h) =bx + h,x + h) = b(z,x) + 2b(x,h) + b(h,h) = q(x) + 2b(x, h) + b(h, h).

b étant bilinéaire sur un espace de dimension finie, il existe une constante A telle que,

pour tout (u,v) € (R™)2, [b(u,v)| < A ||ul| |v]| et donc |b(h, h)| < A ||| ce qui assure que

b(h,h) = hgo(h).

Par ailleurs h +— b(x, h) est linéaire, on a donc justifié que ¢ était différentiable en z avec

dq(x) : h+— 2b(x, h).

On a donc : ’dq(m)( (z)) = 2b(z,a(z )‘

Par ailleurs la fonction ¢ : ¢ em(x) est derlvable sur R de dérivée ¢/ : t — e%a(x);
cela assure que la fonction ) : <et“( > est dérivable sur Ry avec ¢/ : t —

2 (e'(z)le'a(x)).
+o00 +oo
On a donc 2b(z,a(x)) = /0 2 <eta($)|ema($)> = W' () = [ ()]

0
Or lim (4(t)) =0 (cf 15) et ¥(0) = |||/, on obtient finalement :

t—+o00

dq(z)(a(z)) = 2b(z, a(2)) = — |lz||”




17.

18.

19.

Remarque : la notation utilisée par le sujet est abusive puisque q(fy,) n'est pas défini, il
faudrait utiliser q o fa,.
Soit t € Ry par différenciation d’une composée d’applications différentiables on a :
(q 0 fuo)'(t) = dq(fuo (1)) (f2o () = 2b(fao (1), f2,(t)), ot par définition de fz, on a
20 (1) = @(fo (1)) donc (g o fuy)'(t) = 26(fu, (), P(f20 (1))
Or @(fxo( )) = &(fao)(t )+a(fxo(t)) donc :

— [ fao (¢ )|| (Cf16) ce qui donne finalement | (q © fu)'(t) = — | fao (0)1* + 26(fa0 (), £(fie) (1)) |

|| et \/q sont deux normes sur R" qui est de dimension finie, elles sont donc équivalentes,

on peut ainsi poser p et v dans R* tel que, pour tout x € R”, | uy/q(x) < [|z|| < v/q(x) |

(On conservera ces notations pour toutes les questions suivantes).

Soit x € R, alors par inégalité de Cauchy-Schwarz :

b(z, ¢(x) ) < Val@)ya(d(z) — a(z))
Or ¢(x) — (LU) = ¢(z) = (6(0) + dg(0)(w)) = [|z[|0(x) ou lim (f(x)) = 0 (développement
limité en 0),
done \/q(¢(z) — a(z)) = V/q([|2] 6()) = [zl \/9(0(x)) ot lim (q(6(z))) = 0,
enfin ||z| < v+/q(x), on obtient finalement :
b(z, ¢(x) — a(w)) < vq(z)+/q(8(z)) ou lim (¢(6(z))) = 0.
On en déduit que :
—[|z[1* + 2b(z, ¢(x) — a(x)) < —pPq(x) + 2vq(x)y/a(0(2)) < q(z)(—p® + 20\/q(0(x)))
Or ilg% (g(6(x))) = 0 donc il existe ag > 0 tel que pour ||z|| < ap, on ait :

2

112+ 20\/q(0()) < -

2
Posons § = % on a 8 > 0 et on a montré que :

pour tout x € R” tel que ||z]| < ag, — ||z||* + 2b(z, ¢(z) — a(x)) < —Bq(x) |

an 2
Posons alors a = <—0> on a, pour tout z € R" tel que ¢(z) < a :
v

]| < v\/4(2) < vy/a < ag et done — ]| + 2b(, ¢(x) — a(x)) < —By().

On ainsi notamment pour tout ¢t € Ry :

0(fro() € @ = = | fuo )1+ 26(fro (1), D fio (1) — @ fio (1)) < —Balfuo(£)) ;

c’est-d-dire avec la définition de ¢ :
[(fa(®)) < @ = — Lo + 20(aa 0,2 fra) (1)) < —Balfun(0)]
Supposons que ¢q(zg) < «, on rappelle que f,(0) = z¢ on a donc ¢(fz,(0)) < a.

Par continuité de g o f;, il existe u > 0 tel que, pour tout ¢ € [0, u], ¢(fz,(t)) < «
Posons alors ‘ I={ueRy |Vtel0ul],q(fn(t) <a} ‘

Soit w € I on a, pour tout t € [0, u], ¢(fz,(t)) < v et donc d’apreés les questions 17 et 18 :
(@0 fuo)' (1) = = Il fao (DII” + 26(faq (£), £ (fro ) (£)) < =Ba(fuo (1))

En posant h : t — qo fz,(t) on a donc : Vt € [0,u], ' (t) < —Bh(t) i.e. B'(t) + Bh(t) <0
posons alors k : t — h(t)e® on a Vt € [0,u], k'(t) = (R'(t) + Bh(t))e® < 0 et donc k est
décroissante sur [0, u], ce qui assure que : Vt € [0,u], k(t) < k(0) ot k(0) = h(0) = g(xo).



20.

On a donc montré que pour u € I on a : |Vt € [0,u], g o fu(t) = h(t) < q(x0)e 5|

I est une partie non vide de R* , montrons qu’elle n’est pas majorée par ’absurde, supposons
donc qu’elle est majorée et notons v sa borne supérieure.

Pour tout ¢ € [0,v], il existe u € I tel que t € [0,u] donc q o fu(t) < q(x0)e P < q(x0).
Par continuité de g o f;, on a donc g o fy,(v) < ¢(xg) < a.

Mais alors toujours par continuité, il existe v > 0 tel que, pour tout t € [v,v + 7],

q o fzo(t) < au.

On a donc, pour tout ¢ € [0,v+7], go fz,(t) < ai.e. v+~ € I, ce qui contredit la définition
de v et achéve la démonstration par ’absurde.

I n’est pas majoré donc pour tout t € Ry, il existe u € I tel que ¢ € [0, u] et ainsi :

q(fao (1)) < q(o)e™ Pt |,

Posons a = py/a alors, pour tout zo € B(0, ) on a ¢(z) <
Donc, pour tout t € Ry, en appliquant le 19 :

1fzo (DIl < 3/a(Fae (D) < vi/a(w0)e st < % ol e .

On a bien le résultat voulu en posant C =

=[x



