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1.1 Relation d’équivalence

1.1.1 Définitions

Relations binaires

Une relation binaire sur un ensemble E est une partie de E2

Relations d’équivalences

Ce sont des relations binaires qui vérifient :

1. réflexivité : Vo €, 2Rz

2. symétrique : V(z,y) € E%, 2Ry < yRa

3. transitivité : V(z,y, 2) € B3, 2Ry et yRz = 2Rz

Deux éléments sont en relation si et seulement si ils ont une valeur commune

Exemples
1. L’égalité
2. Les classes d’un lycée, tranches d’imposition
3. Soit f: E — F une application :

rRy < f(z) = f(y)

Congruences

Soit n € N* :

z=ynlen|lz—y

Relation caractéristique d’un groupe

Soit G un groupe et H un sous groupe de G, on définit la relation R :
TRy ez lye H

l.z27'r=ec€ H: 2Rz
2. x7lye He (yr )"t e He xy~! € H donc, xRy < yRax
3. zRyet yRz = (z 7 ly,y 2) e H=a2 Y (yy HN2e H=a2"12€ H
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CHAPITRE 1. ALGEBRE GENERALE 1.1. RELATION D’EQUIVALENCE

1.1.2 Classes d’équivalences, ensemble quotient

Définition

Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence R . Soit = € E, on définit la classe

de x :
z=Cl(z)={y € E/yRz}

Théoréme

2 classes distinctes sont soient égales soient disjointes :

V(z,y) e B2, =jouzNy=1

Ensemble quotient

L’ensemble des classes d’équivalences s’appelle I’ensemble quotient, noté :

E

R

Remarque : on peut définir une relation d’équivalence sur chaque partition

Etude de cas particulier

Soit n € Nx, on note I’ensemble quotient de la relation congruences modulo n sur Z est
noté :

On note card(:%) =n

Preuve : ng € 7Z, par division euclidienne :

Mg,r)eZx[|0n—1]|/no=gn+r=ng €T
rr' €[|0n—1],F=r" =r=1

Théoréme de Lagrange (HP)

Soit (G, ) et H un sous-groupe de G, G fini et R la relation d’équivalence sur G :
TRy axlye He3he Holy=he 3h € Hy =xh
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1.1. RELATION D’EQUIVALENCE CHAPITRE 1. ALGEBRE GENERALE

Il vient : z = {ah/h € H} = zH

Or: ¢ ° H — zH

x = zh

est surjective et par définition de xH est injective car x est inversible.
On a donc : card(zH) = card(%)card(H)

Il vient le corollaire suivant : si G est un groupe fini et H un sous-groupe de G, alors :
card(H) | card(G)

Par conséquent un groupe de cardinal premier admet deux sous-groupe : e et lui méme

1.1.3 Relation compatible avec une loi

Soit. (E,*) un magma et R une relation d’équivalence. On souhaite définir une loi * sur £

telle que :
T*xY=T*yY
Pour ce faire il faut que si & = 2’ et § = ¢’ alors T*xy = 2’ *y’ , il y a indépendance du

représentant choisit

Définition

On dit que * est compatible avec R si et seulement si :

V(x,2',y,y") € B4 2R’ et yRy' = x * yRa' * o/

Dans ce cas on peut définir la loi quotient sur % TxY=T XY

Théoréme

Si * posséde un neutre e alors la loi quotient a pour neutre &

Si x est associative (resp. commutative) alors la loi quotient l’est aussi

Si x est inversible pour * alors =1 = 77!

Si (E,*) est un groupe alors (£ ,*) I’est aussi

Cas de Z
nz

On peut munir % d’une loi de groupe notée + pour :
T+y=x+y
0 est le neutre

—I=—-x=n—2
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CHAPITRE 1. ALGEBRE GENERALE 1.2. STRUCTURE DE GROUPES

Exemple :

o= o+
= OO
O DN = =
O NN

1.2 Structure de groupes

1.2.1 Morphismes de groupes

Définition

Soient (G,-) et (G',*) deux groupes. On dit qu’une application ¢ de G dans G’ est un
(homo)morphisme de groupe si :

V(z,y) € G2, p(z - y) = p(x) * p(y)

Dans ce cas : p(e) =€’ et Vo € G, p(z71) = ¢(x)

Preuve : p(e-e) = ¢(e) et p(e-e) = p(e)? = p(e) = e
p(z-a7l) = p(@) xpa™") et p(a-271) = p(e) = ¢

Exemples
n ="
P(n1 +ng) = 2a™MF2 =™ g™ = p(ny) - p(n2)
In : Ri,x) — (R,+)
x —  In(z)
In(zy) = In(z) + In(y)

g P (RE,4+) — (C*,x)
' 0 —  exp(if)

1. reGet v

4. L’identité est un morphisme de groupe

5. Le morphisme trivial qui envoie tous les éléments sur le neutre est un morphisme de groupe

Isomorphismes

Ce sont des morphismes bijectifs de (G,-) dans (G’,*). Dans ce cas I'application réci-
proque est aussi un morphisme de groupes. On dit que G et G’ sont isomorphes, un isomor-
phisme transporte fidélement la structure de G sur celle de G’, ils ont les mémes propriétés

Preuve :

V(') € G2, f(f™ (x xy)) = = ()« fOfNY) = FUFN) = )
fetant bijective : f~1(z' xy') = fﬁl(fcl) * f7H(Y')
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1.2. STRUCTURE DE GROUPES CHAPITRE 1. ALGEBRE GENERALE

Exemples

L In: (R%, x) — (R, +) est bijectif, c’est un isomorphisme de groupe
2. Sa réciproque exp : (R, +) — (R, x) est aussi un isomorphisme de groupe

3. Soit {e; a; b} un groupe a 3 éléments, montrons que si (G, -) est un groupe , Vg € G 4 i : gC;
est bijective. Dans une table de groupe, chaque élément apparait une et une seule fois dans
*lelal|b
chaque ligne et chaque colonne : elejalb
ala|b|e
b|b|le|a

est la seule loi possible, tout les groupes & 3 éléments sont isomorphes & nZ—Z

Image et Image réciproque d’un morphisme

Soit f : G — G’ un morphisme de groupe

1. Soit H un sous-groupe de G alors f(H) est un sous-groupe de G’

2. Soit H’ un sous-groupe de G’ alors f~(H’) est un sous-groupe de G

3. Lorsque H=G, f(G) est un sous-groupe de G’ appelé image de f noté Im(f) :
f est surjective & Im(f) =G’

4. Lorsque H' = {e}, f~'({e}) = {z € G/f(x) = €'} est un sous-groupe de G, appelé
noyau de f, noté Ker(f).

f est injective < Ker(f) = {e}

Preuve :
l.eeH=¢=f(e)eH
Soit (2',y') € f(H)? : I(x,y) € H?,

o )T = @) s fy) T = f) s fyh) = fleyTh) € f(H)
f(H) est un sous-groupe de G’
2. fle)=¢ € H' = e f1(H'),soit (x,y) € fH(H)? flay™") = f2) = f(y) "' € H'
f~1(H') est un sous-groupe de G
3. Si f est injective : x € Ker(f) = f(x) =€ = f(z) = f(e) =z =¢

Ker(f) ={e}
Si Ker(f) ={e}: (z,y) € G?
f@)=fly) & f@)fly ' =e
& flay ) =e
s oy l=e
&S =y

f est injective
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CHAPITRE 1. ALGEBRE GENERALE 1.2. STRUCTURE DE GROUPES

Remarque

Si f est un morphisme de groupes quelconque. Soit (71, r2) € G?
flx1) = f(ze2) & xlxgl € Ker(f) e xl_lxg € Ker(f)
Si la loi de G est notée + :

f(z1) = f(z2) © 21 — 29 € Ker(f) & xo = 21 + Ker(f)

Décomposition canonique d’un morphisme (HP)

Soit f : (G,:) — (G’,*) est un morphisme de groupes. La relation d’équivalence R
définie sur G par :

Y(z,y) € G?, 2Ry & f(x) = f(y) © zy~ ' € Ker(f)

Cette relation d’équivalence est compatible avec la loi - . On peut alors munir ’ensemble
quotient, noté %(f) d’une structure de groupe. De plus, ’application

I Kef(f) = Im(f)
T = f(@)=f()
e

est bien définie et est un isomorphisme de Rer(p) SUr I m(f)

Preuve : soit (x,2’,y,y') € Ci“ny et 'Ry’ on a : zyRz'y’
Soit (z,2') € G?, telle que T = 2’ alors f(z) = f(2'), on peut donc définir :

f(Z) = f(z) indépendamment du représentant choisi
De plus soit (z,y) € G? :
f@9)=FfT9) = flz-y) = f(z)« fly) = [@) = [(7)
f est un morphisme de %(f) dans I'm(f)

f est surjective, car on réduit ’ensemble d’arrivée & ’ensemble des images

f est injective car :

Ve e G,T € Ker(f) & f(@)=¢
& flo)=¢
& zeKer(f)=¢€
& T=¢€
Ker(f) = {e}
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1.2. STRUCTURE DE GROUPES CHAPITRE 1. ALGEBRE GENERALE

1.2.2 Sous-groupes, groupes engendrés par une partie

Définition

Soit (G, -) un groupe, une partie H de G est un sous-groupe si et seulement si :
1. HCG

2.e€e H

3. V(z,y) € H>,zy ' € H

Alors H est un groupe. De plus toute intersection de sous-groupe de G est un sous-groupe
de G

ASoit Hy, Hy deux sous-groupes de G, tel que Hy ¢ Hy et Hy ¢ Hy. Soit alors x € Hy \ Hs
ety € Hoy \ Hi.
Si Hy U Hs était un sous-groupe de G, on aurait :

xye HHUHs = xy€ Hy,zy € Hy
= x:(my)y_leHg

Ce qui est absurde

Sous-groupe engendré

Soit (G, -) un groupe, A une partie quelconque de G. On appelle sous-groupe engendré
par A et on notre gr(A), Uintersection de tous les sous-groupes de G contenant A, on a :

gr(A) est un sous-groupe de G, contenant A
Tout sous-groupe de G contenant A contient gr(A)

Cette propriété caractérise gr(A), le plus petit (au sens de l'inclusion) sous-groupe de G
contenant A. On dit que A est génératrice de G si et seulement si gr(A) = G

Exemples

1. gr(@) = {e}, intersection de tous les sous-groupes de G

2. A est un sous-groupe de de G < gr(A) = A

3. Soit x € G, gr(A) ={a"/n € Z}

f 7 - G
n = z"

{z™/n € Z} = Im(f) est un sous-groupe de G, il contient x.

Soit H un sous-groupe de G contenant x, la loi - étant interne alors Vn € Z,2™ € H donc
{z"/n€Z} C H,dou :

Preuve : est un morphisme de groupe

gr(A) = {z"/n € Z}

Remarque
Généralement on vérifie que :

gr(A) = {a5*...ai" /n € N, (a1, ...,an) € A" e € {—1;1}
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CHAPITRE 1. ALGEBRE GENERALE 1.2. STRUCTURE DE GROUPES

Dans o, ’'ensemble des transpositions est générateur
Dans le groupe des isométries du plan, ’ensemble des symétries orthogonales par rapport & une
droite est générateur

1.2.3 Groupes monogeénes, groupes cycliques

Définitions

Un groupe monogéne est engendré par un seul élément, :
G ={2"/n € Z} ou {nz/n € Z}

Un groupe cyclique est monogeéne et fini

Exemples
1. (Z,+) = gr{1} est monogene
2. (Z,4) = gr{1} est cyclique

3. Tout sous-groupe de (Z, +) est monogene. En effet, soit H un sous-groupe de (Z,+) alors
H =nZ = gr{n}

Théoréme de structure

7
. n est un mor-

Soit G = gr{z} un groupe monogeéne,l’application : : o

phisme de groupe injectif.

Ker(f) est un sous-groupe de Z,3n € N, Ker(f) = nZ

Si n=0 alors Ker(f) = {0}, f est un isomorphisme de (Z,+) dans (G, -) infini
— zZ

(Y2 nZ —

Sin >0 alors L
k =

x(i alors card(G) = card(-Z) = n. On définit un isomor-

: z
phisme de ;7% dans G

Preuve : n=0 , Ker(f) = {0} et f est bijective : c’est un isomorphisme

n>0 : f est bien définie, car si k =k’ alors n | k — k' = k — k' € nZ = Ker(f))
Par conséquent f(k — k') = e = zF=F = ok =2k

Par construction f est surjective et c’est un morphisme car :

Enfin, Vk € Z, f(k) =e s f(k) =e= k=0
f est bijective
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1.2. STRUCTURE DE GROUPES CHAPITRE 1. ALGEBRE GENERALE

Exemples

2ikm

Soit n € N*, U, = {e**" /k € [|0;n — 1]]} = gr{e® "} C’est un groupe monogéne fini, il est
cyclique. On peut définir le morphisme :

Z
w : nZ — Un
2ik7

k = e

Ordre d’un élément

1. Soit G un groupe et z € G, si gr{z} est fini de cardinal n € N*, on dit que = est
d’ordre fini n, noté : w(x) = n, cette notation n’est pas universelle

2. Par définition x = min{k € N*/z* = e}. n est caractérisé par : Ker(f) = nZ, c’est &
dire :

Vk € Z,2* = e o nlk

Exemples

1. w(e) =1, e est le seul élément d’ordre 1
2. w((i,7)) = 2 car (i,§)? = id. En effet l'ordre divise 2 mais n’est pas 1 car ce n’est pas
Iidentité
3. Il en découle que l'ordre d’un p-cycle est p
4. Dans (O, o) une symétrie vectorielle orthogonale par rapport & une droite est d’ordre 2
5. Soit € R/Z ¢ Q. On considere Ry :
Vk€Z,(0)" =Rng =idene2nZe L eQ
Ce qui est absurde, donc cette rotation n’est pas d’ordre fini

6. Soit n € N* et m € Z, on recherche ’ordre de 7 dans %

keZkm=0 < km=0
< nlkm
< ni(nAm)lkmi(n Am), ng Amy =1

< nplkmy, Amp =1
D’apreés le théoréme de Gauss : nq |k, ainsi :

nAm

1l vient pour n=6 :

gr{2} = {0;2;4}
gr{3} = {03}
gr{4} = {0;4;2}
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CHAPITRE 1. ALGEBRE GENERALE 1.2. STRUCTURE DE GROUPES

7. (ENS) Soit G un groupe abélien fini, on définit 'exposant de G, m = \/ w(z)
zeG
Vo € G,w(x)|m donc ™ = e. Montrer que :

dxg € G/w(z) =m

Indication : on pourra considérer la décomposition en produit de facteurs premiers de m.
Définissons tout d’abord la valuation p-adique : v,(n) est 'exposant de p dans la décom-
position en produit de facteurs premiers de m :

n = Hp’/p(")
peP

On observe les propriétés suivantes :

alb & Vp € P, vp(a) < vp(b)
(@ b) = min(vy(a), vy (b))
ol b) = maz(v,(a), vy (b))
donc, v,(m) = mazgec(vp, (w(x)))
Elyi S G/l/pi (W(yl)) = q; et 3]@2 S N/w(kl) = p;’hkz
Posons : z; =y

neNzl=e & y?ki:e
= p?tkz|nkz

< piiin
Par conséquent w(z;) = p;*. Soit & = 1.z, :
nez"=e = ..z =e€
= xrfng'”pgT (z;...mﬁ)szwpf" =e
= xrfp?“‘pfr =e
= pltnpy?..por

= p7'|n,théoréme de Gauss
De méme pour les autres facteurs, d’ou :
m = p{t..pdr|n
Si m|n alors ™ = e car 2™ = e donc w(xz) = m. Ce résultats devient faux si G n’est pas

abélien, par exemple : o3

Théoréme

Soit G un groupe fini de cardinal n non nul et x € G :
1. w(x)|n

2. 2" =e
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1.2. STRUCTURE DE GROUPES CHAPITRE 1. ALGEBRE GENERALE

Preuve :
1. Découle du théoréme de Lagrange
2. w(x)n=2z"=e
Dans le cas out G est abélien on peut considérer :
Ty + G — G
T = Tox

a:onm:mZ}Hx

zeG z€G

Soit xg € G Papplication : est bijective :

xy =e

Exemple
Soit (U, x) et G un sous-groupe fini de cardinal n :

2" =1letcard(G)=n=GCU,=G=0,
En outre,les sous-groupes de U,, , H sont des sous-groupes de U fini :

dde N, H=0U,
d|n d’apreés le théoréme de Lagrange

Les sou-groupes de U,, sont donc cyclique de cardinal d|n . Tout groupe cyclique a n éléments
est isomorphe & U, : les sous-groupes d’un groupe cyclique sont cycliques.

Vd/d|n,3! un unique sous-groupe de cardinal ("ordre") d dans un groupe cyclique & n éléments

Dans nZ—Z I’unique sous-groupe & d éléments est :
gr{}

Théoréme

1. Soit x un élément d’ordre fini nm alors :
w(z™)=m
2. Soit f : G +— G’ un morphisme de groupes, on a :
Ve € G w(f(x))|w(x)

Si de plus f est injective alors w(f(z)) = w(zx)

Preuve :
1.

Soitk € Z, (z")* < 2"k =e¢
<  nm|nk
< mlk
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w(x™) =m

2. fav®) = ¢ & f(2)*@]e & w(f(@))w(z)
Si f est injective :

VEeZ, flx)f =¢ = f@ab)=¢

Il
S
Il
)

Exemple

. . . A VA
Combien y a-t-il de morphismes de g7 dans 77 7

Soit f un tel morphisme : il est entiérement déterminé par 1 :
vk € Z, f(k) = kf(T)
f(Q) € 5 = w(f(1))14 et w(f(1))|w(1) = 6 11 vient :

w(f(1)) =1 = f est le morphisme trivial
)=2=f1)=7

1.2.4 Groupe produit
Définition

Soit (Gi)ig[1;n)) une famille de groupe. On définit une loi produit sur Gy x ... X Gy, :

V((21;.320), (Y153 Un)) € (G1 X ... X Gp)?
(@15 52n) - (Y155 Yn) = (T1Y15 -3 TnYn)

Théoréme

Muni de cette loi, G; X ... X G, est un groupe, dit groupe produit.
Son neutre est : (e1;...;e,) et on a: (v1;..;2,) " = (72 h).

De plus si chacun des groupes G; est abélien, alors le groupe produit lest aussi.

Groupe de Klein

K=2LxZ

(0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)

(0,0) | (0,0) | (0,1) | (1,1) | (1,1)
(0,1) | (0,1) | (0,0) | (1,1) | (1,0) |C’est un groupe de cardinal 4 non isomorphe & %, tel que

(1,0) | (1,0) | (1,1) | (0,0) | (0,1)

(L,1) | (1,1) | (1,0) | (0,1) | (0,0)
chaque élément a son propre inverse. C’est le groupe qui laisse invariant la molécule d’éthyléne.
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1.2. STRUCTURE DE GROUPES CHAPITRE 1. ALGEBRE GENERALE

FIGURE 1.1 — Molécule d’éthyléne

1.2.5 Groupes de cardinal premier
Soit p € P, ou P désigne I’ensemble des nombres premiers. Tout groupe de cardinal p est

cyclique et isomorphe a p%

Preuve : z € G\ {e},w(x) # 1 et w(x)|p, donc :
w(z)=p
G = gr{z}
1.2.6 Groupe symétrique
Définition
Pour n > 2, on note (o,, o) le groupe symétrique, I’ensemble des permutations de [|1;n|] . Il

est non commutatif dés que n > 3.
Soit 0 € o et 1 € [|1;n]] :

Vk e N,o*(l) € [|1;n]]
di < j € [[1in]]?/o(l) = o7 (1)
dou, 097 (1) = 1,5 —i € [|1;n]]
On peut donc considérer m = min{k € N*/o*(1) = I}. Alors {l;0();...;c™ 1(I)} sont distincts
et 0™ (1) est appelé orbite de o .

Orbites sur o

Les orbites sur o sont les classes d’équivalence de la relation définie sur [|1;n|] par :

iRj < Ik € Z/j = " (i)

Exemple
Soit oo (12345 6 78910
OWPOULOECTI0:9= 15 6 7 4 9 10 8 3 1 2
Il vient :

o=(1 5 9)o(2 6 10)o(3 7 8)
On en déduit les orbites :

{1;5;9};{2;6;10}; {3; 7;8}; {4}
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CHAPITRE 1. ALGEBRE GENERALE 1.2. STRUCTURE DE GROUPES

Théoréme

Pour chaque orbite de cardinal m, o agit comme un cycle de longueur m. Rappelons qu’on
note (ai;...;a.,) le cycle tel que :

(al;...
(al;...

sam)(a;) =aip1sil <i<m-—1
;am)(am) =aj

VEk & {a1;..;an}, (ar; . 5am) (k) = k

Propriétés

1. Toute permutation peut se décomposer de maniére unique & 'ordre des facteurs prés

2. (ag;.;am) = (a1 a2) o (ag CL3> 0..0 (am_1 am)

3. Soit 0 € 0, , 00 (ay;...;am) 00t = (0(ay1);...;0(am)) , cette opération est la conju-

4. Deux m-cycles sont conjugués dans o,

en un produit de cycles & support disjoints

1

gaison

Preuve :

1. découle du théoréme des orbites

2. Vie[[in—1]],(a1 az)o(az ag)o..o(tmo1 am)(a;)=ais1

(a1 az) o (a2 ag)o..o(am-1 am)(am)=a1

Vk ¢ {a1;...;am}, (al ag) o (ag ag) 0..0 (am_l am) (k) =k

3. oo (ag;...;am) oo Y o(a;)) = oo (a;...;am)(a;) = o(aii1)

oo (ar;..;am) o0 Ho(am)) = o(ar)

go(ay;..;am)oo Y(k) =k, ke Z\ {ar;...;am}
1

4. co(ay;...;am)oo = o(ar) .. o(am) , il suffit de choisir o telle que : o(a;) = o(b;)

Remarques

1. Pour i € [|1;n]],0 = [i +1,i + 2] = o~1. 1l vient que I'on peut écrire toute transposition

comme produit de transpositions de la forme [k, k + 1]

L’ordre d’une permutation est le PPCM des longueurs des cycles qui interviennent dans la
décomposition (& supports disjoints)

1 est
Ty TTQ

. G — G
Généralement dans un groupe G, pour zq fixé, ’application : f RN
un automorphisme

V(z,y) € G?, f(ay) = xg ‘wyao = x5 wxg woyzo = f(2)f(y)

-1 .G - G
! _1 On dit que f est une conjugai-
T = ToxT

son, elle mesure le défaut de commutativité d’un groupe

Sa réciproque est ’application :
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Signature d’une permutation

Soit o € oy, on définit la signature :

1. (o) € {-1;1}
2. La signature est un morphisme de groupe surjectif

3. A, = Ker(c) = {0 € ,,/¢(0) = 1} est un sous-groupe de o, de cardinal %

Preuve : Lemme : soit A,, = {(i,5) € [|1;n]]?/i # j}.

o : A — A
L’application " ~ ' .. est bijective. En effet o* est bien définie car o est
bp (i,4) = (0(),0() !
—1\* .
injective, sa réciproque est : (=) (ZAZ) : (ail(i)Agfl(j))
) b

1. D’aprés le lemme, (o(j) — 0(i))1<i<j<n décrit exactement (j — 4)1<;<j<n au changement
de signe prés (i.e inversions) : il vient,
g(o) = (=1)™ ou m est le nombre d’inversions de o

2. Soit (o,0") € 02 :

o (0 00)(5) ~ (000)(i) o)~ (i)
o) = N —Zg=om <7
_ (000")(j) = (0 00")(i) o'(j) —o'(4)
N 1<g<n O RTIC I, 1<g<n j—i
L o)~ oli)
- el 1<ig/<n Jt=
= ¢(o') x g(o)
e(id) = +1
7 = [io; jo] = €(7) = —1 preuve par disjonction des cas sur ig et jo

3. Par décomposition canonique 7 est isomorphe a Im(e), d’aprés le théoréme de Lagrange :
card(o,) = card(Ay)card(F>-)

d’ott card(A,) = %
Une preuve ne faisant appel & aucun résultats hors programme consiste & étudier ’appli-

e S : N
" An_ et montrer que c’est un morphisme bijectif

cation :
T = XTI

1.2.7 Groupes et géométries

On s’intéresse a I’ensemble des isométries qui laissent globalement invariante une figure plane :
c’est un sous-groupe des isométries vectorielles du plan.
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Cercle

Toutes les isométries laissent le cercle invariant

Triangle équilatéral

Une telle symétrie réalise une permutation des points A, B et C. Il y en a au plus 6! = 3.
Ainsi ces isométries sont les symétrie orthogonales par rapport aux médianes, l'identité, et les
rotations d’angle %’T et %’r. Ce groupe est isomorphe a o3. La signature joue le role du déterminant.

C

Isométries du triangle

11 est impossible de réaliser des transpositions. On a deux symétries orthogonales par rapport
aux médiatrices, 'identité et la rotation d’angle w. C’est le groupe de Klein.
Isométries du polygone régulier

Pour les symétries, il suffit de connaitre I'image de A; de Ay, il y a donc n symétries ortho-
gonales possibles :

Si n est pair : il y a n/2 symétries orthogonales passant par les sommets opposés et n/2 passant
par les cotés opposés.
Si n est impair : il y a n symétries orthogonales issue des hauteurs

Les rotations sont déterminés par I'image de A; : il y en a n possibles :

2n(k —1)

'R,g(Al):Akéez "
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On obtient un groupe de cardinal 2n, appelé diédral D,, composé de n symétries orthogonales et
n rotations. Notons que I’ensemble des rotations est un sous-groupe (noyau du déterminant) de

cardinal n, cyclique.

o |

1.3 Anneaux et Corps

1.3.1 Définitions générales

Anneaux

On dit qu’un ensemble A muni de deux lois internes + et X est un anneau si et seulement
si:

1. (A, +) est un groupe abélien de neutre 04

2. Laloi x est associative, de neutre 14

3. x est distributive sur +
Si de plus x est commutative alors A est un anneau commutatif

Corps

Si de plus A est un anneaux dont tout les éléments de A\ {04} sont inversibles pour x
alors A est muni d’une structure de corps : c’est un anneau intégre

Exemples
1. (Z,+, %), (Mn(K),+, x) et (K[X],+, x) sont des anneaux commutatifs
2. Soit I un ensemble , F(I,K), Q, R, C et K(X) sont des corps
3. H le corps des quaternions est un corps non commutatif

Propriétés

1. 0 est absorbant pour X :
Vae A,ax0=0xa=0

2. On dit que a € A\ {0} est un diviseur de 0 si et seulement si :
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e A\{0}/axb=0oubxa=0
3. Lorsqu’il n’existe pas de diviseur de 0, on dit que A est intégre :
V(a,b) € A2,axb=0&a=00ub=0
4. On dit que A est régulier & droite (resp. & gauche) si et seulement si :
V(c,b) e A2,axb=axc=b=c

5. Groupes des inversibles : on note U ou A* ’ensembles des inversibles pour x, qui est
un groupe multiplicatif

Exemples
1. 2% = {—1;+1}
2. KIX]* =Ko \ {0}, résultat provenant de la théorie des degrés :
deg(AB) = deg(A) deg(B) < deg(A) = deg(B) =0

3. Les entiers de Gauss : Z[i] = {a + ib/(a,b) € Z*}. C’est le plus petit sous-anneaux de C
contenant i.

Z[i]* = {1; =1;4; —i}
4. Z[v2] = {a + bv2/(a,b) € Z?}. Démontrons une condition d’inversibilité :
(a+bV2)(d +V'V2) =1 < (a®—2b*)(a? —20?) =1
& a® -2 e {-1,1}

Régles de calculs dans un anneaux

Soit (a,b) € A% / ab=ba :

1.
n - N\ n—kpk
VneN, (a+b)" = (k>a b
k=0
2. .
Vn € Nya™ —b" = (a — b) z:a”*kbk*1
k=1
3.
2n+1
Vn € N7a2+1 + p2ntl — g2ntl _ (_b)2n+1 — (a + b) Z a2n+lfk(_b)k71
k=1
4.

n—1
1—a":1"—a"=(1—a)2ak
k=0

5. Si a est nilpotent , In € N/a™ = 0 alors 1 — a est inversible d’inverse
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1.3.2 Anneaux Quotient
Définition

Soit A un anneau et R une relation d’équivalence compatible avec + et x, on peut alors
munir % d’une structure d’anneau en définissant :

Y(a,b) € A%, a+b =

axb

ol
X +
S o

IS]

z
Cas de ;-
La relation = est compatible avec + et x :

V(x,y,2',y") € Z*, 2 = y[n] et 2’ = y'[n] alors :
z+y=a +y[n] et zy = z'y'[n]

On peut donc munir % d’une structure d’anneau

Morphismes d’anneaux

Soient A et B deux anneaux. On dit ¢ : A — B est un morphisme d’anneaux :

V(z,y) € A px+y) = o)+ o)
ol xy) = o) xey)

©(14) = 1p, bien que cette condition ne soit pas nécessaire

Exemples

L’identité et la conjugaison sont des morphismes de C dans C. Ce sont les seuls qui laissent R et
donc Z invariants. On ne notera que I'm(y) est un anneau

Décomposition canonique d’un morphisme d’anneau (HP)

Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux. La relation d’équivalence :
TRy < p(x) = (y) & (x —y) € Ker(p)
est compatible avec les lois + et x. On note ﬁ(@) I’anneau quotient correspondant :
[/ Ke.f(go) - Im(@
T = PT) = p(x)

est un isomorphisme d’anneaux

Preuve : ¢ étant un morphisme de groupes, R est compatible avec 4. De plus, on montre de
méme qu’elle est compatible avec x :
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V(z,y,2',y") € A% p(x) = p(z') et ¢(y) = (y’) donc
p(ry) = p()p(y) = p(@)e(y') = p(z'y’)

De plus @ est définie et est un morphisme de groupes. En outre :

V(z,y) € A%, B(zy) = p(ry) = p(2)¢(y) = p(x)p(y)
© est bien un morphisme d’anneaux

1.3.3 Anneaux produits

Définition

Soit A; une famille d’anneaux, on définit sur A; X ... x A, les lois produits :

V((a1;..;an), (b15.50n)) € (A1 X ... X Ay)?
(a1;.;an) + (b1;..50pn) = (a1 + b1s s an + by)
(ar;.-5an) X (b1;..;bn) = (a1b1;...; anby)

A; X ... x A, muni de ces lois est un anneau dit anneau-produit

Inversibles et neutres

Il faut que toutes les composantes soient inversibles. Dans ce cas, on inverse composante par
composante. Pour les éléments neutres :

(14,;.;14,) pour +
(04,;.-;04,) pour X

ACela ne marche pas pour les corps : R? n’est pas un corps pour la loi produit :
(1;0) x (0;1) = (0;0)

cet anneau n’est pas intégre, ce n’est pas un corps

1.3.4 L’anneau %

Définition

Soit n € N*, on a :

1. Y(I,m) € Z%Im = lm = Im
Z

2. V € Z, k est inversible pour x dans 77 si et seulement si k est générateur pour + , si
et seulement si k An =1

3.SipelP ,p% est un corps, noté I,

4. Sinon,
Z

nZ

n’est pas un corps, et (%, +, x) n’est pas intégre
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Preuve :
2

_ 7, _
de—.lk=1
enZ’

=~
m
Sl

k=1
Va € Z,alk = a € gr{k}

R

— Z
k est générateur de(—
est générateur e(nZ7 X))

- Z
Réciproquement ,k est générateur de (—Z, x) kAn=1
n
I(u,v) € Z% ku +nv =1

JueZku=1

A

— Z
k est inversible pour x dans—
nZ,

Sipe P,VE e [|l;p—1],pAk=1 = 3I(u,v) € Z* pu+kv=1
= JeZvk=1
=k est inversible

(p%;f—, X ) est un corps

4 Si p n’est premier, alors :

J(a,b) € [[in—1>,n=ab=ab=n=ab=0

Z ) CIPIEN 3
-7 D’est pas intégre, ce n’est pas un corps

Z

Exemple : =

Eléments |1 |2 |3 | 4 |5|6|7| 8 |9|10|11|12| 13|14 | 15| 16
Inverses | 1|96 |13 |7 |3 |5|15|2|12|14 |10 4 |11 | 8 | 16

Remarque

?=1& (x—1)(x+1) =04 x € {1;—1} par intégrité
. Z
Exemple ::5

7 X _

= {1;5;7; 11} est isomorphe au groupe de Klein

Groupes des inversibles

Soit p € P, (I}, x) est un groupe abélien fini & p — 1 éléments. Soit pour T € F;,w(Z) son
ordre : on sait que : w(Z)|p — 1. Soit
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d’aprés ce qui précede, mp|1.
Par ailleurs 3z € F /w(z¢) = m. Or :

VT e F,, 7" =1
Dans le corps commutatif Fy, le polynome X™ — 1 admet au plus m racines distinctes, il vient
que :
Fy = gr{Zo}, donc (F}, x) est cyclique

On montre ainsi que F;, est engendré par 3

Petit théoréme de Fermat, théoréme de Wilson

1. Petit théoréme de Fermat : p € P,a € Z ,

pta= a’~! =1[p
a? = alp)

2. Théoréme de Wilson : p e P < (p — 1)! = —1[p]

Preuve :
1. pta,a e (F;, x), ensemble & p — 1 éléments, on sait alors que :

=1

Deméme: pla=a’ =0=a’=a

neP(n-1)=J[z=m-=-11=-1
zEF;,
En effet les éléments étant deux a deux distincts de leur inverse, ils se compensent sauf pour
1 et —1. Une autre démonstration consiste & étudier le polynome X"~ ! — 1 qui s’annule
pour tout les élements de F, ce qui permet d’obtenir le résultat souhaité en évaluant en

0.Sin¢Palors (n—1)!=0

1.3.5 Indicatrice d’Euler et théoréme Chinois

Théoréme Chinois

Soit (n,m) € N* x N*/n A'm = 1, Papplication :

P

e

U
1
I

est un isomorphisme d’anneaux

e s
Preuve : Ker(p) ={k€Z/k = 0etk = 0} ={k € Z/nm|k} =nmZ
On sait alors que 'application @ canoniquement associée est un isomorphisme d’anneaux, ce qui

implique que : Im(p) = % X %
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Remarque

C’est le caractére surjectif de @ qui est intéressant ; le théoréme se reformule ainsi :

V(a,b) € 22,3k € [|0;mn — 1], (%, %) = (7. )
a = k[n] et b= k[m]

Corollaire

Soient (ny;...;n,) € N" V(i,5) € [|1;7]]%,i # j = n; Am; = 1, Papplication :
. Z YA Z

¥ ny...n.Z - n1Z X ><_>n Z
AN (k™. k™

N

S

est un isomorphisme d’anneaux.

Preuve : se fait par récurrence triviale sur n

Définition : indicatrice d’Euler

Soit n € N* :
p(n) =card{l <k <n/kAn=1}

C’est également le nombre d’inversibles de I’anneau nZ—Z et de générateur du méme groupe.

Ainsi :

o) [1]1][2]2[4]2

Théoréme

1. SipeP,Ya e N* o(p*) =p* —p® !, donc ¢(p) =p—1
2. SinAm=1,p(nm) = p(n)p(m)
3.

T T

n = ﬁpfiw(n) = —p ) =n]J00 - l_)

i=1 i=1

Preuve :
1. Soit m € [|1;p*]] :
mAp® # 1 plm < m e {kp/k € [|1;p*|]}
Iy a p*~! tel nombres, d’oi : o(p%) = p* — p>~1
2. Découle du théoréme chinois, on considérant les groupes des inversibles

3. On applique les deux résultats précédents
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Théoréme d’Euler - Mébius (HP)

Soit n € N*, on a :

n=> o(d)

d|n

Preuve : Dans (U, x) chaque élément posséde un ordre et un seul d|n, donc :

U, = J
d|n

éléments d’ordre d dans U,

Or z € U, est d’ordre d si et seulement si z¢ et w(z) = d si et seulement si gr{z} = Uy
Or il existe ¢(d) éléments d’ordre d dans (Ug, X) par isomorphisme, d’ou :

n = card(U,) = Z card(Ga) = Z ¢(d)

d|n d|n

Exemple

On se place dans Ug
x (L] lJj1]/2]-
w(z) |1 6 312|131 6
On a bien les résultats escomptés

Théoréme d’Euler

Soit n € N*,a € Z/aAn =1= a?™ = 1[n]

Preuve : a € %X or ce groupe est de cardinal ¢(n), donc a*™ = 1

Théoréme RSA

Soient p, ¢ € P distincts n = pq et ¢,d € N,ed = 1[p(n)],o(n) = (p—1)(¢ — 1)
vie L td=1¢

Preuve : Montrons que : V¢ € [|0;n — 1]], n[t°d —t < p[t°d —t et g|t°d — ¢t

plt =t =t =0[p] = plt? —t

pAt=1=tP"1 = 1[p|
cd=1[p(n)] = 3k €NJed =1+ kp(n) =1+ k(p—1)(g— 1) = td = t(tP= 1)L = ¢t[p]

p|ted —t , de méme pour q

z z z zZ
— L D= 5 = A~ o
Ainsi les applications : ! 7%-2 o ’ti% et 9 "{Z o % sont bijectives et

réciproques I'une de I'autre. Le principe des clefs publiques consistent & publier les valeurs de n
et ¢ : tout le monde peut effectuer f(codage). Seul celui qui connait p et q (donc ¢(n)) peut
évaluer d et décoder
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1.4 Arithmétique générale

1.4.1 1Idéal
Soit A un anneau et une partie I C A. Soit R, la relation bianaire définie su rA :
TRy x—yel

C’est une relation d’équivalence si et seulement si (I, +) est un sous-groupe additif de A. A quelle
conditions sur I, R est-elle compatible avec + et x ?
Soit (z,y,2',y’) € A*/axRy et 'Ry, alors :

J(a,b) € I?/a' =z +aety =y+b

4y =x+yta+b=a +yRa+y
'y =xy+ay+xb+ab,on a:

2ZyYRry s ay+ab+abel &Vaec ANVzelazel
Définition

Soit A un anneau, on dit que I C A est un idéal de A si et seulement si :

1. I est un sous-groupe de (A, +)
2. V(z,a) eI x A,za €l etar el

Exemples

1. {0} et {0} sont des idéaux

2. Soit A commutatif : Va € A,aAd = {ab/b € A} est un idéal, dit idéal principal engendré
par a.

3. Dans Z, les idéaux sont de la forme nZ
4. Dans Z?, (0,1)Z + (2,0)Z est un idéal

Propriétés

1. Toute intersection d’idéaux est un idéal. Pour une partie B C A on peut définir I’idéal
engendré par B comme l'intersection de tous les idéaux de A contenant 5

2. L’idéal engendré par a est a.A
3. Soit I un idéal de A
I=Aslelesdbe A bel

4. Si A est un corps alors ses seuls idéaux sont {0} et A

Preuve :

1. trivial
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2. aA est un idéal contenant a. Si I est un idéal contenant a alors I = aA
3. A=I=lecl=FcAbecl=Vac Aa=uluta)cl,Luc AX=A=1
4. Si A est un corps, soit I un idéal de A et a € I\ {0}, a est inversible, d’aprés 3), A=1T

Remarque

Dans un anneau non commutatif, on distingue deux types d’idéaux :

Les idéaux tout courts, bilatéres
Les idéaux & droite, les idéaux & gauche

Somme d’idéaux

Soit (A, +, x) un anneau et (Ix) une famille d’idéaux de A alors :

L4+ L= I={xi+..+z,/Vi € [Lin|],z; € I}
k=1

est I'idéal engendré par

Preuve :

Soit ((w1;..;n)s (Y153 Yn)) € (I1 X oo X I,)?

(@15 520) = W15 3Un) = (@1 = Y153 T —Yn) € D I
k=1

c’est donc un idéal contenant

Soit par ailleurs I un idéal contenant

par stabilité il vient :

V(l‘l;...;l‘n) el; x...x In,in elD Zlk
1=1 k=1
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Décomposition canonique d’un morphisme d’anneau

Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux :
1. Ker(y) est un idéal de A et Im(p) est un sous-anneau de B

-, A
0. (@p): 7 1 T o Imle)

_ est un isomorphisme d’anneaux
z — T =(x)

Preuve :
1. Ker(p) est un sous-groupe de (A, +) et ¥(z,a) € Ker(p) x A, p(za) = o(z)p(a) =0 =
p(x)
Ker(p) est un idéal de A

2. ﬁ(@ désigne I’anneau quotient de A par la relation d’équivalence :
Ry < (z —y) € Ker(p) & ¢(x) = ¢(y)

compatible avec + et x car Ker(y) est un idéal. On a vu par ailleurs que c’est un isomor-
phisme de groupes. En outre :

Y(x,y) € A%, 0(zy) = 2(Ty) = o(xy) = o(x)e(y) = 2(2)B()

P(la) = ¢(la) =15
© est un morphisme d’anneau

1.4.2 Divisibilité

Définitions

Soit A un anneau commutatif intégre
1. Soit (a,b) € A2, on dit que :

bla=Jce AJa=bcsa€bAs adC DA

c’est une relation réflexive et transitive
2. Soit (a,b) € (A\ {0})? on dit que

a et b sont associés < alb et bla < ad =bA < Fue A*/b=au
c’est une relation d’équivalence
3. On dit que a € A\ {0} est irréductible dans A si et seulement si :

(a) a n’est pas inversible

(b) 3(b,c) € A%/a = bc = I'un est inversible ('autre est donc associé & a)

Exemples

Dans Z, deux éléments sont associés si et seulement si |a| = |b|, a € Z* est irréductible si et
seulement |a| € P
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Remarques

a est inversible < aAd = A
a est irréductible < ad C A< [aA C a1 A= ey A= Aou gy A=aA

1.4.3 Anneaux principaux

Définition

On dit qu’un anneau A commutatif et intégre est principal si tout ses idéaux sont prin-
cipaux :

VI idéal de A,Ja € A/ =aA

Exemples

Z et K[X] sont principaux

Preuve : Soit I un idéal de K[X] :
— si I = {0} alors I =0 K[X]
— si I # {0} alors Py est unitaire et dans I, tel que
deg(Py) = min{deg(P)/P € I\ {0}}

Comme I est un idéal contenant Py : Py C K[X]
On effectue la division euclidienne de A € I par Py :

3(Q,R) € K[X]?/A = QPy + R, deg(R) < deg(Q)
R=A-QPycI=R=0
A= QP € PK[X]
Finalement : I = P)K[X]

PGCD et PPCM

Soit A un anneau principal et (ag;...;a,) € A"
1.

d = PGCD(ay;...;a,) = /\ < 0A = Z a; A & A est générateur de I'idéal Z a; A
i=1 i=1 i=1

On a: Vd e A,Vi € [[1;n]],d|a; < d|d

m = PPCM/ (ay;...;a,) = \/ a; & mA= m a; A < m est générateur de 'idéal \/ a;

i=1 i=1 i=1

Dans ce cas on a : Vb € A, Vi € [|1;n|]a;|b < m|b
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Preuve :
1.
Vi € [|1;n|ldla; < Vie€]l;n|la; A CdA
& O a; A CdA
o b
2.

Vi € [|1;nl]a;]b < Vie]l;n]]bAC a;A

< bAC m a; A
=1
< mlb

On remarque que A et V sont commutatifs et associatifs.
O est neutre pour A et absorbant pour V
Un inversible est absorbant pour A et neutre pour V

Eléments premiers entre eux

Soit (ay;...;an) € A",

1. ils sont premiers entre-eux dans leur ensemble si et seulement si: A a; =1
i=1

2. ils sont premiers entre-eux 2 & 2 si et seulement si : Vi # j,a; Aaj =1

3. (ai;...;a,) sont premiers entre eux dans leur ensemble alors ils sont premiers entre-eux
deux & deux. La réciproque est fausse

Théoréme de Bézout

Soit (ay;...;a,) € A", /"\ =1 & A= Xn:ai.A
i=1

i=1
n

& led aA
=1

< J(z1;..my) € A”,Zaixi =1
i=1

Dans Z et K[ X], on obtient des valeurs pour aAb = 1 des valeurs (x1; 22) telle que ax;+bxo =1
avec algorithme d’Euclide étendu
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Caractérisation du PGCD

Soit (a1;...;a,) € A™, 8§ = N\, a; alors 3(al;...;al) € A™/Vi € [|1;n]] :

I R /
a;=1 a; =dq;
1

n
1=

Preuve : si Vi € [|[1;n]],a;, =0=0=0
Vi e [ll;n|],a, =0
sinon : Jig € [|1;n|],a;, #0 =35 #0
Vi € [|1;n]], 3a} € A/a; = da)
Or:

0 € ZGZ.A = /= Zaibi/(bl; ,bn) e A"
i=1 i=1

i=1
= 1= Zn:a;b,-

=1

n
= /\ a; =1 d’aprés le théoréme de Bézout
i=1

Théroréme de Gauss

‘a|bcet a/\b=1:>a|c‘

Preuve :

I(u,v) € A2 Jau+bv=1 = acu+bcv=c
= alacu eta|bc

= alc

Cas des irréductibles

1.aAb=1=VY(n,m) e N> a" AND™ =1

2. Soient (p,q) € mA deux irréductibles non associés, on ap A g =1
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Preuve :

1. 3(u,v) € A%/au + bv = 1, d’aprés le formule du binome (anneaux commutatif) :
(cu+bv)" =1" < ,;J (Z) (au)"~*(bv)k =1

" /n
s a"u"+b v(aw)" * (o)1 =1
> () vtewr o)

&S d"U+bV =1
&S a"Ab=1

On applique ensuite ce résultat & a™ et b

2. Notons § = p A g, si ¢ est non inversible, comme p est irréductible et d|p, § est associé a p.
De méme pour ¢, donc p et g sont associés, absurde. Ainsi p A g =1

Théoréme de factorialité (HP)

Soit A un anneau principal. P, I’ensemble des irréductibles de A et Py C P, Vp €
P, Apy € Py associé a p. On U ’ensemble des inversibles . On a :

VaeA* ey, ’ P P = N a=u [
p = vla) =3

Preuve :

Existence Soit a € A*, supposons que a n’est pas décomposable, e, particulier a n’est pas
inversible et on peut écrire a = bc ol ni b ni ¢ n’est inversible. Parmi b et ¢ I'un des deux n’est
pas décomposable, notons ag = a et a; € {b; c} non décomposable : a1|ag = a9 A C a1.A car ils ne
sont pas associés. Par récurrence, on peut construire (a,)nen/Vn € N, a,, n’est pas décomposable
et apn A ¢ any1 A

Notons I = (J,cny@nA,0 € I. V(2,y) € I?,3(n,m) € N?/z € a,A et y € a,A. Supposons
n > m, comme a, A C apA. (z,y) € (@, A> = 2 —y €ap A C I Soitenfinbe Aetz el
In € N/z € a,A. Ainsi I est un idéal de A, or A est principal :

Jae A/l =aA

En particulier :
Ing € N/ € ap, A

On a
I=aACan, AT ap,+1ACI

absurde
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Unicité Supposons a = u[[ cp, pr(@ =y [Lep, pre(a). Sl existe py € Po/vp(a) # pp(a) 1l

vient par intégrité :
upgpo (@)—pipy (a) H pl/p(a) - H pup(a)

PEP\po PEPo\Po

D’aprés le théoréme de Gauss :

ol H pHe (@

PEP,\po

ce qui absurde car Vp € Py, po Ap =1, donc Vp € Py, pip(a) = vp(a) par intégrité u = v

1.4.4 Cas de K[X]

Soit K un corps commutatif, les inversibles de K[X] sont les polynomes constants non nuls

P e K[X],P =aPy/a € K, Py est unitaire

P € K[X] est irréductible < deg(P) > 1,3(Py, P,) € K[X]?/P = P, Py, {deg(P;); deg(Ps)} # {0;deg(P)}

Théorémes
1. Tout polynome de degré 1 est irréductible su K[X]
2. Tout polynome de degré > 2 irréductible sur K n’a pas de racines sur K
3. Si deg(P) € {2;3} et si P n’a pas de racines sur K alors il est irréductible sur K[X]
4. Soit P irréductible sur K[X] et Q € K[X] {0}, deg(Q) < deg(P) = QAP =1

Preuve :

1. deg(P) =1 et si P = P, P, alors deg(Py) + deg(P2) = 1, alors I'un des deux est de degré
nul

2. Sideg(P) > 2, si a € K est racine de P, on peut écrire : P(X) = (X —a)Q(X), deg(Q) > 1
donc P n’est pas irréductible

deg(Py) < deg(P)

3. Si deg(P) € {2;3} et si P n’a pas de racine sur K , si P = P1P2/{ des(P,) < des(P)
2

{deg(P1);deg(P2)} = {1;1} ou{1;2}

P; ou P; est de degré 1 donc admet une racine sur K , contradiction.
Cela devient faux si deg(P) > 4, (X2 +1)? n’a pas de racines sur R mais n’est pas irréduc-
tible sur R

B deg(A) = 0 ou
4. Notons A = PAQ,A|P = { deg(A) = deg(P)

A|Q = deg(A) < deg(Q) < deg(P) , deg(A)=0=PAQ =1
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Exemples

X3—2 = (X —V2)(X - V2j)(X - ¥25?), suC
= (X —V2)(X?+ V2X + V1), swR
= X3-2

X3 — 2 est irréductible sur Q, mais pas sur R ou C, car /2 est irrationel

Théoréme d’Alembert Gauss

1. Tout polynéme non constant sur C[X] admet au moins une racine sur C

2. Soit P € C[X] non constant, on peut le décomposer de maniére unique en :

n

P(X) =~][(X - ay)

i=1

3. Les irréductibles sur R sont :
Inpx) = {aX +b/(a;b) € R} U {aX? +bX +c/A <0}

Relations coefficients-racines
Soit P € K[X] scindé sur K ,

n

P(X)=)Y a;X" =a, [[(X - )
=0

=1

VEk € [|0;n — 1]), ar = an(=1)" o, ()

1.5 Corps
1.5.1 Caractéristique
Définition

Soit L un corps, on dit que K C L est un sous-corps de L si et seulement si :

1.0et 1 €K
2. V(z;y) e K2 x —yet zy €K
3. vzeK 2zl eK
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Exemple

Soit Q[V/2] = {a + b¥/2 + cV/2/(a;b;¢) € Q3}. Clest un sous-anneau de Q de dimension finie
engendré par (1; V/2; v/4). Considérons : ! Q[j/ﬁ] : Qx[ef] ,il vient : f € £(Q[V/2]) or
Ker(f) = {0}, f est injective en dimension finie donc bijective : ’

Jzy € Q[V2)/xor =1 & 2 = 25"
C’est un sous-corps de Q

Remarque : si K est un sous-corps de L, alors on peut considérer que L est un K espace vectoriel

Caractéristique (HP)

v 7 — 7
n +— nlg

noyau est un idéal de Z, de la forme ngZ : ng est la caractéristique de K :

Soit ng = 0

Soit ng # 0 = ng € P et Im(¢) est un sous-corps de K isomorphe a

Soit K un corps, 'application est un morphisme d’anneaux. Son

Z
noZ

Preuve : ng # 0 et si ng = niny on a :
nolg = Og & (nllK)(TLQlK) =0k & n0|n1 ou no|n2

Il vient que p € P, la décomposition canonique de 1 nous assure alors que ’on a un isomorphisme
d’anneaux, donc de corps car nglP entre #ZZ et Im(v). Ainsi la caractéristique de plz est p

1.5.2 Corps fini (HP)

Soit I un corps fini (donc commutatif), K un sous-corps de L. I est muni d’une structure
de K espace vectoriel de dimension finie . Soit (e1;...;€,) une K-base de L, alors l’applica-

(\ .K.)\ ) : ZnL)‘ . UE L(K™ L) est un isomorphisme. Par bijectivité :
1520y An i=1 "\ict

card(L) = card(K)™ Plus précisement :

. U
tion :

v - Z = L

k — k‘l]L
Z étant infini et L fini , donc Ker(v) est un idéal fini de Z : Ip € P, Ker(y)) = pZ,p = car(L).
Im(w)) est un sous-corps de IL isomorphe & p%. 1l vient :

’ In € N*/card(L) = card(Im(y))" = p" ‘

1.5.3 Morphisme de Frobenius (HP)

Soit K un corps commutatif / car(K) = p € P, alors ’application :

est un morphisme de corps

Preuve :

L ¢Y(zy) = (zy)? = 2Py? = ()Y (y)
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2. (1) =17 =1
3.

p—1
n
zty)=(z+yP =a"+y" + > ()x’“ p—k
Y(E+y) = (z+y) yk:1ky

par définition de la caractéristique : Va € K, pa = 0. En outre p € P,1 < k < p,p|k!(}) et
pAk!=1, dapres le théoréme de Gauss : p|(}), ce qui implique :

(x+y) =a"+y" = () +¥(y)
Dans F, (z + 1)? = 2 4+ 1? on en déduit petit fermat par récurrence.

1.6 Algébre

1.6.1 Définition

Structure d’algébre

Soit K un corps et (A, +, x) un ensemble muni de 2 lois interne + et x et d’une loi
externe : K x A — A. On dit A est une K algébre si et seulement si :

1. (A, +, X) est un anneau
2. (A, +,-) est un K espace-vectoriel
3. V(\,a,b) € K x A%, A\a x b) = (Aa) x b=a x (\b)

Exemples

1. Si K C L est muni d’une structure naturelle de K algébre
K[X] est une K-algébre commutative
M, (K) est une K-algebre non commutative

Si E est un K-espace vectoriel alors (L(E), +,0,-) est une K-algebre

CU R N

Soit I un ensemble quelconque (K!, +, x,-) est une K-algébre

Sous-algébres

Soit A une K-algebre, B C A est une sous-algébre de A si et seulement si :

1. B est un sous-anneau de A

2. B est un sous-espace vectoriel
3.0eBetleB

4. Y(z,y,\) e 2xK Az +yecBetxxyechB

Toute intersection de sous-algébres est une sous-algébre. Soit X une partie quelconque de
A, on appelle sous-algeébre de A engendrée par X, I'intersection de toutes les sou-algébres de A
contenant X
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Morphismes d’algébres

Soit A et A’ deux K-algebres, on appelle morphisme d’algébre, toute application ¢ : A —
A’ qui est un morphisme d’anneaux et de K espaces vectoriels :

1. Y(z,y,A\) € A2 x Ko(Az + 1) = Xo(z) + ¢(y)
2. p(zy) = (z)p(y)
3. 0(1)=1

Ker(p) est un idéal et un sous-espace vectoriel de A. Im(p) est une sous-algebre de A’

1.6.2 Sous-algébre engendrée par un élément (HP)

Soit A une K algébre commutative et a € A. Soit
P(X)=> a; X' €K[X]
i=0

On définit : .
P(a) = Zaiai €A
i=0

v, KX —» A
P ~ P(a)

Im(p,) = {P(a)/P € K[X]} = Vectx[a*]ren = K|a] est la sous-algébre de A engendrée par

a

Ker(1,) est un idéal de K[X] : soit il est réduit & {0}, ), est injective la famille (a*)zen est

libre et K[a] est isomorphe & K[X], dim(K[a]) = +00

Ker(i,) # {0}, c’est un idéal de K[X],3!Py € K[X] unitaire non nul tel que Ker(y,) =

PyK[X] : Py est le polynéme minimal de a : VP € K[X], P(a) =0 < Py|P

deg(Py) = n = (1;a;...;a" 1) est une base de K[a] et dimg(K[a]) =n < +o00

L’application est un morphisme d’algébres

Preuve : ¢,(1) =1

V(w,y,A) € KX x K, P(X) =Y ap X*,Q(X) =) ppX*
keN keN

AP+ Q) = Y (Aaa® + Bra”)

keN

= )\Zakak + Zﬁkak

keN keN
— AP(a) + Qo)
= Awa(P) + %(Q)
Ya(PQ) =Y wad /Vk eNye = > i, Bi,d

keN i1+ia=k
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Ya(P)a(Q) = (D ai,a™)( ) Bi,a®)

i1 EN i2€EN

= Z( Z ai16i2)ak

keN i1+io=k

= Z%ak

keN
= %(PQ)

I'm(1,) est une sous-algébre contenant a = X (a). D’autre part B une sous-algébre de A contenant
a, par stabilité pour x,1 € B,Vk € N,a* € B, par combinaison linéaire : VP € K[X], P(a) € B
donc K[a] C B

K][a] est la sous-algébre engendrée par a

Ker(¢,) = {0}, soit n € N,y € K

Z ara® =0, P(X Z ap Xk
P(a)=0= P € Ker(¢,)
P=0=VYkel[l0;n|]],ar =0
La famille (ay) est libre
Ker(y,) # {0} = 3Py € K[z] unitaire/ Ker(y,) = PoK[X]. Soit

ak/Zaka =0,P(X Zaka

k=0

P(a) = 0 = P|Py, ainsi (1;a;...;a" 1) est libre. Par ailleurs soit A € K[X], par division eucli-
dienne par Py, A = QP + R/ deg( )<n-1

A(a) = Q(a)Py(a) + R(a) = R(a) € Vectk][l, ...,a" "]

, donc la famille (1;a;...;a" ') est génératrice de K[a]

Cas ou A =1L est un sur-corps de K

Soit a € L, ou bien VP € K[X]*,P(a) # 0, on dit que a est transcendant sur K ,
dimg (K[a]) = 4+o00
Ou bien : 3P € K[X]*, P(a) = 0, on dit que a est algébrique sur K
Dans ce cas, soit Py son polyndéme minimal :

a est irréductible sur K = Py irréductible sur K = Kla| est un corps

Par ailleurs, @ irréductible unitaire sur K annulateur de a, alors Q = Py

Preuve : Supposons que 3(Py, P5) € K[X]/Py = P, P»

Py(a) = Pi(a)Py(a) = Pi(a)P2(a)=0
= Pi(a) =0 ouPy(a) =0,L est un corps
= P()‘Pl OuP0|P2
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i € {1;2}/Py|P; ils sont associés, Py est irréductible sur K. D’autre part, soit zo € Kla]* et :
U Kia] : ]qujc] f € L(K[a]), injective car Ker(f) = {0} Comme dimg(Kla]) < 400, f
0
est bijective : 3z € K[a]/zoz = 1,2 = ;' € K[q]
Une autre méthode consiste a utiliser le théoréme de Bézout et le fait que deux polynémes
irréductibles qui se divisent sont associés.
Le degré d’algébricité est défini comme étant n = deg(Pp) = dimg (K[a])

Exemples

1. X2 —2 est irréductible qur Q[X], il annule v/2, qui est donc algébrique de degré 2 sur Q[X]
2. Tout les rationnels sont algébrique de degré 1 sur Q : X —a/a € Q7

3. )X3 — 2 est irréductible sur Q[X] et annule v/2, qui est donc algébrique de degré 3 :
(a,b,¢) € Q% a+bv/2cV/4 =0, soit P(X) =a+bX +cX? € Q[X],P(V2)=0
En considérant I = {A € Q[X]/A(¥/2) = 0, 3Py unitaire/] = PyQ[X], or X® —2 € I
irréductible donc :
X3 2lP=P=0=a=b=c=0

4. e et w sont transcendants

1.6.3 Théoréme de Liouville (HP)

Soit a € R algébrique sur Q de degré supérieur ou égal a 2. Soit Py € Q[X] irréductible unitaire
sur Q son polynome minimal. En multipliant par le PPCM des dénominateurs des coefficients
de Py, on obtient P; € Z[X] irréductible sur Q\ {P1 (o)} = 0. deg(P1) = deg(Py) =d > 2
Soit % € Q, Pl(g) = 0 car P; est irréductible sur Q de degré > 2.

Alors : qdpl(s) €Z" et [q"P1(E)] 2 1,1l vient :

1 P P
— < |P(5)|=|Pi(=) - Pi(a
=< IROI=1AE) - A)
Supposons £ € [a —1;+ 1], notons M = sup  [P'(2)| >0.Si P{ =0sur [a—La+1], P

r€[a—1;a+1]
est constant, impossible. Dans ce cas

d po_ P _ 1
qSM‘q O“élq alZqu

Si |§ —al>1> 2L en posant ¢ = min(1;

o ;R onac:

a est algébrique de degré d = Jc > O/VB €Qla— E| > %
q q p

Cas de V2

Soit g € Q, avec g € N*

_pi=1 _pl =120 1
V2 q|_q‘Q\/§ Pl=3 aV2+p  qlev2+p|
Or, [qv2+pl = Ip— qv2+2¢v2| < |p — qV2| + 2qV2 = |2 — V2| + 2¢V2

p_ _Pr 1
P2 <1=gv2+pl < (2V2+ 1g= [V2- 8| > T

V2 est mal approché par des rationnels
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Corollaire

Soit € R,JA > 0 et 3(g,) € N"Vn € N, g, > 2 et I(p,) € ZN

< A

= gn

0< |x— 2

n
dn

alors x est transcendant

Preuve : siz € Q,x = g/(p,q) € 7Z x N*
Vn € N,0 < |gnp — qpn| < 2y < 524

n—1 = n—1
qn 2

Alors ¢up — qpn € Z*,1 < |qnp — qpn| < 2;4—?1, ce qui est absurde lorsque n tend vers +oo
Si x était algébrique, d’apreés le théoréme de Liouville :

30>0/V26Q7‘a—£|2%
q q

p
_A
(gn)™
ce qui est absurde donc z est transcendant

ﬁﬁ‘xfa|§ :>O<C§q:l,7—d§2n7—d — 0

n—-+oo

Exemple

+oo
1
T = Z o = 0,1100010...

n=1
cette série converge car elle est majorée par la série & termes positifs géométrique de raison 0.1 .
R T — n 1
SOlt - 1ont — Zk:l 10k!

Pn =1 LA 1 1
=gl = 2 qom = 2 Tor = ey 2 Tor
k=n+1 k=1 k=0
10
9 x 10(n+1)!
10
9 x (10m)"

x est transcendant

1.7 Compléments

1.7.1 Sous-groupes additifs de R

Soit G' un sous-groupe de (R, +) avec G # {0}. Soit o = inf(G NRY :

a>0:a€ G et G=aZ est monogéne
a =0 : G est dense dans R

Preuve : cf cours de MPSI
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1.7.2 Applications
Théoréme

Soit @ € R\ Q alors Z + aZ est dense dans R
Preuve : G = Z + aZ est un sous-groupe de R engendré par a et 1. §’il existait o € R tel que
G = aZ alors 3(n,m) € (Z*)*/1 = na et a = ma, d’ott a = 2 € Q absurde
Corollaire

Soit a € R\ Q alors Z + aN est dense dans R est encore dense dans R

Exemples

1. Si 2 € R\ Q,Z+ £ N est dense dans R, donc 27Z + aN est dense dans R

2. Par continuité de sin et exp, il vient que {sin(na)/n € N} est dense dans [—1;1] et
{exp(ina)/n € N} est dense dans U

1.7.3 Polynémes de Tchebychev
Définitions, propriétés

Soit n € N,V0 € R, cos(nf) = Re((e?)") = Re((cos(8) + isin(6))")

cos(nf) = Z (2nk>(isin(ﬁ))%(cos(e))"_%

0<2k<n
On pose :
E(3) n
1,00 = Y (5 ) -
k=0

C’est 'unique polynome de C[X] vérifiant
V8 € R, T, (cos(8)) = cos(nd)

On a les propriétés suivantes :
deg(T,) =n

A(T,) = 271

T, € Z|X]

T, a la méme parité que n

Vo € [=1;1], T (x) = arccos(n cos(x))

S ok W

Les polynomes de Tchebychev vérifient la relation de récurrence :
VneNT,o=2XT,1 — T,

avecIp=1let Ty =X
7. T,0T, =T, o1, =Twmnm
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Polynémes de Tchebychev de seconde espéces

En dérivant, T,,(cos(d)) = cos(nd) :

sin(0)7;,(cos(9)) = —nsin(nf) = sin(nf) = Sinrfa)

T! (cos(6))
Si n est impair, T;, est impair, donc T, est pair et

sin(nf) = U, (sin(d)) € Z[X]
Si n est pair, T, est impair, donc :

sin(nd) = cos(0)V,,(sin(6))

Des calculs analogues & ceux réalisé pour les polynémes de premiéres espéces montrent que :

B(3) .
Uate) = 3 -0 (" ) o
k=0
Les racines du polynéme U, sont de la forme : a,(c”) = cos(5)

Les polynomes de Tchebychev de seconde espéce vérifient 1’équation différentielle suivante :
(1 - X*UM(X) - 3XU,(X)+n(n+2)Un(X)=0

En dérivant, on obtient les relations suivantes :
n? cos(nf) = cos(0)T7.(cos(h)) = sin(0)*T" (cos(8))

On obtient une équation différentielle vérifiée par les polynomes de Tchebychev :

(X2 - )T/ + XT, —n?T,, =0

En posant :
n
Tp=> arnX"
k=0
1l vient :
n—2

Z ((k(k—1)+k—n?)ag n—(k+1)(k+2)ag42.,) X" +((n—1)(n—2)4n—1-n?)a,_1 n X" +(n(n—1)+n—n?)a, , X’
k=0

d’ot ay, p = 271 et @n—1,n = 0, par parité. Par récurrence descendante :
n—1
Vk € HO§E(72 N @n—(2k41);m =0

E)H U ohom = (n—2k+1)...(n — 1)n x 2»~1
270 TTERE T (n = 2k)2 — n2)...((n — 2)2 — n2?)
W(I = _ (_1)kn!2n_1(n ke 1)!
K22 TR TR T G k) 22k (n — 1)!

VE € [|0; E(

Ak.n =
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0.5 —

08 06 04 02 — 02 04 08 o8

> 05

FIGURE 1.2 — Polynoémes de Tchebychev de premiére espéce
Propriétés analytiques

2k+ )7

) € = 11|

n—1
T,(X)=2""1 H(X — ) avec xp = cos(
k=0

Vo € [-1;1],|Ta(z)] <1
T,(z) =1« 3k € Z,x = cos(2T)
T, (z) = -1 < 3k € Z,x = cos(2Etlr)

n

Théoréme

Soit P € R,[X]/deg(P) = n,y(P) = 2"~}

sup |P(z)|=1<P=T,
z€[—1;1]

On pose y, = cos(E5, T, (yp) = (1), si [|P||oc < 1 alors Vz € [-1;1],|P(x)| < 1, car le sup est
atteint : deg(P —T,,) <n—1

¥p € [[0sn = 1], (P = To) (yp) (P = Tn) (yp1) = (P(yp) — (=1)")(P(yps1 — (=1)P1) <0

P — T, s’annule sur chaque ]y,;yp+1[,p € [|0;n — 1|], donc au moins n fois : nécessairement,
P —T, =0, ce qui est impossible car ||T,||cc =1

Si [|P|loc = 1,Vx € [-1;1],|P(z)| < 1,Vp € [|0;n — 1], (P — T0) (yp) (P — T0) (Yp41) < 0, P =T,
s’annule au moins une fois sur [y,; yYpt1]

Si P — 1T, s’annule en y,41 avec p < n — 2 et y, avec p > 1, points intérieurs & [—1;1] et
P'(yp) = T} (yp) = 0, extréma intérieur. En dénombrant les multiplicités, P — T, s’annule au
moins n fois: P—-T, =0=P =T,
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1.7.4 Produit de convolution
Définition
Soient f et g deux fonctions réelles ou complexes, on note f x g leur produit de convolution :
+o0 +oo
(Fro)@ = [ fa-tgld= [ rogla - s

— 0o — 00

Pour des suites (u,) et (v,) réelles ou complexes, on définit leur produit de convolution :

+oo +oo
(uxv), = Z Up—mUm = Z UmVn—m
m=—0oo m=—0o0
Propriétés
Les produits de convolution continu ou discret vérifient les propriétés suivantes :
1. Commutativité
2. Distributivité du produit de convolution sur ’addition
3. Associativité
4. Compatibilité avec les translations : on définit (7 f)(z) = f(x — h)
+oo
((rnf) * g)(x) = / fl@—t—"h)g(t)dt = (Tn(f * g))(x)

— 00

5. Intégration :

+oo +oo +oo
/ (f = g)(t)dt = ( / F(t)d)( / g(t)dt)

— 00 — 00 — 00

6. Dérivation : si f et g sont deux fonctions complexes dérivables,
(f*9) =frg=Ff*d

7. Si f et g sont paires alors (f * g) est paire
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2.1 Suites réelles et complexes

2.1.1 Rappels
Définitions

On dit qu'une suite (u,) € K~ converge vers | € K si et seulement si :

‘V5>O,3NEN/nZN:>\un—l|<E‘

95



2.1. SUITES REELLES ET COMPLEXES CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES

En d’autres termes : Ve > 0{n € N/|u, — | < €} est fini

lim w, =4+c0oeVAeRINeEN/n>N=u, > A

n—-+o0o

lim v, =—-c0o&VAeRINEN/n>N=u, <A

n—-+o0o

Suites adjacentes

Soient (a,) et (by,) deux suites réelles, on dit qu’elles sont adjacentes si et seulement si :
1. (ay) est croissante
2. (by,) est décroissante

3. lim a,—0b,=0
n—-+oo

alors a,, et b, convergent vers une méme limite

Exemples

1 N 1
k=0

1
VnEN,un+1—un = m>0
1 n 1 1
Uptl — Up = -
i n+1)! " (n+1)((n+1)! nxnl
_ nn+1)+n—(n+1)?
B n(n+1)(n +1)!
-1
= ——— <0
PSR
oy, =
T axnl

Les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes, on note e leur limite commune :
+oo 1
D5
k=0

Vn € N,u, < e <w, .Si e était rationnel : e = % cQ:

qlg < Bq! < glq+ ; < qlug + 1, absurde : e ¢ Q

n
1
0<E U =€ — Up < ——
= 4§ " T nxn!

n—1
1
VneN,u, = — —1In(n) et v, = —— +u,

k:lk n+1
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1 1 1
Upgl — Uy, = E—ln(n—i—l)—&—ln(n) = —ln(l—&—ﬁ)
1 1
n —Un = —F In(1 —
Unat Y n+1+n(+n+1)

Lemme : inégalité de convexité de In : Vz > —11In(z+1) < z, cette preuve découle immédiatement
d’une étude de fonction : f(z) =z — In(1 + ), d’on

1 1 1 1
Upy1 —Up = ——In(l4+-)>—-——=>0
n n n n
+1In(1+4 1 ) < 1 1
Unt1 = Un T n+l’ ~n+l n+1
Up —Up=— —> 0
n n—oo

On note v, la constante d’Euler leur limite commune. Notons qu’on a :

Up — v = o(1)

=1In(n) +~v+o(1)

T =

n
k=1

2.1.2 Suites extraites, valeurs d’adhérence

Définition

Soit u,, € KN et 0 : N — N strictement croissante telle que : Vn € N,o(n) > n. On dit
que (Uy(y)) est extraite de (uy,).
On dit que X est valeur d’adhérence de (u,,) si et seulement si :

N () — A

Exemples

1. (uz2n), (u2n+1) et (u,2) sont extraites de (uy)

2. 1 et —1 sont valeurs d’adhérence de (—1)™

Propriétés

1. lim u,=10l=Vo e NN,ug(n) —
n—-+400 n—o00

2. X est valeur d’adhérence de (u,) < Ve > 0,{n € N/|u,, — A| < &} est infini

3. Théoréme de Bolzano-Weierstrass : toute suite réelle ou complexe bornée admet au
moins une valeur d’adhérence
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Preuve :

2. Soit 0 € NN/ug(n) j) l
Ve >0,IN € N/n > N = |ugm) — 1] <€
alors, {o(n)/n > N} C {k € N/|uy — A| < e} est infini

1

Réciproquement : on va construire o par récurrence, tel que Vn € N, |uq(,) — A| < —l

Définissons : 0(0) = min{k € N/|up — A| < 1}
Soit n € N,0(0) < o(1) < ... < o(n) définie telle que :

1

~ A< ——
Vm € HO,TLH, ‘uo(n) | “n+1

Comme I'ensemble {k € N/|ug(x) — I| < 45} est infini, on peut définir :

o(n+1)=min{k € N/|up — A| < et k> o(n)}

n+2

On a bien défini la suite (uq(y)) extraite de (u,) par récurrence, tel que :

ngr—&{looua(n) =A

Remarque

Soit (u,) € RY, non méjorée alors +oco est valeur d’adhérence dans R
VA eR,3IN € N/u, > A
On peut construire o par récurrence telle que

Yn € Ny ugn) 2N = Ug(n) —> +00

n——+oo

Exemple

Soit « e R\ Q et 1, = % suite de rationnels qui converge vers . Montrons que

n

lim = lim =+o00
n~>+ooqn n~>+oo|pn|

Supposons que limite de (g, ) ne tende pas vers 400 :
JA>0/VYNeN,In>N,q, < A

donc {n € N/g, < A} est infini, on peut donc extraire (¢,(,)) telle que : Vn € N, g,y < A.
D’aprés le théoréeme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire (g,(,)) qui converge vers ¢ € R.
Notons que toute suite d’entiers relatifs qui converge est stationnaire a partir d’un certain rang :

donc g € N*. Or Vn € N, pu(n) = To(n)dp(n) — Qq. (Dy(n) est une suite convergente d’entiers
n—-+oo
relatifs stationnaire : ag € Z et a € Q, absurde : hI«E G¢n = +00. On en déduit le résultat
n—-+oo

souhaité
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Corollaire

Soit (u,) € KN une suite bornée, elle est convergente si et seulement si elle admet une
seule valeur d’adhérence

Preuve :si (u,) est convergente vers [, la seule valeur d’adhérence est [.
Réciproquement : soit [ la seule valeur d’adhérence de (u,). Soit € > 0. Supposons que {n €
N/|uy, — 1| > €} est infini. On peut donc extraire (uq(y)) telle que :

Vn €N, |ua(n) =l >e

(U (n)) est bornée car (u,) I'est, on peut extraire une suite (uy(y)) telle que (up(n)) WS v

VnEN,|u¢(n)—l|>5:\|l'fl|2€

absurde. Attention ceci est faux si la suite n’est pas bornée

2.1.3 Théoréme de Césaro (HP)

Soit (u,,) € KN qui converge vers | € KU {4o0; —oo} alors

1
li =1
nﬁufoon—‘r 1 ;uk

Preuve : [ € K, on pose

Soit

1 i e n—N+1 ¢
0,IN e N/VkE > N —l|<e= >Z\77§ D<o — TP 2
e>0, eENNE> N |jup —1l|<e=n> - 1k_N(uk )_2>< —— <3

Par ailleurs € > 0 étant fixé , N aussi :

N-1
ukfl l
n~>+ocn+ =
€
3N’ e N/n > N', —Nzlmk—ug5
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Vn € N/n > max(N,N'),|c, — 1| < ¢
l=+4o00:Soit A>0,AN e N,VE> N :up > 3A

1 A= " 1 = n—N+1
k=0 k=N k=0
1
Aet N étant fixés , IN' € N/Vn > N, 2=20EL > 3
1 = 1
AN"” € N/Vn > N"| up > =
nJrlk_O 2

Vn > max(N,N',N"), ¢, > A= ¢, —+> +00
n—-+oo

A\La réciproque est fausse : (—1)"

2.2 Séries numériques

Soient (uy,) et (v,) € KN dans toute cette partie

2.2.1 Généralités

Définition

On pose
vneN,S, = Z Uk
k=0

On appelle série de terme général u,, notée > u,, la suite (S,). On dit que > u,, converge si
et seulement si (S,,) converge , dans ce cas on note :

+oo
E up = lim S,
n—-+oo
k=0
—+oo
Ry=) up=S-25,
k=n

A\ On ne manipule jamais la notation ZZ:S uy, avant d’avoir prouvé ou supposé la convergence
de la série

Propriétés

1. > u, converge = u,, — 0 sinon on dit que la série est grossiérement divergente
n—+

o0

60 MP* B.Dufour—Jules



CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES 2.2. SERIES NUMERIQUES

2. > u, et > v, convergent alors :

—+oo —+oo —+oo
YAEKD (uk+ve) =A) up+ Y v
k=0 k=0 k=0

3. uy converge < Y (uny1 — U, converge

+oo
E Upt1 — Up = lim w, —ug
=0 n—-+oo

Preuve :
1. up, =85, — Sn_1 —+> 0, la réciproque, par exemple avec la série harmonique
n—-+0oo

Remarque

Pour calculer une série on détermine la limite des sommes partielles

Séries géométriques

z € C,> 2" converge < |z| < 1 alors

+oo 1

Zznzl—z

n=0

Exemple

Soit n >1
N

N 1
(71) _ _1\n n
Zn+1 = 7;( 1) Atdt
1 N
= /Z(—t)"dt
0 n=0

(=)

1—
- /7dt
o 1+t

1/ 4 \N+1
= 1n(2)—/0 %dt

1 (_t)N+1 ltN+1 1 1
|/ 7dt\§/ dtg/ VARRY | —
o L+t o 1+t 0 N+2

D’aprés le théoréme des gendarmes :

1 N1
—t
[,
0 1+t n—+o00
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+oo n
>
—nt 1
Nature et somme de > m Elle est convergente d’apreés le critére des séries de Riemann.
1 1 2
X2X+1) X 2X+1
Y |
N n;n@n—i—l) N ;2n+1
= 2(y+In(N) —In(2N +1) —v+o(1)) + 2
= 21 2 1
nn ) F2t el
—  2-2In(2)
n—-+oo
d’ott
+oo 1
——— =2-2In(2
;::1 n(2n+1) n(2)
A\Ne pas écrire
+o0 1

+oo1 +oo _9
Zn(2n+1) :;E_F;Qn—i-l

n=1

2.2.2 Séries a termes

Définition

positifs

Soit Y a, une série telle

dans ce cas :

En cas de divergence :

sommes partielles est croissante, elle converge si et seulement si elle est majorée. On écrit

que ¥n € N, a,, € R%. On dit que c’est une SATP. La suite des
+oo
Z ay < +00
n=1

“+o0
Zan = +0o0

n=1

Remarque

Les critéres spécifiques aux
rang

SATP restent valide lorsqu’il ne s’applique qu’a partir d’un certain
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Théoréme de comparaison

Soient Y ay, et Y b, deux SATP :

=0( Z b, converge = Z a, converge
Z a, diverge = Z b, diverge
ay ~ by, : Z an, converge <& Z b, converge

Remarque

an =0(b,) < 3IM >0,3N € N,Vn > Nla,| < M|b,|
an =o(b,) & Ve>0,aN € N,Vn > N, |a,| < €|by|
ap ~ b, & a, —b, =o0(by)

2.2.3 Comparaison série intégrale

Soit A € RT, f: [A; +00[— R, continue, positive, décroissante :
L VneN/n> A, f(n+1) < [M f(t)dt < f(n)
2. VneN/n> A w, = f(n) — fn+2 f()dt > 0la SATP > w, converge

n

3. > f(n) converge < (fn+2 f(#)dt)pen converge
>A

Preuve :
Lvtemn+1],f(n+1) < f(t) < f(n) & f(n+1) < [77 f(t)dt < f(n)

2. 0 <w, < f(n)— f(n+1) or (f(n)) est décroissante positive donc elle converge, donc la

somme télescopique aussi. Par comparaison ) w, converge
N+1

n_%) - % w3 / =S wes [ s

n=FE(A) n=FE(A) n=FE(A) E(4)

n+1

Critére de Riemann

Soit v € R

1
a>1= Z o converge
n>1

1
a<l= Z — diverge
nOl

n>1
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Séries de Bertrand (HP)
Soit, (a, ) € R? |

n>2

a<l,t=o(= h}(n)ﬁ) = O(qampme)s diverge

a>1:>0: m = O(5%), converge
B<0: = ln(n)ﬁ = O(nlﬂTa ), converge
a=1,4<0L = O(W), diverge
[ (25400 — R

B>0: 1

¢ = tin(t)?

/" dt _ - 1 In(t

o tln(t)s +1
= [In(In(#))]3

1
Z n®In(n)?

n>2

converge <~ «

Equivalents des restes des sommes partielles

Soit « €]1; 400], on pose :

1
Z n®In(n)?

t)1=An = Issifp>1

—> +osig=1

>loua=1let>1

+oo
1
((a) = ne
n=1
fonction zéta de Riemann. D’aprés le théoréme de comparaison : ! [t —i—oo[ : E
tOt
lar 11 1 1 1 1
Vn21—</ << — &5 —< ( )
n 0 n® — no n® ~ a—1n>1 (n+1)
+oo +oo —+oo
1 1 1 1 1
sy by Ll -y L
=, n” S oa—1no (n+ 1) =
1
= RN+1 < X Na-1 = Ry
& L ! <R < L
(a —1)No—1T ~ Na = N =" ) Ne-T
+o0

Soit « €]0; 1] avec la méme fonction :

1 1

Yn > 1 <
"= m+1)* " 11—«

[(n+1)"~

1oy L oo <N 1 e
S LS e S 22 T el
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d’ou

2.2.4 Regle de d’Alembert

Comparaison géométrique

Dans cette partie Y u, et > v, désignent des SATP
INN,Vn € N/n > N,u, > 0et v, >0et

Un4-1 S Un41
Un Un
> v, converge = > u, converge
> uy, diverge = > v, diverge

Preuve : u, < uy2= = O(v,)

UN

Théoréme

. Un41 *
On suppose de plus : T n_>—+>oo le Ry

Sil<1:> u, converge

Sil>1:> u, diverge

Sil =1 : on ne peut pas conclure en général, néanmoins si IN’ € N/Vn > N’ u;’—:l > 1
alors (uy) est croissante minorée par 1, elle ne tend pas vers 0 : Y u,, diverge grossiérement

Preuve: 1 >1,3N' € N/Vn > N’, % > 1 = Upt1 > Uy, alors (uy,) est croissante minorée
par 1, elle ne tend pas vers 0 : > u, diverge grossiérement
I <1,3N" e N/Vn > N", 2 < HTl, d’aprés le théoréme de comparaison géométrique :

1+1
(%)" = Up, Z'Un converge = Zun aussi

Exemples

P

Soit z € C,u, = %y
Siz#£0,¥n€Nu, >0et 2 = EL — ¢

n+1 n——+oo

g

=+ est absolument convergente, donc

D’aprés la régle de d’Alembert , Y u, converge donc >
elle converge. On définit :

+oco 4,
z
exp(z) = Z gl
n=0
_exp(z) Fexp(—2) w22

65 MP* B.Dufour—Jules



2.2. SERIES NUMERIQUES CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES

exp(iz) + exp(—iz) = n

cos(z) = ch(iz) = 2 = Z(_l)nTnl

too on41
exp(z) — exp(—z2) z
sh(z) = = Z —
2 (2n +1)!
=0
) sh(iz)  exp(iz) — exp(—iz) +o00 S2n+1
= = = s
AMeéme lorsque u, > 0, “*% ne converge pas forcement : { uu2” - 12
" o2nt1 =

Régle de Raab-Duhamel (HP)

On suppose qu’il existe « € R/““+1 =1-2+40(%), alors :

JKRY, uy, ~

> uy, converge < a > 1

Preuve : Montrons que u,,n® converge, ce qui équivaut a In(u,n®) converge dans R. On pose
v, = In(u,n®)

Up+1 , M+ 1
n —Un = 1 @
tr = = (e
Un+1 1
= 1 In(1+ —
n() +aln(1+ )
1 1 1
— 1 1—7 - S O(=
01— 24 0(5) +a(r +0(-)
o

= 2400 )+a+0(%>
= 0()

n2
La série télescopique Y v,41 — vy, est absolument convergente, donc elle converge. La série > vy,
converge , donc Y u,, aussi
Exemple

Nature de la série :

Z f[ 2—6%
n>2 k=2

Unt1 I 1 1 _ 1 1

D’aprés la régle de Raab-Duhamel, « = 1 donc ) u,, diverge. Une autre méthode consiste a
passer au In puis utiliser le critére de Riemann
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Formule de Stirling

n! ~ (ﬁ)” 2nm

e
Preuve : formons u, = 73!51"
Unt1  (n+ 1Den™ e L
= A S G I exp(l —nn(l+ —))
1 1 1
= exp(l — n(g ~ 9. + O(ﬁ))
1 1
= - O -y
exp(z- +0()
1 1
+ 2n + (n2)
up ~ Ky/n

D’aprés la régle de Raab-Duhamel :
Rappel sur les intégrales de Wallis :

I, = / sin(t)"dt > 0
0

Par intégration par parties : I,4o = %In
@p=D)(2p=3)..1 = _ (P! =
wep=2).2 T2 ) 7 2
< Inta <1

Il vient : I, =
De plus : 0 < [yo < Iy < I, = 0 < D222 T,

I
" 1= L~ I,

lim

n—+oo [,

g

2n

Soit W, = (Tl + 1)I7LI7L+1 , OIl & W7L+1 = (Tl + 2)I’IL+1I’!L+2 = (n + 1)InIn+1 =W, =Wy = g

On en déduit : W, ~nl?2 & I, ~

donc, Igp ~ /7~ = % -
(2p)! o T 1 /2
2(pl)> 2 K\p

d’ou K = /2w

Remarque
n! ~ (2)"v2nm = In(n!) = nln(n) — n+ % In(n) + In(v27) + o(1)

Vk € N, Ug (k) > 0
Vn € N\ o(N),u, =0

Séries lacunaires

Si {n € N/u, > 0} est infini, on peut extraire (u,,)) telle que {

> Up CONVErge < Y Uy (n) CONverge

MP* B.Dufour—Jules
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Preuve :
N a(N) +00

VNGNZug(k.) = Z Up < Zun
n=0 n=0

k=0 =

On peut étudier 2"+ — | € RY avec la régle de d’Alembert

Uo(n) n—+oo

Exemple
. . an, =0sin=0ou l[3] . n
Soit x € R%, { dgpin = 27 Etudier Y a,x
On pose N = N
P p — 3p+2
ug(n+1) _ J}zp+5 _ 2x3
ua‘(n) €T p+2

1 n

T < 5, > a,x™ converge
1 n J;

T > 5, > apz™ diverge

x = 3%/5, > anz™ diverge grossiérement

2.2.5 Sommation des relations de comparaison

Théoréme

Soient > a, et > b, deux SATP. On suppose a,, = O(b,,) (resp. o(b,), ~ by) :
1. > b, converge = > a, converge :

+o0 +oo +oo +oo
Z an:O( Z bn)(resp'o( Z bn)7N Z bn)

n=N-+1 n=N+1 n=N-+1 n=N+1

2. > a, diverge = > b, diverge :

N N N N
Z by, = O(Z an)( resp. O(Z an)v ~ Z an)
n=0 n=0 n=0 n=0

Preuve : > b, converge , si a,, = O(b,) alors
M > 0,3N € N,Vn > N,a, < Mb,
Ve, AN’ e N,Vn > N’ a,, < b,
Ve, AN" € N,Vn > N" |a,, — by| < eb,,

—+oo

+oo +oo +o0 +o0 +o00 +o00
Z an =M Z by, ( resp. Z an <€ Z by), ( resp.| Z an—bp| < Z |an—bn| <& Z bn,

n=N+1 n=N+1 n=N+1 n=N+1 n=N+1 n=N+1
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Si Y a, diverge , si a, = o(b,). Notons que Zg:o a, — +o00
N—+o00
Soit € > 0,AN’ € N,¥n > N, a, < 5

N N’ —1 N’'—1
OSZa Zan+ Zb <Zan+ Zb
n=0 n=0 n=N'

N’
€ étant fixé , N’ I'est aussi et hm M =0
n—-+o0o Zn O

donc ,
N'—1 c N
1 17
IN"” e N/VN > N", Z an§§an
n=0 n=0
Finalement :
N N
YN > max(N',N"),> an <> by,
n=0 n=0
Exemple
On sait que
n 1
£ =7+ () +o(1)
k=1
, On pose u, — In(n) Nt
Up —Upt1 = Hp—In(n)— Hyp1+In(n+1)
1
= In(1+-)-
n(l+-)— =
1 1 1 1 1
= _— —_ O _
n(1—|—%)+ 2n2+ (n3)
1 1 1 1 1 1
= —1-—-40(— - — 0]
(1= O0(5)) + — = 55 +0(-3)
1 1
= 5 tO0S)
1
2n?2

Etude des suites u, .1 = f(u,)

Soit ug €]0; 5[, Vn € Nuy 11 = sin(uy,). Etude et équivalent de u,
Vz € R, |sin(z)] < ||
Vn € N,u, € [O et 0 < wupy1 < u, donc u, converge, par continuité de sin :
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u, — 0
N—+oc0

Méthode générale : On se donne o € R qu’on fixera plus tard de sorte que , u5,; — u;, est un
équivalent simple

up = (sin(uy

«
« «@ . a—2 4o
un+1 —u, = 7gun + O(un )

Onfixea = -2: 51— — L =1+ 0(u?)

uz -3
D’aprés le théoréme de comparaison des sommes partielles :

-1
I
2 2 n

= Uk Uk 3 n

Un peu plus loin :

1 . -2 Ui’z U?z T\ —2
@:sm(un) = (un——G +—120+O(un))
1 2 ud
= — (1424 -24+0S8
u%( 3 gy O
1 u% 4
= wtats O

Par des arguments similaires et des simplifications, il vient :

3 3v3In(n)
R A I PETE

2.2.6 Séries de signe quelconque

Critére spécial des séries alternées

Soit Y a, une série alternée , on suppose :

1.a, — O
N—+oc0

2. (Jan|) décroit
Dans ce cas :
1. > a, converge
2. elle est du méme signe que ag et

—+oo
5 ap < ag
k=0

3. De plus le reste au rang n est du signe de a,, avec la majoration suivante : |R,| < |ay]
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Preuve : cf cours MPSI

Remarque

Le critére spécial s’applique encore si la décroissance de a,, n’est vérifiée qu’a partir d’un
certain rang, mais 2) ne s’applique plus

Exemples

Soit a € R,

1. Si a <0 : divergence grossiére
2. Si a>1: convergence (CDR)
3. Si a €]0;1[ : convergence (CSSA)

Notons que :
+oo +oo +oo
_ (_l)n _ 1 a 1 o
gl0) =3 o = 2 5)" — Mlgyy)” =ole) = ila)
pla) = 42

pla) +i(a) = ((a) = i(a) = {(a) — p(a) = i(a) = {(a)(1 — 2%)
d’ou g(a) = ¢(a)(ga=r — 1)
On peut prolonger la fonction ¢ dans 0; 1]

Séries de Bertrand alternées : (o, 3) € R? soit

>
= neIn(n)?
1. a < 0 : divergence grossiére

a=0et § <0 : divergence grossiére

a=0et > 0: convergence (CSSA)

- W N

a>0et 8 >0: convergence (CSSA)

o 25400 — R

5 a>0et f<0:on forme " o

—B—1

Vit € [25+ool, f(t) = (=5 — () ™ P

Cette fonction est donc décroissante a partir de xy = e%ﬁ, en appliquant le CSSA, il vient
que la série considérée converge

ALa régle de comparaisons des termes généraux ne s’applique lorsque le terme général change
de signe
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Protocole d’étude

Soit Y a, une série numérique :

1. On définit le genre de la série

2. Si le terme général ne tend par vers 0 : divergence grossiére

3. On examine la convergence absolue

4. On cherche a appliquer le CSSA si c’est une série alternée

5. On cherche a appliquer la régle de d’Alembert

6. On cherche a effectuer un développement asymptotique : on s’arréte lorsqu’on rencontre
un O(n%) avec o > 1 ou bien lorsqu’on rencontre un terme équivalent d’une série de
signe constant. On peut aussi a faire une décomposition en éléments simples

Exemple

. (="
Solt o € R,Un = m
Si o < 0 : divergence grossiére
Sia>1: |u,|~ -L convergence absolue

Si @]0;1] : la série est alternée, mais le CSSA ne s’applique pas

G o PN L S
w= = Ela- Bl o)
= L)

D’aprés le CDR, Y u,, converge pour o > %

2.3 Familles sommables

2.3.1 Dénombrabilité

Définition

On dit que deux ensembles A et B sont équipotents si et seulement si il existe une bijection
de A dans B
A est dénombrable si et seulement si il est équipotent & N. on peut écrire A = (ap)nen
comme une énumeération

Théoréme

A est fini ou dénombrable si et seulement si il existe une surjection de N dans A

Preuve :Si il existe f : N — A surjective, soit R définie sur N par 2Ry < f(z) = f(y).
En choisissant un représentant de chaque classe, on définit une bijection d’une partie de N dans

72 MP* B.Dufour—Jules



CHAPITRE 2. SERIES NUMERIQUES 2.3. FAMILLES SOMMABLES

A : si elle est finie, alors A est fini. Si elle est infini, on peut en construire une énumération
par récurrence (avec les minimum), donc A est dénombrable Réciproquement : si A est fini, soit
n = card(A), alors A est en bijection avec [|1;n]|], sinon A est dénombrable alors par définition
il est en bijection avec N

AParfois le mot dénombrable signifie en bijection avec une partie de N. On dit au plus dénom-
brable pour fini ou dénombrable

Exemples

1. Z est dénombrable

2. R n’est pas dénombrable : 1a diagonale de Cantor basée sur le développement propre décimal
des réels en fournit la preuve (cf cours de MPSI). On montre ainsi que [0;1] n’est pas
dénombrable

3. {0; 1} n’est pas dénombrable, on définit :

PRI (UB L [0;1]

(an) = ::g a;;1

f est surjective, on définit : a; = F(2x) € {0;1}
vn € Nya, = E(2" ) —ap2" ' — ... —a,_1
On vérifie que :

“+o0

Gn—1
> 5w =

n=1

Si {0; 1} était dénombrable alors [0; 1] le serait, ce qui est impossible

4. P(N) n’est pas dénombrable. En effet :
. 11N
X 7)1(41\0 : {O;(i} X est bijective

Théoréme

1. Si A et B sont finis ou dénombrables alors A x B est fini ou dénombrable
2. Si Ay;...; A, sont finis ou dénombrable alors A; x ... X A, est fini ou dénombrable

3. Une réunion finie ou dénombrable d’ensemble dénombrable ou fini ’est aussi

Preuve :

1. Soit (ay,) une énumeération de A et (b,,) une énumeération de B :

aop ai (079
bo | (@ao,bo) | (a1,bo) (@n, bo)
bi | (ao,b1) | (a1,b1) (an,b1)
bn (a07bn> (alabn) (an7bn)

On obtient ainsi une énumération de A x B

2. Par récurrence sur p
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3. Soit (A;,) une famille d’ensembles finis ou dénombrables. On peut énumérer A,, ,. On pose :

¢ : N? — UneNAn
(n,p) = Un,p

est surjective donc |,y An est fini ou dénombrable

Exemples

p ¢ ZxN* — Q
(pa) %

or Z x N* est dénombrable donc Q

2. Q le corps des nombres algébriques est dénombrable :
En effet : n € N

1. Q est dénombrable :

"2 Q! - ;@M[X]
(ag; .-;apn) Zk’:laka

est bijective, Q"*! est dénombrable donc Q,[X] I'est :
+o00

QIX] = | QulX]
n=0

est dénombrable. Comme n étant fixé, chaque polynoéme de Q,[X] a au plus n racines
distinctes sur C. On peut définir A,, = {z € C algébrique de deg < n}

@: U -Ap

PeQ[X]

. On vérifie que A,, est dénombrable et Q aussi

2.3.2 Familles sommables de réels positifs

Définition

Soit I un ensemble et (a;) € R% une famille de réels positifs, on dit que cette famille
sommable si et seulement si :

M > 0/¥J finie C I, a; < M

ieJ
On peut alors définir :
Sa= ap (Sa
icl J finiecr ;¢

Théoréme

Si ) ,crai < +ooalors {i € I/a; > 0} est finie ou dénombrable.
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Preuve : Soit n € N*, I,, = {i € I/a; > =} On a ainsi

{iGI/aiz%}: U

neN

S:ZaiER_i_

iel
On peut trouver J finie C I, /card(J) > n(S + 1) alors

Yoz @D
ieJ "

Par ailleurs si I est infini, posons :

absurde. Chaque I, est fini et {i € I/a; > 0} est dénombrable

Remarque

Ce résultat nous rameéne au cas ou I est dénombrable

Suite exhaustive de parties finies

Soit I dénombrable et .J,, une suite dite exhaustive de parties finies (SEPF) de I
1. Vne N, J, C Jp11
2.

Soit (a;) € RL, >, a; < +00 si et seulement si la suite

S

icdy
converge, dans ce cas :
E a; = lim E a;
c n——+00
el i€Jn

Preuve : Notons d’abord que Vn € N, J,, C J,11 et (a;) € Rfr , la suite (D;c; @i)nen est
croissante :
VnEN,ZaiSZai
= icl
, cette suite est croissante majorée donc elle converge et :
li < )
Jim > a<) a
= il
Réciproquement : si cette suite converge, notons M sa limite. Soit J finie C I, considérons :

Vi€ Jyn; € N/i € Jp, et n = max;es(n;)

Vie Jield,=JCJ,Iil vient :
IUED IEST
e ey
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Ainsi la famille est sommable et

lim E a; =M
n—-+oo
i€Jy,

Corollaire

Soit (i) est une énumération de I, on a :

Z a; < +oo & la SATP Z a;, converge
i€l neN

Dans ce cas :

“+o0
E ai:§ Qi
n=0

el

Preuve : On définit J,, = {io;...;in}. (J,) est une SEPF de I. On a

n
E a; = E ag,,
k=0

1€Jn

Remarque

Ce corollaire permet d’évaluer la somme totale indépendamment des énumérations

Exemple

Soit > a, une SATP, la famille (a,,) est sommable si et seulement si Z::B an < 400 0on a

alors
+oo
Y an=) an
n=0

neN

Commutativité généralisée

Soit (a;) € Ry sommable (i,) une énumération de I et o : N — N bijective

—+o0 —+o0
Z Qi = Z Qig(n)
n=0 n=0

Remarque

Si la SATP > a,, converge, pour toute permutation de o de N
+oo —+oo
D=2 o
n=0 n=0
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Exemples

Soit la famille (ﬁ)(n,m)ew?; on choisit

1 w1 &1 )
D DI 2D DY D D B
(n,m)eJ, n=1 m=1

Ceci établit la sommabilité de la famille

Sous-familles

1. Soit I dénombrable , (a;) € RL et I’ C I, on a

Zai Szai

iel’ el

ZaiéZai < 400

i€l iel’

En particulier

2. Si I’ et I" deux parties disjointes de I, on a :

Zai+zai: Z Szai

iel’ el iel’ul” i€l

3. Si (Iy;...;I,) sont p parties disjointes 2 & 2, alors :

dait o+ ai= Y aiézai

ieh i€l i€ehU...Ul, il

Preuve :

1. Soit J’ partie finie de I’ : J' C I’ C I donc

Zai Szai

i€J’ ieJ

et par définition (passage a la borne sup) :

Zai Szai

iel’ ieJ

2. Soit (J,,) une SEPF de I’ U I”, on forme une partition de J; et on passe a la limite

3. Par récurrence sur p
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Linéarité positive

Soient (a;) et (b;) deux familles de réels positifs , A € R :

> (Aai+b) =AY ai+> b

i€l icl i€l

Preuve : on prend une SEPF de I et on passe a la limite

Sommation par paquets

Soit I un ensemble dénombrable et (I) une partition de I, on pose :

U = E a;

i€l
+oo
D uk=) a
k=0 icl

De plus : (a;) est sommable < la SATP " u;, converge

Preuve : Soit N € N, d’aprés le théoréme précédant :

N

éukz(zai) = Z a; < Zai

k=0 i€l ieUN_, In i€l

d’ou par passage a la limite :

+oo
Z up < Z a;
k=0

i€l

Soit par ailleurs J partie finie de I , Vi € J,3k; € N/i € I comme J est finie, on pose
N = maxiej(ki). 11 vient,

N “+o0 N
Zai < Zuk < Zuk, carJ C U I,
icJ k=0 k=0 k=0
Ceci étant vraie pour toute les parties finie de J, on en déduit que :
+oo
D<) u
il k=0

D’ou I’égalité et I’équivalence entre sommabilité de (a;) et convergence de ), -, uy en résulte
AC’est cette méthode qu’on emploie pour monter la sommabilité d’une famille, en choisissant
une partition
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Exemple

((ﬁ)o‘))(mm)em a quelle condition sur « est-elle sommable ? Définissons pour k > 2, [, =
{(n,m) € N%/n+m = k},card(I}) = k — 1 ici,

1 k—1 1
w= ) mtm-1° (k-1 (k—1)°

(n,m)€ely,
, cette série converge si et seulement si a > 2 d’aprés le CDR, dans ce cas :

—+oo

1 1
D P M e

(n,m)eN*2

2.3.3 Familles sommables de réels ou de complexes
Probléme général

Soit K =R ou C, (a;) € K!, I dénombrable. Pour définir la sommabilité > a; on est amené
a considérer une SEPF (J,,) de I est étudier

. Le probléme est que si les (a;) ne sont pas tous positifs, cette limite peut dépendre de la SEPF
choisie : on peut écrire

1+-D)4+1+-1)+..+4(1+-1)=0
maisaussi: 14+ (-1+1)+(-1+1)+...+(-14+1)=1

En cas de convergence, on a pas commutativité généralisée : la somme peut dépendre de 1’énu-
mération choisie! On sait que

+oo k
-1
(k: )1 = In(2)
k=0 +
On peut écrire :
11 1 1 1 1 1 1 R | 1 1
l— - — )4 (c—=—= S - -
( 2 4)+( 6 8)+<5 10 12)+ kzzo(2k+1 4k +2 4k +4
BN N
B 24602k —1 2k +2
B In(2)
2
Fixons ¢ € N, la série
1
Uqg = Z 2 -
p>0,9#p
converge
1 1 1 1
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Pour Ne NN >q+1,

N qg—1 N

> et Y ey
p=0,p#q p=0 p=q+l =0
Pour
Moo 1 11 1. N-q 1 1
N > QQ’I,Z%W = 27q(HN_q — Hyyq— ot %) = ?q(ln(m —a o) =7 i
Sy =c@ - 2 =3

Fixons & présent p € N soit :

vp = E — —Up = E
“p? —¢?
q=
Enfin pour
1
N —
STD S p—
0<p,q<N

Cette famille n’est pas sommable

Définition
Rappelons que pour x € R, on définit :

2t = max(z,0) > 0
x~ = min(—z,0) >0

x>0,z =z,27 =0 x=at -2~
x<,zt=0,2" =z x| =2t -2~
Soit K = R ou C I dénombrable. On dir que (a;) € K! est sommable si et seulement si (]a;|) Uest

Théoréme

Si K = R alors (a;) est sommable si et seulement si (a;) et (a; ) le sont :
S Yat -
iel iel iel

Si K = C alors (ax) est sommable si et seulement (R(ay) et (Im(ay)) le sont :

Zak = ZRe(ak) —I—iZIm(ak)

kel kel kel
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Preuve : K =R si (a;) est sommable, Vi € I,

T <af T = la;

4 =0 o ] = (a]) et (a;’) sont sommables
a; < |a;]

Réciproquement : (|a;|) = (a)) + (a;)

(2
Dans le cas ot K = C on raisonne sur les parties réelles et imaginaires

Propriétés

1. Soit (I,) une SEPF de I, (a;) € K! sommable, on a

E a; = lim E a;
n—oo

i€l i€y
2. Soit (i) une énumeérations de I si (a;) est sommable alors
+oo
: a; = E ain
iel n=0

et si o une permutation de N

+o00 +o0
E :aio(n) = E :ain
n=0 n=0

commutativité généralisée

3. Si (a;) est sommable , VI' C J : (a;) lest aussi et si (I1;...; [x) sont des parties 2 & 2

disjoints de I :
Zal—i——i—Zal: Z a;

el i€l i€l U...UIg

Preuve :
1. K=R:

S S I WU o

i€Jp i€Jn i€Jn iel i€l i€l

2. On pose J,, = {ig;...;in} une SEPF de I. De plus si o est une permutation de N, (i, ()
est une énumération de 1

3. Par récurrence sur k

Remarque

+oo +oo —+oo
Z lan| < 400 = la famille est sommable et pour toute permutation decdeN Z Ao (n) = Z On,
n=0 n=0 n=0
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Linéarité

Soit (a;) et (b;) € K! sommables, alors A € K :
(Aa; +bi)ier
il il il

L’ensemble des familles sommables de K’ est un K-espace vectoriel

Preuve : On applique l'inégalité triangulaire, puis on choisit une SEPF de I, et on passe a la
limite

Sommation par paquets

Soient (a;) € K! sommable et (I;) une partition de I, posons :

U = E a;

i€ly
Ona:
+oo
Dai=) w
iel k=0
Preuve :
N
E U = E a;
k=0 i€l U...UL,
—+oo
lug| < E la;| = E |ug| est finie et converge absolument
icl k=0
De plus :

N
2 w=da = | > ol
k=0

i€l i€\{lo,....In}

< > adl
i€\{Io,....In}
N
= D lal =Y (O lail)
el k=0 i€Jy
— 0
n——+00
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Finalement :

+oo
D ai=D u
icl k=0
Remarque

Lorsqu’on établit la sommabilité de (a;), on choisit une SEPF (.J,) ou une partition (Ij)
de I et on vérifie que la suite (3_;c; [a;]) ou la série 3, (> ), |ai]) converge. Une fois la
sommabilité établie, pour calculer ), ; a;, on évalue : -

+oo
lim E aioug (E a;)
n—oo
i€ k=0 kel

2.3.4 Produit de Cauchy

Théoréme

1. Soit (a;) et (b;) deux familles sommables, alors (a;b;) est sommable et :

> aiby =0 a) x (O_by)

(i,§)€Ix T iel jed

2. Soit ) u, et ) v, deux séries réelles ou complexes absolument convergentes :

n
vnN, w, = g Uplg = E U Vp—k
p+qg=n k=0

La série ) w,, dite produit de Cauchy de ) u, et > v4, converge absolument :

+oo +oo +o00
> wn = up) x (3 va)
n=0 p=0 q=0

Preuve :
1. I xJ = (U;e {i} x J partition de I x J. On pose : pour i € I fixé :

ai =Y laib;| = lai] Y |bj| < 400

jeJ jeJ
S = Ylaal x Clby| < +oc
iel i€l jeJ

donc (a;b;) est sommable, d’aprés le théoréme de sommation par paquets :

Z aibj = Z(Z aibj) = Zai X ij

(i,5)€IxT iel jeJ iel jeJ
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2. (up) et (v,) sont sommables, donc (u,v,) aussi. On définit une partition de N? : I, =
{(p,q) € N*/p+ q = k}. Alors la série :

Q= Z |upl|vg|
ptg=n

converge , donc |wy| < ag, > wy converge absolument. De plus :

+oo “+ o0
DD v = D vy = Z% (v
k=0 p+q=k (p,q)EN? q=0

Exponentielle complexe

Soit (z,2’) € C? on sait que :

+00 2P
exp(z) = Z o
p=0
On pose
n k m—k
z z (z+2)
wn_zﬁx(nfk)! n!
k=0
Cette série converge absolument
400 2P 400 214
o4 4) = 3= (5 5 (3 5 = o) )
p=0 q=0 1’

Théoréme

exp : (C,4+) — (C*, x) est un morphisme de groupe

Preuve : Va € C,exp(z — z) = exp(0) = 1 = exp(z) X exp(—z) # 0
C’est un morphisme d’aprés ce qui précéde, on veérifie pour 6 € R, |exp(if)| = 1 car

too —i)en
expl(ié) = exp(—0) = Z % = exp(if)
n=0

puis que § — exp(if) est surjective de R — U

Enfin on écrit z € C*, 2z = pe’ = exp(In(p) + i6)

Notons que : Ker(exp) = 2inZ ALe résultat ne s’applique plus pour des séries
semi-convergentes :

Uu. = = 7(_1)71
n n Vvn+1
Ici :
Z (_1)q Z :
\/p-i- \/q+ \/k+1 Vn—k+1

pt+g=n

n

n
1 1
o] k:o\//f-i-l\/n—k—i—l k:0n+1

Ici le produit de Cauchy diverge grossiérement
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2.3.5 Théoréme de Fubini

Théoréme

Soit I et J dénombrable et (u; ;) € K!. On a :

(u;,5) est sommable < Z(Z |ui j|) < 400 ou Z(Z lui j]) < 400

iel jeJ jeJ iel
Dans ce cas :

Z Uij = ZZuH = ZZ“H

(i,9)EIXJT i€l jeJ jeJ iel

Preuve : On réalise une partition de I x J
ALorsqu’on intervertit les sommations, on vérifie d’abord la sommabilité, en étudiant la conver-
gence pour (|u; ;|). Puis on calcule une des deux a I’aide de I’autre. Si on n’a pas sommabilité,
on a pas le droit d’intervertir les sommations

Exemples

Monter que > ¢(n) — 1) converge et calculer sa somme. Etudions la sommabilité de ().

kn
Pour £ fixé, soit :

+o0o
111 1 11
ﬁk_;l?”_ﬁxl—%_k(k—l)_k—l_ﬁ

81, converge, c’est une série télescopique. D’ une part () est sommable et on peut intervertir
ge, P1q p A p
les sommations : Y ((n) —1

+oo +oo 1 +oo +oo 1 +oo 1 1
2(};kj)=;(2ﬁ)=;(m—%)zl

2.3.6 Produits infinis (HP)
Définition

Soit (u,,) une suite réelle, on lui associe le produit partiel :
n
Tp = H Uk
k=0

On dit que le produit infini [ ug converge si et seulement si (7,) converge, on pose alors :

+oo

H ur = lim m,
n—oo

k=0

Si (ug) est positive, on étudie :
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ce qui revient & ’étude d’une série numérique :

—+o0
lim In(m,) =0= H ug =0
+oo
lim In(m,) = 400 = H up, = +00
—+oo
HILH;O In(m,) =c= }H)Uk =ef

Réciproquement si (7,,) converge dans R*, on a : li_>m ﬂ;—:l =1
n o0

Ing € N/Vn > ng, u, > 0, on peut alors écrire, u,, = 1+¢,, lim e, =0
n—oo

Si (e,,) garde un signe constant In(u,) ~ &, donc > In(u,) converge < > &, converge

Sinon on développe In(1 +¢,) =&, — % + o(c})

Exemple

Soit p le k-iéme nombre premier :

—T, 1
1— = ko4
Pk

Soit

3
3

k=1 k=1

Ainsi ) pik converge si et seulement si (In(m,)) converge dans R

)=-3 ~In(1- —)

Yk € [|1;n]],Y —= prE converge par produit de Cauchy pour N > 1 fixé, la famille (W) est

sommable
1 = too
> e = (D ) X x (Y
(n1,...,nN)ENN Pr PN n1=0 P ny=

Elle contient Hy,, —1 qui diverge :

— t di
T S +00 € Z iverge
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2.3.7 Régle d’Abel (HP)

Transformation d’Abel

On se donne deux suites (a,,) et (b,) € CN.
. B, = ZZ:O b,
On pose : { ¥n € N*b, = B,, — By_1
On pose pour n =0,B_1 =0

n+p n-+p n+p n+p—1
E arby = E ar By, — E apBr_1 = E (ar — ak41)Bi + nipBryp — anBn_1
k=n k=n k=n k=n

Théoréme

On suppose que (a,) € RT_ est décroissante de limite nulle et :
dM >0/VneN,|B,| <M

Alors > agby converge et

+oo
Vn e N,| > aybi| < 2May,
k=n
Preuve :
D p—1
Vp € N* Zakbk = Z(ak — ak+1)Bk + apo
k=0 k=0
p—1 p—1
| > (ar — ars)Bil < M|Y - ar — arn
k=0 k=0
a, — 0
n——+o0o
+o00 +oo
Z agby = Z(ak —ag—1)By
k=0 k=0
De plus :
n+p n+p—1
Y(n,p) € N?,| Z apbi| < Z (ar — ag—1)Man+pM + anM < 2a, M
k=n k=n

A (ar — ag+1) By est absolument convergente, mais Y | aiby peut-étre semi-convergente !
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Exemples

Séries alternées avec b, = (—1)"

a € R\ 27Z, Y,

ina
€

no

Si « > 1 : convergence absolue

Si a €]0;1],a, = -2

Ainsi )

ina
€

no

b _eina
n =

no?

n—1
|eia| ~ |Zeiak|
k=0

k=0
|1 _ eian|
|1 — eie|
|2 sin(%e%|
= ia

|2isin()e? |
|sin(%)‘
sin(§)
M

|sin(3)]

<

converge, donc Y SIHTEZ“) et > Coil(;m) convergent
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Chapitre 3

Probabilités sur un univers
dénombrable
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3.1 Tribu,probabilités

3.1.1 Espaces probabilisés

Définition

Soit un ensemble €2 appelé univers, un ensemble de résultats. On note w
un résultat ou réalisation ou issu de I'expérience aléatoire un élément de
Q. On s’intéresse a certaines qualités de w c’est-a-dire & certaines parties
de Q. Une telle partie s’appelle un événement

&9



3.1. TRIBU,PROBABILITES CHAPITRE 3. PROBABILITES

Exemples

Q = {fleurs de la prairie}

w est une fleur (résultat)

Par exemple on peut considérer : A = { fleurs jaunes }

A est le complémentaire de A dans ) : c’est Pensemble des fleurs qui ne sont pas jaune

La roulette , Q = [|0; 36]]

A = { pair < 36 }

B = { impair < 36 }

C = { rouges }

Choisir un réel entre 0 et 1 et = [0;1]. Cela revient a choisir en binaire une suite
(ex) € {0; 1} et écrire :

Jets d’un dés a 6 faces n fois : Q = [|1;6/[]"
On jette une piéce de monnaie un certain nombre de fois, on s’arréte dés qu’on obtient pile :

n-1 fois

——
Q={(0;..;0;1) /n € N}

Définition d’une probabilité

) étant défini ainsi qu'un ensemble A de parties de 2. On veut définir pour A€ A , P(A)
probabilité de A, en terme d’expérience aléatoire :

P(A) mesure la probabilité que w € A

L’événement impossible est § € A et P(}) = 0
L’événement est certain est 2 € A et P(2) =1
On impose aussi :

AcA
A_ZEQ(A)EA

P(A) = 1- P(A)

Et autant que possible pour un ensemble I d’indices (4;) € A’ tel que :
AiNA;#0

UAa,ed

icl

P(U 4i) = 3. P(4) (1)
i€l icl
Dans le troisiéme exemple, on a envi de définir pour A € A,

Vi#q

PA) = [ xa@r

Avec ce postulat : Vz € [0;1] P({z})=0. Si on s’impose la condition précédente alors ,

VA€ A P(A)=> P({z})=0

TEA
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ce qui est absurde car P([0;1])
Si on ne s’impose pas (2 fini ou dénombrable et si on s'impose que

Ywe QPH{w})=0

Si (1) s’applique pour I non dénombrable :

Q) =) P({w}) =1

weN

On a vu sue {w € Q/p({w}) > 0} était alors dénombrable. On se raméne donc au cas ot I est
dénombrable. Par ailleurs sur [|0; 1/]N, on peut s’intéresser & 1’événement :

A={(ay) € {0;1}Y/3n € N/a,, =1}

On a envie d’avoir P({0}) = P(A)=0et P(A) = 1-P(4) =
Or A= |J A, réunion disjointe
keN

A = {(an) € {0;1}/ag = ... = a1 = 0 etay, = 1}
P(Ay) = %

+oo
U Ay) Z P(Ag)
k=0

keN

3.1.2 Tribus
Définition

Soit © un ensemble et A une famille de parties de 2. On dit que (2,.4) est un espace
probabilisable et que A est une tribu sur €2, ou encore que A est une o-algébre, si et seulement
si:

1.QcA

2. VAc A Ac A

3.V(A,) e AN J A, e A

neN
Les éléments de A s’appellent des événements

Exemples

1. A={Q;0}

2. AC QA= {QA; A0}

3. Si Q est fini ou dénombrable, A = P () est une tribu sur
4

. ©Q = [0;1], la plus petite tribu sur .4 comprenant les intervalles de [0; 1] s’appelle la tribu
des Boréliens de [0;1], elle est & la base de la théorie de la mesure et permet de définir
Iintégrale de Lebesgue
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Propriétés

Soit A une tribu sur  ,

1.
Vn € N,V(Ax) € A", | J A € A
k=0
2. .
V(An) € AN, (N Ane AetVneN, [ A, € A
neN k=0
3. V(A,B)e A2 A\Be A
Preuve :
1. 0 = Q € A, et on peut poser :
—+o0 n
vk > n‘*lan:::Q,LJ-Ak:: LJ.Ak cA
k=1 k=1
2.
(w Aﬂ = LJ ;Q;E-A
neN neN

3. A\B=ANBc A

Définition

Soit (£2,.4) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur .4, toute application :
P A — R+

A — P(A)
1. PQ) =1
2. V(A,) € AY deux & deux disjointes, on a la o-additivité dénombrable :

P(UAH):ZP(An)

neN neN

(Q, A,P) s’appelle un espace probabilisé

Remarque : on peut aussi rencontrer la notation : P

Exemple trivial

Soit A€ Q et A= {Q, A, A,0}. Soit p € [0;1], on pose :
P(Q) =1
P(A)=p
(4) = 1-p
®) =0

g

g
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Probabilité uniforme

Soit € fini, A = P () on définit la probabilité uniforme sur €2 :

P : P(Q) — R+
Ao P(A)= G

Loi géométrique

Soit p € [0;1], on pose ¢ = 1 — p. On veut modéliser ’expérience aléatoire suivante. On jette
une piéce avec la probabilité p d’obtenir pile et q d’obtenir face. On jette la piéce jusqu’a obtenir
face, alors on s’arréte : ici, on peut définir :

n-1 fois

—
Q={(0;..;1) /n € N*}

On pose : ‘P({(O; L0} = pn—lq‘
On prend A = P(Q2) et pour A € P(2)

P(A) =) P({w})

weA

+oo
PQ) =Y Plwh) = p"lg= 11— =1
n=1

weN p

De plus soit (4,) € P(Q)N deux & deux disjointes , d’aprés le théoréme de sommation par paquets

’
—+oo

P(JA) =Y PHoh=>(> P({w))

neN wEU, en An n=0 weA,

On dit que P suit la loi géométrique de paramétre p , notée G(p)

Loi binomiale

Soit p €]0; 1], soit I'expérience aléatoire suivante : on lance n fois une piéce avec une probabilité
p d’obtenir pile et ¢ = 1 — p d’obtenir face.
1 =[|0; 1|]™, on désigne par 0 I'’événement "pile" et 1 I’événement "face". Pour k € [|0;n|] quelle
est la probabilité pour obtenir k fois pile et n — k fois face 7 Un raisonnement de dénombrement

montre que c’est :
N\ k& n—k
(7)a

Comme on s’intéresse seulement au nombre de piles , ' = [|0; n|], on définit alors A = P(Q) ,

P({w}) = (R)p*q" ",k € [|0;n]]
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VA e P(),P(A) =) P({w})

wEA

PQ) = i (Z)pkq"’“ =(p+q"=1

On dit que P suit le loi binomiale de paramétres n, p , notée B(n,p)

Loi de Poisson

Donnons A > 0, on définit une suite de lois binomiale , B(n,p,) avec lim np, = A donc
n—oo

pn=2+0(L). Pour k fixé et n > k ,

R = (f )k pr

B n(n—l)...(n—k+1)(l_ o pk

- R P = pa)t
)\ke—)\

TR

Ou dit que P, suit une loi de Poisson de parameétre A, notée P(\), sur N :

Aee=A
k!

Vk € N, P({k}) =

“+o0 . “+o0 )\k . \
PIN) =Y P({k}) =Y =t xcd=1
k=0 k=0

La loi de Poisson est une limite (convergence en loi) de la loi binomiale. La loi de Poisson modélise
le nombre de succés d’un événement rare durant un laps de temps donné

Loi Hypergéomeétrique

Soit U un ensemble fini de cardinal N qu’on partitionne : U = Uy U Us avec card(U;) = Np
et card(Us) = N(1 —p) = Ng. Soit n < N fixé, pour k < n, on cherche la probabilité pour qu’en
choisissant n éléments de U, on en obtienne k£ dans U; et n — k dans Us
Q= Py(U), card(Q) = (})

P({k}) = () E%tkp))

P suit la loi géométrique notée H(N,n,p), c’est la loi des tirages sans remises
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Tableau de synthése des lois usuelles
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Vocabulaire

Soit (2, 4,P) un espace probabilisé
1. On dit que A € A est un événement presque sur si et seulement si P(A)=1

2. On dit que A€ A est un événement négligeable si et seulement si P(A)=0. On n’a pas
nécessairement A= ()

3. On dit que (A,B)€ A? sont deux événements incompatibles si et seulement si AN B =

4. On dit que (A4;)ier oit I est dénombrable est un systéme complet d’événements (SCE)
si et seulement si :

U4

icl

Vi#jA[ﬂAj:(Z)

=0

3.1.3 Propriétés

Définition

Probabilités Théorie des ensembles
Univers des possibles (2 Ensemble 2
Résultat possible w w e
Evénement aléatoire A AeA
A est réalisé weA
A=B AcCB
AetB ANB
AouB AUB
A est certain A=0Q
A est presque sur P(A) =1
A est impossible A=10
A est négligeable P(A) =0
A et B sont incompatibles ANB =19
Systéme complet d’événements Partition

Soit (2, A,P) un espace probabilisé :

1. P(0) =

2. Soit (A;) € A" deux & deux disjoints :

3. VA€ A, P(A) € [0;1], P(A) =1 — P(A)

4.

V(A,B) € A2, A C B = P(A) < P(B),P(B\ A) = P(B) — P(A) = P(B) — P(AN B)
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5. Soit (A,) € AY une suite croissante d’événements : Vn € N, A, C 4,1,

P(U Ap) = lim P(A,) =sup(P(4,))

n—r—+4o0o
neN neN

6. Soit (A,) € AY une suite décroissante d’événements :

P(() An) = lim P(Ay) = inf (P(4,))
neN
7. Soit (A,B)e A%, P(A UB) = P(A) + P(B) - P(A N B)
8. Soit (A,) € AV,
P(|J An) <> P(4y)

neN neN

Preuve : pour les preuves non indiquées : cf. cours de MPSI

4 SiACc Balors B=AU(B\A)et An(b\ A)=0.P(B) =P(A) + P(B\ 4) > P(A)

5Vn € N,P(4,) < P(A,+1) < 1 la suite croissante majorée (P(A,)) converge. De plus
Api1=(Any1 \ 4n) U A,

U 4n = [J(Ans1 \ 4n) U 4

neN neN

+oo
P(U An) = P(AO)+ZP(An+1\An)
neN k=0
= P(Ay)+ lim P(A,) — P(Ap)

n—-+oo

= lim P(4,)

n—-+oo

= sup(P(4,))
neN

6 (A,) est suite croissante d’événements
8 Par récurrence, en utilisant 7)

Formule de Poincaré

Soit (A;) € A™, on a :

n

P(OAi)zzn:P(Ai)— S P(ANA)+ > PANA;NAL)—..+(=1)" ' P([) 4)
i=1

i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n i=1
I'=[[1;n[]

PJA) =30 Y P4

i=1 k=1 JCI|J|=k ieJ
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Preuve : par récurrence sur n

Probabilité sur un ensemble dénombrable

Soit 2 dénombrable et (p,,).co € (Ry)® tel que > p,, = 1. Alors il existe une unique
weN
probabilité P sur la tribu P(Q) ,

P . P(Q) — R+
A = PQA)= X p
w€eA

C’est la seule probabilité sur P(f2) vérifiant Vw € Q, P({w}) = p.,

Preuve : On a bien P(Q) =3 .qpw =1
Si (4,) € P(Q)N, 2 a4 2 disjointes, par sommation par paquets :

+oo “+o0
P(UAn): Z pw:Z(pr):ZP(An)
neN weUnEN A, n=0 weA, n=0

P est bien une probabilité vérifiant la bonne propriété
Si P’ est une probabilité la vérifiant aussi alors :

VA€ P(Q),P'(A) =) p,=P(A)

wEA

Propriété

Soit I dénombrable et (A;) un SCE de €2, on a :

VA€ A P(A)=) P(ANA;)

i€l

Preuve : A est la réunion disjointe des (AN A4;)

3.2 Indépendance, probabilités conditionnelles

3.2.1 Indépendance

La notion physique d’événements indépendants signifie que ces deux événements n’influe pas
Pun sur 'autre. Par exemple, si on lance deux de suite un dé (ou deux dés en méme temps), les
événements liés au premier sont indépendant de ceux liés au second. En terme de probabilités,

on peut considérer :
Q=[1;6]> =91 x

muni de la probabilité uniforme
Soit A1 C Q4 etA’lel X Qo, Ay C Qo etA/2291XA2
OHaAllmAé:/hXAQ
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P(A} N A) =[5 = 1t % a2t = P(A7) x P(4)

Définition

Soit (£2,.A,P) un espace probabilisé. Soit (A;) € A, on dit que les événements (A;) sont
mutuellement indépendant si et seulement si :

vJ finie < I, P([) A:) = [] P(4)
ieJ icJ

Les événements (A;) sont deux & deux indépendants si et seulement :

(i, j) € I /i # j, P(A; N Aj) = P(A;) x P(A;)

L’indépendance mutuelle implique 'indépendance 2 & 2, la réciproque est fausse.
ASoient A et B deux événements si A et B sont incompatibles et P(A)>0 et P(B)>0

P(ANB) =P(®) =0 <P(A) P(B)
Par ailleurs si A = B et si P(A) €]0;1[%, P(A N B) = P(A) > P(A)?

Exemple
Soit n € N* et Q = [|1;n|] muni de la probabilité uniforme. Soit d un diviseur de n. Notons
Ag=dZNN
A n
P(Ad) = ||Qd‘| = % = é

Soient (dy;...;dy) k diviseurs de n premiers entre-eux deux a deux :

k
m Ad’i - AH?:I d;
i=1
Vi € [|1;k|], Vm € [|1;n]], dilm < dy...dg|m

k

1 k
P(Dl Ag)=P(Arpe ) = T i]:[lpmi)

Ce résultat s’applique & toute partie J C [|1;k[], P((;c; Ad,) = [Lic; P(Aq;), on en déduit que
les événements A,, sont indépendants

Soit n > 2, une famille posséde n enfants, on suppose que garcons et filles sont équiprobables.
On munit Q = {F; G} de la probabilité uniforme. F C Q, soit les événements :

A : "la famille F posséde des enfants des 2 sexes"
B : "la famille F posséde au moins n-1 garcons"

Al =2, A= {(F;...; F); (G;..:G)}

P(A) =1- 5t
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B = By U By, B; : "la famille posséde exactement i filles"
|Bo| = {Gs...; G} =1
|Bl| =n

|B| = |Bo| + |B1| =n+1
P(B) — ntl

on

ANB=B, = PANB) =2

1 1
n n—|—1

P(A)x P(B)=P(ANB) < on = om ( ~ o1
& 2"n=(2"-2)(n+1)
& n+l=2"1
& n=3

A et B sont indépendants si et seulement si n = 3

Théoréme

Si A et B sont deux événements indépendants, alors :

1. A et B sont indépendants

2. A et B sont indépendants

3. A et B sont indépendants
Ce résultats se généralise : (4;) € A! une famille d’événements indépendants. Soit [ = I;UI5,
une partition de I :

Viel,,B; = 42
Vi € I, B; = A;

Alors les (B;) sont indépendants

Preuve : On prend une partie J finie de I que ’on partitionne puis la démonstration est

analogue & celle vue en MPSI

Lemme de Borel-Cantelli (HP)

Soit (2,.A,P) un espace probabilisé. (A,,) une suite d’événements de A. Soit A = {w €
Q/{n € Nyw € A,} est infini }. Alors A€ A et :

1.
> P(Ay) < 400 = P(A) =0

neN

(A,,) sont indépendants ,Z P(A,)=+00=P(A) =1
neN
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Preuve: w € A& Vn e N, 3k > n/w € Ay, Ainsi :

A= m(U Ak)E.A

neN k>n

Notons : B,,+1 C B, donc :

P(A) = lim P(B,) = inf P(B,)

n—00 neN

1. On en déduit :

¥n € N,P(B,) < Y P(Ay) — 0
k>n

car c’est le reste d’une série convergente :

P(A) = lim P(B,) =0

n—-+o0o

2.Vk € N,—P(A) € [-1;0] et P(Ay) =1 — P(A) < exp(—P(Ag)). Fixons n € N, pour N > n,

on a:

N N
0< J] P(Ar) < exp(— Y P(Ay))
k=n k=n
N N
P(() A& =P(|J A)=1-P UAk )=1— P(Cy)
k=n k=n
CNCCN+1=> hm PCN U CN (U Ak)
N>n

— 7 1Y .
Or ngrfoo Zk » P(Ar) = 400, d’ott en reportant :

0<1-P(B,)<0= P(B,)=1= P(A) =

Exemples

1.

Soit un singe tapant indéfiniment sur un clavier d’ordinateur. Si la piéce Hamlet, comporte
N signes, sur un paquet de N signes, la probabilité pour que Hamlet apparaisse est de

%#N > 0. Soit pour n € N, I’événement A, :"la piéce Hamlet apparait entre les signes

nN+1 et N(n+1)". On munit N de la mesure de Lebesgue, équivalent de la probabilité
uniforme sur N. On a P(4,) = 52+ et les (A,) sont indépendants, >° %7 P(4,) = +oo, il

est presque sur que la piéce Hamlet apparaitra une infinité de fois.

1l n’existe pas de loi uniforme sur N, si on avait P sur N/3a > 0,Vn € N, P({n}) = « alors

=3 P(n) =1

neN

?

ce qui est impossible car si « = 0 alors la somme vaut 0 sinon elle diverge.
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3. Existe-t-il cependant une probabilité P sur N | telle que : Vn € N*, P(nN) = % Si ¢’était le
cas, soit pour p € P, A, = pN. Soit (p1;...;pr) € P¥ distincts :

k k k
1
i=1 i=1 | L

Or d’aprés le Lemme de Borel-Cantelli, P(A) = 1, ot A = {n € N/ n appartient & une
infinité de pN, posséde une infinité de facteurs premiers} = (J, ce qui est absurde, une telle
mesure de probabilité n’existe pas.

Calcul de ¢(n)
Soit n € N* et p(n) = card{k € [|1;n]]/k An =1}
On munit Q = [|1;n|] de la probabilité uniforme :
A _ pa), A= (ke unll/kAn=1)
, 'événement k A n = 1. Si les diviseurs premiers de n sont pq;...; p, distincts,
Vke[|llin],ke A & Vie[lir],kAp, =1
& VielLrpth
& Vie[[Lr|lk¢pZn[1;n]

d’ot, A = (N;_, A, or les (A,,) sont indépendants, donc les (4,,) aussi :

Ainsi :

3.2.2 Probabilités conditionnelles

Si deux événements A et B ne sont pas indépendants, la réalisation de I'un affecte la réalisation
de l'autre : si B est réalisé, la probabilité que A le soit aussi est modifiée. Dans le cas d’un ensemble
fini ©, muni de la probabilité uniforme, on veut définir la probabilité de A sachant B, qui n’est
plus un événement de 2 mais un événement de B :

_|ANB| _|ANB| 9] P(ANB)

Prd) =15 o “1B " BB

Définition

Soit (€2, A,P) un espace probabilisé et B€ A/P(B) # 0. On définit :

PB : ./4 — RJ’_

A~ PB(A):P;/?E?

C’est une probabilité sur 4, dite probabilité conditionnelle associée a B.

Preuve : cf cours de MPSI
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Exemples

Une famille posséde deux enfants (F et G équiprobables). Quelle est la probabilité pour que
le deuxiéme soit une fille sachant que le premier est un garcon ?
Q={(FF);F,G);(GF);(GG)}

B ={(G,G);(G,F)}
A= {ERGE)
P(ANB .
Pr(4) = Si57 = 05 00
Quelle est la probabilité sachant que 'un des deux est un gargon que ’autre soit une fille ?
B = {(GF);(F.G);(G,G)}
A = {(GF);(F.G);(F;F)}
ANB = {(GF);(F.G))

Piang) 05 2
Pp(4) = “hipy = 075 3

Formule d’inversions des causes

SiP(A) £0 et P(B) £0 :

P(ANB PA(B)xP(A
Py(A) = ;(B)): A(P)(;;)()

Lien avec I'indépendance

A et B sont indépendants si et seulement si Pg(A) = P(A) si et seulement si P4(B) = P(B)

Formule des probabilités composées

Soient (Aj;...; A,) € A", tel que P(A1N...NA,)>0,0na

n n—1 i+1
P(A)=PA < [[P.  ([)A4n
i=1 i=1 jQI Ai p=

Formule des probabilités totales, formule de Bayes

Soit (A;) un SCE dénombrable tel que : Vi € I, P(A4;) > 0, soit B € A :

P(B)=> P(BNA;)=> Pa,(B)x P(A)
el el
P(A;) x Pa,;(B)

- ZI Pa (B) x P(A;)

VJ (S I,PB(A]')
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Loi sans mémoire

Soit p €]0; 1] sur N*, G(p) la loi géométrique de paramétre p :

vn e N*, P({n}) = (1 —p)"~!p
V(k,n) € (N*)2, Prritoof([n + k; +o00]) = P([k 4 1; 400])

On dit que la loi géométrique est sans mémoire

[ntkitoo[nni+oo]) _ P([ntkitoo])

Preuve : Py, oof([n 4 k; +00[) = Ll

P([ni+oo]) = P(Initoo])
> -1
, 1—
Ve NP1 kool = (1 - py = P = 1 gy
= 1-(1-p)
donc, P toof([n + k; +o00]) = % =1 —p)*=P(k+1;+c)

Réciproquement, si une loi de probabilité vérifie cette propriété :

q = P([2;+o0)), P%?[Z;i;i[) =q

P([n; +oc[) = "1, par récurrence. Par passage au complémentaire, on obtient :
P([[t;nl]) =1=P(ln+ 1;+00]) =1 —¢"

P({n}) = P([[i;nl) = P(Lin+ 1) =1+¢" = 1-¢""" =¢""'(1—¢q)

C’est une loi géométrique

3.3 Variables aléatoires

3.3.1 Définition

Pour calculer des probabilités, on a besoin de 'existence d’un espace probabilisé (€2, .4,P).
Dans la réalité on n’a pas accés directement & (2, mais seulement a certaines grandeurs observables
qui sont définies sur 2. On défini alors une fonction sur  :

X : Q —- FE
w = X(w)

Généralement £ = N,Z,R,R% On cherche & transporter la probabilité définie sur © en une
probabilité Px définie sur F par :

Définition

Soit (€2, A) et (E, B) deux espaces probabilisable. On dit qu’une application X : Q@ — E
est une variable aléatoire si et seulement si :
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VBeB, X Y(B)e A

De plus si, (2, .4,P) est un espace probabilisé alors : Px

est une probabilité sur (E, B)

Preuve : analogue au cas fini étudié en MPSI

Exemples

On lance successivement 2 dés et on s’intéresse & la somme des chiffres obtenus, on peut
. a2
Q = [1;06]]

considérer = [|1; 6], muni de la probabilité uniforme et S ST
(4,4) = i+
1
Px({2}) =P((1;1)) = —
({2)) = P13 1) = o

Px({7}) = P({1;6}...{6;1}) = é

Soit €2 I’ensemble des fleurs d’une prairie, on s’intéresse au fait que la fleur est jaune ou ne 'est

X : Q - {0;1}
pas, on définit : w +— 1silafleur est jaune On parle de variable de Bernoulli
— 0 sinon

Notations

Soit X — E une variable aléatoire(va), on note pour B € B, "X € B" I'événement X ~1(B),
de Q :

P(X € B) = P(X~}(B)) = Px(B)
Soit x € E/{x} € B, on note, "X = " '’événement X ~*({z}), de sorte que :
P(X =z) = P(X~'({z}) = Px({x})
Si E=R,"X <z" est I'événement X ~1(] — oo;z]) :

P(X < x) = P(X7}(] - 00;2]))

3.3.2 Variables aléatoires discrétes

Définition

Soit (€2,.A) un espace probabilisable, E' un ensemble. On dit que X — E est une variable
aléatoire discréte (vad) si et seulement si :

1. X(9) est dénombrable
2. Vz e X(Q), X '{z}) e A
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Si de plus P est une probabilité sur (£2,.4), on définit la probabilité Px dite loi de la va X
sur (X(Q),P(X(Q))) par :

VB e P(X(Q)), Px(B) = Y P(X '({z})) = P(X € B)

reB

Preuve : on utilise le fait que (X ~'({z})) est un SCE sur

Remarque

On peut aussi définir :

VBEP(E),Px(B)= Y  P(X=1)<+o0
zeX(Q)NB

Composition des variables aléatoires

Soit (2,.A), (E,B) et (F,C) trois espaces probabilisables. Soit X : @ — Fet f: E — F
deux va. Alors f o X (notée f(X)) est une va. De plus, si X est une vad alors f(X) est une
aussi une vad.

Preuve : analogue au cas étudié en MPSI, on vérifie que (f o X)(Q) = {f(x,))} est fini ou
dénombrable lorsque X est une vad

Théoréme

Soit X,Y : Q — Rdeux vad (respectivement va) alors :
1. AX +Y est une vad (resp. va)

2. XY est une vad (resp. va)

3. | X est une vad (resp. va)

4. min(X;Y) et max(X;Y') sont des vad (resp. va)

Preuve : cf cours de MPSI, on vérifie aisément (X + Y)(€2) fini ou dénombrable

Remarque

Lorsque F =R, on dit que X est une vad (resp. vard si elle est discréte)

3.3.3 Variables aléatoires a valeur dans R?

Définition
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Hi : Rd —

Soit
(T15..52q) = x4

Soit d > 1, on définit Vi € [|1;d|] la i-éme projection :

X Q0 - R?
w = X(w)
Vi € [|1;d]], X; = II; o X, de sorte que :

X(w) = (X1(w);...; Xg(w))

On dit que X est une vas si et seulement si Vi € [|1;d|], X; est une vad

Preuve : Si X est une vad, Vi € [|1;d|], X; est vad :
X;(Q) =11;(X(9)) fini ou dénombrable

Vo € Xi(Q), X, '({z:}) = {w € Q/lai-éme composante deX (w) est x;
= U X 'Uyisvicivs i va))
ykexk_l(ﬂ)

c’est un ensemble dénombrable

Réciproquement : Vi € [|1;d]], X; vad , X(2) C X1(2) x ... x X4(Q)
d

V(21 .gmq) € X(), X *{z1;.524}) = N Xi_l({mi}) cA
i=1

Loi de variable aléatoire

Soit X : (Q, A,P)— (E,B) on s’intéresse a la loi de X vad, dite aussi distribution. C’est
la donnée :

Vo € X(Q), Px({z}) = P(X"'({z})) = P(X = 2)

On notera X — Py

Loi uniforme

X =U([[L;n]]) , X Q= [[1;n]]
Vk € [|lin|], P(X =k) =1

Loi de Bernoulli

X <= B(p), X :Q—=1]0;1]] , avec p € [0;1]
PX=0)=1-pet P(X=1)=p

C’est la loi des tirages de type succés-échec
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Loi géométrique

X Gk) . X0 N
Jp €]0;1[/Vn e N*, P(X =n) = (1 —p)"~p"

C’est la loi de mesure du premier succés d’une expérience aléatoire de Bernoulli répétées

Loi binomiale

X < B(n,p) , X : Q@ = [|0;n]]
P(X =k)=(p)p"(1 —p)»~*

C’est la loi qui mesure le nombre de succés dans le cadre de la répétition d’épreuves de
Bernoulli indépendantes

Loi hypergéomeétrique

X < H(N,n,p), X : Q= [|0;n]]

P =ty = ()

C’est la loi de mesure du nombre de succés pour des tirages sans remises

Loi de Poisson

X—=PAN,X: Q=N

P(X =n) =22

n!

C’est la loi de mesure du nombre de succés d’un événement rare

3.3.4 Couples de Variables aléatoires

Loi conjointe

Soit X : Q — FetY :Q— F, deux vad. On note :

X(Q) = (zi)ier
Y(Q) = (y5)jes
On définit la loi conjointe de X et Y comme laloide: (X,Y): Q - Ex F

On la note :
X xY Q) — [0; 1]
(i, y5) = P((X,Y) = (24,;))
P((X =z;)N (Y =y;))
Pxy ({zi1y5})
On la note p;_;
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F1GURE 3.1 — Loi binomiale de paramétres n=10 et p=0.5

F1GURE 3.2 — Loi binomiale de paramétres n=>50 et p=0.5

FIGURE 3.3 — Loi de Poisson de paramétres A =4

FIGURE 3.4 — Loi de Poisson de paramétres A = 40

Loi marginale

La premiére loi marginale (resp. deuxiéme loi marginale) de (X,Y) est la loi de X (resp.

: X = 0] e 1, ,
deY) : v o P(X =) notée p; . (resp. p. ;)
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3.3.5 Variables aléatoires indépendantes

Théoréme

SiVie J, X; est une vad on a :

(X;) sont indépendantes < V(z;) € (X;(€2)) les événements (X; = z;) sont indépendants

Preuve : cf cours de MPSI. On utilise la sommabilité pour conclure dans le cas ou 'univers
est dénombrable

Composition de variables aléatoires

Soit (X;) une famille de va telle que : Vi € I, X; : (Q, A, P) — (E;, B;) supposées indépen-
dantes. Soit Vi € I, f; : (Fy, B;) — (F;,C;) une va alors (f;(X;)) sont des va indépendantes

Preuve : découle du théoréme sur la composition des va et du résultat précédant

Remarque

Si Vi € I,(X;) est une vad, on prendra B; = P(E;) et C; = P(F};))

Corollaire

Soit (X7y;...; X,,) une famille de va indépendantes. X; : (Q, A, P) — (E;,C;) une va. Soit m €
[I1;n—1|] alors les deux va : (f1(X1);..; frn(Xim) €t (frne1 (Xm+1); -3 fn(X5)) sont indépendantes
Preuve : trivial

Exemples

Si X1, X5, X3 et X4 sont des va indépendantes alors :
1. X7 +4X5 et X2 — cos(X4) sont indépendantes
2. X7 —8exp(—3Xa) et sin(X3X>)

Somme de variables aléatoires indépendantes

Soit X : 2 — FetY : Q — FE deux vai, ou E est muni d’une structure de groupe additif.

Alors la convoluée de X et Y, X+y @ - B est une vad. On cherche

w = Xw)+Y(w)
laloide X + Y :

Vze (X +Y)(Q),P(X+Y)=2)= Y PX=z)PY =z-2)
zeX ()
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Preuve : (X = z) est un SCE

PX+Y=2) = Y P(X4Y=2)n(X=u)
zEX(Q)
= Y PX=2)PY =2z-z)
zeX(Q
= > P(X = 2)P(Y =)

(z;9)EX(Q) XY (Q),z+y=%

Application : Loi de Poisson

Soit (X71;...; X,,) n vad indépendantes tel que : Vi € [|1;n|], X; — P(\;) alors :

1=1 =1

Preuve : par convolution

VmGN,P(Xl +X2:m)

iP(X1 = k)P(Xy =m—k)
k=0

—(A+Ay ™

€ (Gatre m Ak)\m—k

m) 172
’ k=0

A4 22)"™ _(3i4a0)
m!

Le résultat s’en déduit par récurrence

Application : Loi Binomiale

Soit (X1;...; Xn) n vad indépendantes tel que : Vi € [|1;n|], X; < B(n;, p) alors :

Z X <= B(Z ni, D)
i=1 i=1

Preuve : technique similaire

Remarque
Soit (X,Y) un couple de vad, X et Y sont indépendantes si et seulement si Vi € I,Vj € J
P(X =z) N (Y =y;)) =pij = P(X =) P(Y = y;) = pi.p.

La loi conjointe est le produit des lois marginales
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3.4 Moments d’une variable aléatoire

3.4.1 Espérance

Soit un ensemble fini d’élément, on peut mesurer leur taille moyenne :

On peut les regrouper par classes d’équivalences :

_ 1
z=4 Z nT(z;) € Cl(x;)
i€Cl

& est la probabilité de cette classe

Définition

(xP(X = x)) est sommable. On définit alors :

E(X)= ) aP(X=u)

zeX ()

Soit X : (2, 4, P) — K une vad, on dit que X posséde une espérance si et seulement si

Remarque

Lorsque X posséde une espérance, on dit que qu’elle est d’espérance finie. Notons qu’on peut

écrire :

E(X)= Y zP(X=z)=)» aP(X =z)

z€X () z€E

Loi constante

Si X est constante :

Loi uniforme

X = u([[1;nl])
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Loi géométrique

X < G(p) .
E(X)=-
(X) ,
Preuve : Lemme : .
1 oo
Vze(C,|z\<1:>m:7;(n+l)zn

Par produit de Cauchy de deux séries absolument convergente :
+oo +oo
= 2P Yy 2
(1—2)2 Z Z
=0 7=0
_ Z i+

(i,7)€EN?
—+o0
= > >
n=01i+j=n
—+oo
= Z(n +1)z"
n=0
Or,
+oo
B(X) = n(t-p)"'p=>
n=0 p
Loi de Bernoulli
X < B(p)
E(X)=p
Loi binomiale
X < B(n,p)
E(X)=np
Loi de Poisson
X <= P(N)
+oo )\k N N +oo )\k—l N +oo )\k
FE(X)= k—e " =¢e "X —— = A — =
(X) ;) e T° ;(k_n! ¢ kzzok!
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Cas de divergence

Soit X : Q — N*/¥n € N*,

P(X = n) n(n+1) = % - ﬁ
—+oo
Y P(X=n)=1
k=1

YonP(X =n) =Y 5 diverge

Etsiona X : Q — {(-1)"n}
P(X =(-1)"n) = ﬁ

La famille (> nP(X = (—1)"n)) n’est pas sommable, pas d’espérance

Formule de Transfert

Soit X une vad , X : (2,4, P) — E et f: E — K une application. f(X) est une vad, on
a:

f(X) posséde une espérance < Y o f(z)P(X = ) est sommable

Dans ce cas :

E(f(X) = > yP(f(X)=y)= Y [fl@)PX

yEF(X (D) zeX(Q)

x)

Preuve : cf cours de MPSI

Propriétés

1. Positivité : si X > 0 et X posséde une espérance alors E(X) >0
2. Linéarité : VA e K,E(AX +Y) = AE(X) + E(Y)

3. Si X et Y posséde une espérance : X <Y = E(X) < E(Y)

4

.Y > 0 et posséde une espérance et si |X| < Y alors X posséde une espérance et :
|E(X) < E(IX]) < E(Y)

Preuve : cf cours de MPSI

Théoréme de structure

L’ensemble des vad :Q2 — K possédant une espérance est K-espace vectoriel

Preuve : découle de la linéarité de ’espérance
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Variables aléatoires indépendantes

Si X,Y : Q — K sont des vadi, si elles possédent une espérance alors XY aussi :

E(XY) = E(X) E(Y)

Preuve : découle du théoréme de transfert
A\La réciproque est fausse

3.4.2 Variance

Définition

Soit X : © — R une vard, on dit que X admet un moment d’ordre 2, et on note X € &
si et seulement si X2 € &1, elle posséde un moment d’ordre 1, une espérance :

E(X)=> a*P(X =x)
zER

Propriétés

1. & est un R-espace vectoriel
2. Soit (X,Y) € & alors XY € & et :

[E(XY)| < VE(X?)VE(Y?)

3. Xe&&=>Xe& et E(X)2 < E(Xz)

Preuve :

1. On montre que c’est un sous-espace vectoriel de &;
2. |XY| < %(Xz +Y2) c&H=>XYe&

R R
(X,Y) —» EXY
de plus qu’elle est positive :

De plus soit , v ) c’est une forme bilinéaire symétrique. On vérifie

VX € &, p(X,Y)=E(X?) >0
o est une forme bilinéaire symétrique positive, elle vérifie 'inégalité de Cauchy-Schwartz :

(X, Y)| < Vo(X, X)\/o(Y,Y) = |E(XY)| < VE(X?)\/E(Y?)

3. On prend Y =1 € & et on applique ce qui précéde
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3.4. MOMENTS D’'UNE VARIABLE ALEATOIRE CHAPITRE 3. PROBABILITES

Variances, écart-type

Soit X € & , alors X € &

La variance mesure la dispersion

Formule de Koenig-Huygens

Variables centrées, réduites

On dit que la variable X est centrée si E(X) = 0 et qu’elle est réduite si 0(X) = 1. Notons

. X—E(X)
que si o(X) > 0, (%)

est la variable centrée-réduite associée & X notée X*

Propriété

V(z,y) € R V(aX +b) = a*V(X)

Preuve : cf cours de MPSI

Loi uniforme

X = U([[1;n]])

Loi de Bernoulli

X <= B(p)

Loi géométrique

X < G(p)
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CHAPITRE 3. PROBABILITES 3.4. MOMENTS D’UNE VARIABLE ALEATOIRE

Preuve : On démontre de maniére analogue a celui utilisé pour le calcul de ’espérance de loi
géométrique :

+o0 2
2] <1= n(n —1)z""2 =

2 o7
Il vient : N

X 1

Z n2,n—1 — +z
— (1-2)3
D’aprés le théoréme de transfert : F(X?2) = 252
La formule de Koenig-Huygens permet alors de conclure
Loi binomiale
X < B(n,p)

V(X) =np(1 -p)

Loi de Poisson
X <= PN
+oo n,—\ +oo n,—A\ +oo n,—\
e Ale Ale
2y 2 _ — )2 _
E(X*)=Y"n o => n(n-2) o +> n = AT
n=0 n=2 n=1
V(X)=A

3.4.3 Covariance

Définition

Soit XY deux vad Q — R qui admettent un moment d’ordre 2. On définit la covariance
de XetY:

Cow(X,)Y)=E(X-EX))(Y-E(Y)))=EXY)—-EX)E®Y)

Théoréme

Si X et Y sont indépendantes alors Cov(X,Y) =0

Preuve : Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0, notons que la réciproque est fausse
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Remarque

La covariance est une forme bilinéaire, symétrique et positive, d’aprés I'inégalité de Cauchy-
Schwartz :
Cou(X,Y) </V(X)VV(Y)=0(X)o(Y)

Coefficient de corrélation

Cov(X,Y)

PXY) = T R)e )

Théoréme

1. Soit (X7;...;X,,) n vad: Q — R possédant un moment d’ordre 2 :

n n

VO X)=> V(X)+2 Y Cou(X, X))
i=1 i=1 1<i<j<n
2. Si de plus les va (X;) sont indépendantes :

V(Z Xi) =) V(X)

i=1

Preuve : cf cours de MPSI

3.4.4 Moment d’ordre supérieur

Soit X : 2 — R une vard et k£ € N*, on dit que X posséde un moment d’ordre k si et
seulement X* € &; :
M(X)=EB(X*) = Y 2"P(X =ux)
zeX(Q)

Exemples

1. Si X(€) est fini, X admet des moments & tous les ordres

2. X < G(p),Vk € N*,n*(1 — p)"~! = o(-)5) donc X posséde des moments de tout ordre
3. X <= P(\),Vk € N* u,, = nFe 20

n!

Up, A 1
n

— 0
Up, n+1

n— oo

D’aprés la régle de d’Alembert, > w,, converge, X admet des moments d’ordre k
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CHAPITRE 3. PROBABILITES 3.4. MOMENTS D’UNE VARIABLE ALEATOIRE

3.4.5 Markov, Bienaymé-Tchebychev, grands nombres

Inégalité de Markov

Soit X une vard positive : Q — R™, qui admet une espérance :

E(X)
)

VAER:, P(X > \) <

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une vard positive : Q@ — R, qui admet un moment d’ordre 2 : soit € > 0 :

V(X)
g2

P(X - EX)|z¢) <

Loi faible des grands nombres

Soit (Xj) une suite de vard :  — R de méme loi, Vz € R,Y(i,j) € N’2P(X; = z) =
P(X; = z) indépendantes possédant un moment d’ordre 2, soit € >0, on a :

V(Xy)

P Y X - B 29 <

i=1

ne

Pour ¢ fixé :

n—-+oo

177.
lim P(|— X, —E(X1)|=0
i, P17 35X - B

Preuve : On applique l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev & X = % > X
i=1
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Chapitre 4

Calcul matriciel
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4.1 Rappels

4.1.1

Définition

Soit K un corps commutatif. Soit E un K espace vectoriel de dimension finien € N, B(ey; ...

Structure de M,, ,(K)

une base de E et (x1;...;x,) € EP, on appelle matrice de (x1;...;x,) dans B :

a171 ... al,p
matg(z1;...;Tp) =

ana1 Qn,p
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4.1. RAPPELS CHAPITRE 4. CALCUL MATRICIEL

Vi€ [[Lpll,z; = Zamez

Matrice d’une application linéaire

Soit E et F deux K-espace vectoriel de dimension respectives p et n, B(es;...;e,) une
base de E, C = (f1;...; fn) une base de F w € L(E, F) :
matg,c = mate(u(er);...;ulep))

Pour les endomorphismes, on prend par convention la méme base & ’arrivée qu’au départ

Matrices élémentaires

1. M, ,(K) est muni d’une structure naturelle de Kev. On dispose de la base :
V(i,4) € (Il < (152l B = (6i.5) gy elinemi i)
2. M, (K) est muni d’une structure de K algébre non commutative et non intégre pour
n > 2, de neutre :

1 0 0
0 \_ 0
0 0 1

V(i,j k. 1) € (154 EY x ER =6, B

Groupes des inversibles

On note GL,(K) le groupe multiplicatif des inversibles de M,,(K)

Théoréme

AeGL,(K) & 3IBeM,(K),AB=1,
& 3C e M,(K),CA =
& VX e M, (K ),AX:O;sX:

Preuve : cf cours de MPSI
A\On ne peut simplifier par une matrice non inversible, car M,,(K) n’est pas intégre :

B 7& O,AlB = AQB et Al 7é A2
L1y (0 1y _(1 0y (0 1y_(01
01 0 0/ \0 1 0 0/ \0 O

Par contre on a : VX € M,, 1(K), A1 X = A X = A, = A,
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CHAPITRE 4. CALCUL MATRICIEL 4.1. RAPPELS

4.1.2 Produits par blocs

Soit (n,m,p) € (N*)3, A € M,, n(K) et B € M, ,(K) alors :

A111 e Al,TL2 B111 . Bl,ng
AxB = L : o ;
Anl,l o A7L1,7L2 an,l v an,ng
AlJBl,l, + -~-+A1,n2B1,n3 e Al,lBl,ng +~-~+An1,nan2,n3
Anl-,lBlyl + “ee + Anl,nang,l o An171B11n3 + e + Anl,’rLQBTLQ,’ﬂg

Tout se passe comme si les blocs jouaient le role de coefficients scalaire. Cette approche est utile
pour calculer I'inverse par bloc d’une matrice

Déterminant par blocs

M= (61 g) € M, (K),det(M) = det(A) x det(B)

Ce qui se généralise par récurrence :

A % % n
M=10 N x|, det(M)=]]det(A)
0 0 A, i=1

4.1.3 Transposition

Définition

Soit A = (a; ;) € M, ,»(K). On pose :
v(i,§) € [[Linl] x [11:pl], ['A]i; = aj.;

Propriétés

T: Myp(K) — M,,(K)
A > tA
ToT =idpm, ,(K)
.{Ax B)='BxA
. AeGL,(K) & 'AeGL,(K),(fA)"t =AY

est linéaire

A~ W N
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4.1. RAPPELS CHAPITRE 4. CALCUL MATRICIEL

Matrices symétriques et antisymétriques

5,(K) = {M € M,(K)/"M = M)}
An(K) ={M € M,(K)/'M = —M}
M, (K) = Sn(K) D An(K)
dim(S,,(K)) = 22 ot dim (A, (K)) = 201
On notera que : VM € M, (K), M =

Preuve : on applique le théoréme des symétries a la transposition

ALe produit de 2 matrices symétriques (A,B) est symétrique si et seulement si {AB) = ‘B'A =
BA si et seulement si A et B commutent

4.1.4 Matrices triangulaires, diagonales

Définition
T(K);, = {A € M, (K)/¥(i,j) € [|1;n]]*,a;; = 0 si i>j}
T(K);, = {A € M, (K)/V(i,j) € [|1;n]]*,a; ; = 0 si i<j}
D,(K) = T(K);, N T(K);, = {A € My, (K)/¥(i,5) € [|[1;n]]?, 55 = 0si i # j}

Structure

s 7 N : . . n(n+1
( Z‘l()K)n, T(K): et D, (K) sont des algébres de M,,(K) de dimensions respectives %,
L n2 ,

Propriétés
aii * * bl,l * * 611171b1’17 * *
1. 0 o = x| 0 X x |= 0 AN *
0 0 ann 0 0 bun 0 0 nnbon
2. A est inversible si et seulement si tous coefficients diagonaux sont non nuls (det(A) # 0)
ai
3. Dans ce cas :A~! = 0 N\ =
O O An,n
4. Les puissances de A conservent le caractére triangulaire, donc VP € K[X], P(A) est
triangulaire
a’fl 0 0 P(alyl) 0 0
5. 88 AeD,(K)alors Ak =1 0 N\ 0 | PA)= 0 AN 0
0 0 af, 0 0 Plann)
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CHAPITRE 4. CALCUL MATRICIEL 4.1. RAPPELS

Matrices triangulaires nilpotentes

ai,i * *
Soit A= 0 . * | €T72(K) est nilpotente si et seulement si Ir € N* /A" = 0 si
0 0 ann

et seulement si Vi € [|1,n|],a;; =0

Preuve :
ay, * *
AT=0& 1 0 N\ *x | =0&Vie|l;n|,a;=0
0 0 a,
Vi € [|1;n]]a;; = 0,8 = (e1;...;e,) le base canonique deK”,u € £(K™) canoniquement associée

aA:
u(el) =0
u(e2) € Vectle1]
u(es) € Vectley, es]

u(en) € Vectler;...; en—1]
F; = Vectley;...;e;] et F; ={0} sii <0
Vi € [|1;n|], u(F;) C F;—1 par récurrence :

u*(Fy) C Fi_g

d’ott u™(F)) C Fi_p, = {0} = u" =0

0 0 0 x*x =

00 0 N\ x

Notons que : Vk € [[1;n—1]] Ak =10 0 0 0 0

00 0 0 O

0O 0 0 0 O

Matrices de Jordan
01 0 O
. oo N o
On définit J,, , = 00 0 1 e M, (K
00 0 O
On en déduit la relation : Vk € [[1;n — 1], JF . = Jppqx = J); . =0

Théoréme d’inversion

r—1
AT = O <~ (In - A) € GL’!L(K) Aad (In - A)il = ZAk
k=0
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4.1. RAPPELS CHAPITRE 4. CALCUL MATRICIEL

4.1.5 Calcul de puissance et d’inverse

Binome de Newton

V(A, B) € M, (K), A et B commutent :

(A+ B) i( )Ak’B"—k

k=0

Exemple

M = (1 a) = Is + aJy ces matrices commutent car J22 =0

nar Ot Qs (s (3 %)

De plus M~! = ( ) la formule vaut pour p € Z
Similitudes
Soit M = <Z _ab> = mat(Sy),z = a+ ib = pe®?
M™ = math(Spn ne)
n 0 -1 n
w=an(] ) = o)
n
= Z (Z) a"kpk(—1)kC
k=0

B(3)

N\ n—2k12k, 1\k
0;<2k>a b2k (—1)

Polynémes annulateurs

Soit A € \(K), dim(\(K)) = n?, toute famille de cardinale n? + 1 est li¢e, la famille
(I, A, ...,A"2) est liée,

(s ...; n2) € (K"2)*/ZajAj =0
7=0

Par conséquent, 3P € K[X]\ {0}/P(A4) =
Pour k € N, effectuons la division euclidienne de X* par P :

¥ = QP + Ry, deg(Ry) < deg(P) — 1
On applique a A : A = Ry (A)
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CHAPITRE 4. CALCUL MATRICIEL 4.1. RAPPELS

Application
1 7 e 7 1-X VT e’
M=10 -1 42 ] ,det(M —XI3)=| O -1-X 42 | =X-1DX+1)(X-2)
0 0 2 0 0 2-X

C’est le polynome caractéristique de A, donc il est annulateur de A d’aprés le théoréme de
Cayley-Hamilton
XF = QuP + ap + bp X + 1, X?
On évalue aux racines de P :
ag + by + c =1

ar — br + ¢ = (—1)k
ak + 2b; + 4c, = ok

AF = apI3 + bp A + ¢, A?

Inversibilité

En ce qui concerne l'inverse, si on a :

aol, +a1A+...+a.A" =0

Si ag, A(— 21, — ... — 22 A1) = I,
Ainsi A est inversible et A™! = —917, — ... — 22 A" € Kla]
Exemple
b 4 a 1 .. 1
A=la N\ a]|=0b-a)l,+aM,M=1|: 1
a a b 1.1
On a M? =nM, (:+M)? = LM, c’est la matrice d’un projecteur. (aM)? = na®M, d’ou :

(A= (b—a)l,)* =na(A— (b—a)l,)
A% —(2(b—a) +na)A+ (b—a)(b—a+mna)l, =0
A(A—=(2(b—a) +na)l,) = (a—0b)(b—a+na)l,

1 2(b—a)+na
A((a—b)(b—a+na) (a—lg)(b—)a—&—na)ln)ln
1 2(b—a) + na .
Al(a—b)(b—a+na)A(a—IE)(b—)a—&—na)In stazbetb-as —na
1 - 1
Sib=a,det(A)=|: 1 1| =0 A n’est pas inversible
1 1
1 0
Sib=—(n—1)a, A =1:1],A¢GL(K)
1 0
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4.2. CHANGEMENT DE BASES CHAPITRE 4. CALCUL MATRICIEL

4.2 Changement de bases

4.2.1 Matrices équivalentes

Définition

Soit (A, B) € M,, ,(K), on dit que A ~ B si :
3(P,Q) € Gl,(K) x GL,(K),B=Q 'AP

si et seulement si A et B représentent la méme application linéaire dans des bases différentes
si et seulement si rg(A) = rg(B)

si et seulement si A~ B ~ J,, ., = (IOT 8)

ASi A ~ B alors il n’y a aucun raison que A% ~ B2, par exemple :
(0 1 (1 1 9 9
A(O 0>etB<0 O>etA—0etB #0

Formule de changement de bases

Soit E un K-ev de dimension n. B = (ey;...;e,), B’ = (e};...; el,) deux bases de E,
x € E, X = Coordg(z) X' = Coordp (z)

X = PX'" avec P = Ppp

4.2.2 Similitudes

Définition

On dit que A et A’ sont semblables si et seulement si 3P € GL,(K), A’ = P AP si et
seulement si elles représentent le méme endomorphisme dans des bases différentes. C’est une
relation d’équivalence

Théoréme

Si A et A’ sont semblables alors :

1. Elles sont équivalentes : rg(A) = rg(A’)
2. det(A) = det(P~1AP) = det(A)

3. A =P 'AP,Yn e NJA" = p~lA"p
4. VQ € K[X],Q(A) = P71Q(A)P

A\Deux matrices peuvent étre équivalentes, mais pas semblables :
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CHAPITRE 4. CALCUL MATRICIEL 4.2. CHANGEMENT DE BASES

(10 , (10
A(O 1>etA<O 2)

rg(A) = rg(A’) : elles sont équivalentes
det(A) # det(A’) : elles ne sont pas semblables

Remarques

1. VA € K,VP € GL,(K), P~Y(\I,)P = A\, La seule matrice semblable 4 une matrice scalaire
est elle-méme

2. A et A’ sont semblables , VA € K,Vk € N,

(A—ML)* et (A" — \I,,)* le sont
rg((A = M,)¥) = rg((A" = M,)Y)

Méthode

Pour montrer A et A’ sont semblables, on ne cherche jamais a résoudre I’équation d’in-
connue P € GI,,(K), A’ = P~1AP. 1l est plus rentable de former u € £L(K") canoniquement
associée a A et de vérifier qu’il existe B’ base de K" /matp (u) = A’

Application 1

Soit B = (eq;...; en) base canonique de K", u € £(K™) canoniquement associée a

0 1 o --- 0
Jn = 0
1
0 0
u(e;) =0
u(es) = e;

Montrons que J, et %J, sont semblables :

On cherche une base telle que :

Il suffit de poser :e), = e1,e,,_; = ea,...,¢} =e,. On a :P=

_ o O
o\ ©
o O =
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4.2. CHANGEMENT DE BASES CHAPITRE 4. CALCUL MATRICIEL

Application 2

1

Soit « #0 et M = (O

?) Monter que M est semblable & <é 1)

u(er) = ey

Soit B = (e1, e2) base canonique de K2 :
u(ez) = aey + ey

ole ©

/ _ !
On cherche B’ = (¢}, €}) base de K2 telle que : uler) = e - )€
1 2 / / /
’LL(€2) =€ + €9

NS =~

Matrices semblables sur C et dans R (HP)

Soit (A4,B) € M,(R)2. On suppose que A et B sont semblables sur C, 3P €
GL,(C)/P~tAP = B. Alors A et B sont semblables sur R.

Preuve : P = P, +iPy, (P, P) € M, (R)?

PB=AP & P B+iP,B=AP, +iAP,
P B=AP
P,B = AP,

0 1 0 0
_ o f + C = C N
Pour A € R, (P, + AP2)B = A(P, + A\P,), formons : > s det(Pr+ 2P) f@) =

det(P) # 0, f n’est pas nulle sur R, car si on avait VA € R(infini), f(A\) = 0 alors f = 0, absurde
donc,

Hélas on n’est pas sur que P; ou P, soit inversible : P; = (0 0) et (1 0> et Pi+P; € GLy(C)

d\ e ]R/ det(P1 + /\Pg) 7é 0

On a bien Q € GL,(R),Q"1AQ = B

Remarque

Soient K et L deux corps commutatifs. A € M,,(K), soit IIx 4 le polyndéme minimal de A sur
K. On a : IIg 4 € K[X] C L[X],IIx, 4(A) = 0, donc :

Iy, 4TIk, 4

De plus : deg(Ilg 4) = dim(VectK[Ak]keN) = V'Q]K(Ak)ogkgnz—1 = TQL(Ak)ogk§n2_1
Le rang se calcule en appliquant le pivot de Gauss au systéme de coordonnées dans la base
canonique de M,,(K). Ce sont les mémes coordonnées dans la base canonique de M,,(L).

. deg(HK,A) = deg(HLA)

| T a Tk, 4
corps de base

Donc = IIg 4 = I 4, le polynébme minimal est indépendant du
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CHAPITRE 4. CALCUL MATRICIEL 4.2. CHANGEMENT DE BASES

Exemple
Les matrices suivantes sont elles semblables ?
1 1.0 3 v2 0 1 00 3 v2 0
01 0 -1 0 O 01 0 -1 0 O
0 01 e 0 0 ot 0 01 e 0 0
0 0 0 O 0 0 00 0 O 0 0
0 00 0 -1 0 000 O -120
0 0 0 O 0 3 0 0 0 O 0 3
010 3 V20
00 0 -1 0 O
. 00 0 e 0 0f,_
000 O -20
00 0 O 0 2
000 3 V20
000 -1 0 O
0 0 0 e 0 O
000 0 —-20

000 0 0 2
Les rangs ne sont égaux, elles ne sont pas semblables

4.2.3 Trace

Définition

Soit A € M,,(K), on définit :
t’I"(A) = Z am
i=1

- trla) = tr € L(Mn(K),K)

C’est une forme linéaire non nulle :

1 0 -
e(|O0 7 =120
P N ()
0 0 O
Théoréme

1. Y(A, B) € My, ,(K) x M, (K) : tr(AB) = tr(BA)
2. V(A, P) € Myp(K) x GLn(K) : tr(P~'AP) = tr(A)
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4.3. QUELQUES RESULTATS A CONNAITRE CHAPITRE 4. CALCUL MATRICIEL

3. Soit E un K-ev de dimension n, u € L(F), on définit la trace de u comme : tr(u) =

tr(matp(u)).
La trace est une forme linéaire sur E, vérifiant : V(u,v) € L(E),tr(uov) = tr(vow)

ASoient (A, B,C) € M, (K)? :
tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CBA) = tr(CAB) # tr(BAC)

Trace d’un projecteur

Soit E un K-ev de dimension n et p € £(FE) un projecteur de E, dans une base adaptée
a E=1Im(p)® Ker(p)

mats() = (g ¢) = din(zm(s) = ra(o)

11 vient : tr(p) = rg(p)

Exemples

Soit G un sous-groupe fini de GL,(K) avec K de dimension finie, |G| = m. Posons : p =

1 . . . .
P dea g. Montrer que p est un projecteur, déterminer son image et son noyau.
1

m

Fixons go € G,go0op =
donc :

deG go o g. Or Papplication : g — gg o g est bijective de G dans G,

1
goop=—>3Y g=p
m
geG
d’ou
1 IR
> gop=p’ep=p
m
go€G
C’est un projecteur. Notons que si x € () .o Ker(g — id) (ie) Vz € G,g(x) = x,p(x) =
o 2geq9(@) =1
Réciproquement : si p(x) = z alors Vg € G, (g o p)(z) = p(z) = z = g(z)
1l vient : Im(p) = Ker(p —id) = (),.o Ker(g — id)

geG

geG

tr(p) = rg(p) = - S tr(g) €
geG

4.3 Quelques résultats a connaitre

4.3.1 Centre de GL,(K) (HP)

Lemme

Soit E un K-ev et u € L(E)/Vz € E\ {0}, (z,u(x)) est lite, Vz € E\ {0}/u(z) = Ay,
Alors u est une homothétie

Preuve : Soit (x,y) € (E \ {0})? si (x,y) est lice , Iu € K* /y = px, on a alors :
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u(y) = Ayy = pu(z) = pAsx = Ay

y # 0 alors Ay = Ay
=\
Si (x,y) est libre , u(z +y) +y(@+y)
Ay)y

Aty — Az)z + Aoy — Ay)y = 0, par liberté de (z,y) : Apty = Ay = Ay. Ainsi, A\, ne dépend
pas de x :

INeK,Vx € E,u(z) = Az,u = Nidg

Corollaire

Soit u € L(F)/Vv € GL(E),uov = vowu. Alors u est une homothétie. En particulier,
Vv € L(E),uov =wvou alors u est une homothétie .

Preuve : Soit E'\ {0}, H un supplémentaire de Kz dans E il en existe d’aprés 'axiome du
choix, et v la symétrie par rapport & Kz parallelement & H, v € GL(E) :

(uow)(z) =u(z) = (vou)(z) = v(u(z))

donc u(x) € Ker(v —id) = K
Vo € E\ {0}, (x,u(x)) est lite d’aprés le lemme, u est une homothétie

Matrices qui commutent avec les autres (HP)

Les seules matrices qui commutent avec toutes les autres sont les matrices scalaires, de
la forme AI,, A € K
Ae M, (K)/VP € GL,(K), AP = PA alors

MeK A=\,

Pour démonter directement ce résultat plus faible que le précédant, on passe par les matrices
élémentaires

4.3.2 Lagrange, Vandermonde, Cauchy

Polynome d’interpolation de Lagrange

Soit K un corps infini, n € N, (ag;...;an+1) € K*! 2 a 2 distincts. L’application :

e @ KuX] — Kn+1
P = (Plag);..; P(ans1))

est un isomorphisme. Soit i € [|0; n|], e; i-iéme vecteur de la base canonique de K"*!, soit :

Li=¢ " (es)
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C’est 'unique polynome de degré < n/Vj € [|0;n|], L;(a;) = 6; ;

ix)= 11 L_?

@ —
j=04#i "

(Lo; ...; Ly,) forme une base de K,,[X] et VP € K, [X]

=0

Déterminant de Vandermonde

Pour (a1;...;a,) € K", on définit :

-1
1 a; a3 - af
2 n—1
1 ay a3 --- ay
Valars.san) =|. . . = I (@—a)
. . . . . 0<i<j<n
1 a, a2 an”

Preuve : cf cours de MPSI, on raisonne par récurrence sur n, on rajoute une ligne d’indéter-
minées : le déterminant est alors un polynome en cette derniére, en on connait les racines et sont
coefficient dominant, ce qui permet de conclure

Déterminant de Cauchy (HP)
Soient (a1;...;an;b1;...;b,) € K2 /V(i, 5) € [|1;n]]%, a; + bj # 0. On forme :

a1+bq1 an+b1
Cr(ar;...;an;b15..5b,) = : : :
71 “ .. 1

a1+b, an+bn

Ji # j/aj = a; ou b; = b;, on a deux fois la méme ligne,
Crn(ag;...;an;b15..50,) =0

Supposons que les (a;) et (b;) sont 2 & 2 disjoints

g : K\{-a1;..;—a,} — K
1 1
Formons : aEh
' X > : : :
a1+X an+X
En développant par rapport & la derniére ligne :
SN P(X
9(x) =Y L= (X)
=1 [T(X +a;)
i=1
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deg(P)<mn—1et P(by)=...=P(bp-1) =0

n—1
I e K/P(X) =pu [[(X —b)
=1

De plus :

tn = Cp_1(ar;..;an-1;b1;...;bp—_1)
P(-ay)
(a1 — ap)...(@apn-1 — an)
(an + bl)(an + bn—l)
(a1 — ap)..(apn—1 — ayn)

Dot : p=Cph_1(as;...ian_1;b1;..;bn_1) (((;1;‘2’352:;2:‘_1?))

En reportant :

n—01).--(@n — ap_1) (b — b1)...(by, — by
Crn(ar;...;an;b15...5b,) = Cr—1(ag;...;an—1;b1; ...;bn—l)(a a1)--{n — 8n- ( - )

(an + bl)(an + bnfl) (a1 + bl)(an + bn)

Ci(a,b) =

%M’ par récurrence :

Vilar;...;an) Vi (b; .. b,)
[T (ai+0y)

(@9)€ellLnl]?

Cn(ay;...;an;b1;..50n) =

4.4 Rang et opérations élémentaires

4.4.1 Rang d’une matrice

Sous-matrice

Soit A = (a;,;) € My (K) de rang r, » < min(n,p). Soit I C [|1.n|] et J C [|1;p[]. On dit
que A’ = (a; ;)ier,jes st une sous-matrice de A

Théoréme

L. rg(A") <rg(A)

2. r est la taille maximale d’une sous-matrice carrée inversible. Une telle sous-matrice
s’appelle matrice principale de A

Preuve :

1. r’=rg(A’), 37’ colonnes de A’ qui forment un systéme libre. Elles forment encore un systéme
libre dans A, donc r = 1’

2. On peut extraire r colonnes de A qui forme un systéme libre dans K™. Soit A; cette matrice
€ M, »(K). rg(A;) = r donc on peut extraire les lignes de A; qui forment un systéme libre.
La sous-matrice A" € M,.(K) a pour rang r : elle est inversible
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Exemple
2 103 8 21 0 3 8 2 3 . .
-2 -1 0 -3 -8 — 100 5 8 -1 5 est sous-matrice principale
1 0 0 5 8

4.4.2 Systémes linéaires

Soit E et F deux K-ev de dimension respectives n et p, u € L(E, F),y € F. Soit BB une base

Y1

de E, C une base de F, A = (a;;) € M,, ,(K) = matgc(u),Y = | :
Yn

On cherche a résoudre AX =Y d’inconnue X € E. Cette équation est compatible si et seulement

si y € Im(u). Soit dans ce cas z1 € E,u(z1) =y. On a alors :

Ve € Eyu(z) =y =u(r1) & (x —x1) € Ker(u)

T
Numériquement, soit z € E et X = [ : [ les coordonnées de x dans B. Si rg(u) = rg(A) :

Lp

a11%1 + ... +a1pTp = Y1
urz) =y AX=Y <

Ap,1T1 + .. + Ap pTp = Yn

En appliquant le pivot de Gauss, ce systéme équivaut a, si les premiéres lignes sont libres :
a1,1T1 + ...+ a1pTp = Y1

Ar 121+ o+ ArpTp = Yr

0= Yriq

0=yn
Les n-r derniéres équations équivalent a la compatibilité du systéme, c’est un systéme d’équations
cartésiennes de Im(u). Cette condition étant supposée réalisée, si par exemple les r premiéres co-
1,1T1+ ...+ 01pTp =Y1 — AL p41Tr+1 — - - — Q1 pTp
lonnes de A sont libres, ce systéme équivaut & :
Ar 121+ oo+ AQrpTp = Yr — Qppp1Tpp1 — .. — A1 pTp
Pour (z,41;...;2,) fixé c’est un systéme de Cramer, on exprime (z1;..;z,) en fonction de
(Tr41;..;2p) qui jouent le role de paramétres. On obtient une base de Ker(u) en prenant

y=...=9y =0
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4.4.3 Opérations élémentaires

Soit A = (a; ;) € My, »(K), pour (i,j) € [|1;n]]?, E* désigne la matrice élémentaire corres-
pondante.

Matrices de Transvection

O O
o O O

0
N
0
00 0 1

Elle traduit 'opération d’ajout de A fois la i-éme colonne a la k-iéme colonne lorsque le produit
est fait & gauche, et I'opération analogue pour les lignes lorsque le produit se fait & droite

S > o

Soit, T x(A) = I, + AEH =

Matrices de dilatation

1 0000 0 O
0\, 000 0 0
00 100 0 0

Di(a)=[0 0 0 a 0 0 0| =1I,+(a—1)E"
00 001 0 0
00 00 0N 0
00 000 0 1

Elle traduit 'opération de multiplier « fois la i-éme colonne lorsque le produit est fait a
gauche, et 'opération analogue pour les lignes lorsque le produit se fait a droite. On a les
propriétés suivantes :

Di(a) x Di(B) = Di(a x B)
Di(a) = Di(%)

[0

Matrices de permutation

Eij=Tji(1) x Tij(=1) x Tji(1) x Di(=1)

Elle traduit 'opération d’échanges des lignes / colonnes i et j

Pivot de Jordan

1. GL,(K) est engendré par les transvections et les dilations
2. SLy(K) ={M € M, (K)/det(M) = 1} = Ker(det)
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Chapitre 5

Réduction des endomorphismes

Dans ce chapitre K désigne un corps commutatif, E un K-espace vectoriel et u € L(E)

Sommaire
5.1 ElEments Propres . . « o v v v v v v ottt et e e e e e e 133
5.1.1 Deéfinitions . . . . . . . .. e 133
5.1.2 Propriété élémentaires . . . . . . . . ..o 135
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5.1 Eléments propres

5.1.1 Définitions

Vecteurs propres, valeurs propres

On cherche des vecteurs sur lesquels u agit de maniére simple :

dx € E\ {0}, X € K/u(x) = Az
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On dit que x est vecteur propre de u associé  la valeur propre A
On dit que A\ € K est valeur propre de u si et seulement si 3x € E'\ {0}, u(z) = Az
si et seulement si u — Aidg n’est pas injectif
si et seulement si u — Aidg est bijectif (dimension finie)
ce qui équivaut dans ce cas a det(u — Aidg) =0

Spectre

On note Sp(u) le spectre de u, ’ensemble des valeurs propres de u

Sous-espaces propres

Pour X\ € Sp(u), on note E\ = Ker(u — Aid.) le sous-espace propre associé a A qui n’est
pas réduit a {0}

Exemples

1. E=C>(R,C), en tant que C espace vectoriel
v : F — FE
oo u € L(E)
Soit A € Cet f
u(f) =AM & f' =AM & JA€C, f(t) = AeM
Sp(u) =C

VA€ C,3fx:R— C, fx # 0 vérifiant : u(f)) = My
A € C,Ker(u — Midg) = Cfy, droite vectorielle
F — F
2. E=C[X] et P — XP

AeC,PeC[X],u(P)=AP < XP =)AP < deg(XP) =deg(P)+1 > deg(P) > deg(\P)
absurde donc Sp(u) = 0

3. Cas d’une homothétie : \g € K/u = Nidg

/\Q:)\,$§£O
AeKz € Eju(z) =z < x = Az & ( ou
$:0,)\§£)\0

Sp(u) = { Ao} et Ker(u — Agidg) = E

. 9. . . . 7T
4. Cas d’une rotation : E = R?, plan euclidien orienté et u la rotation d’angle 5" Comme

YV #, (u(x)|z) = 0, on ne peut pas avoir u(z) € Vect[z], donc

Sp(u) =0
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Injectivité

0 € Sp(u) < u est non injectif

5.1.2 Propriété élémentaires

Théoréme de stabilité

1. Si A € Sp(u), Ex = Ker(u — Midg) est stable par u et :
’LL|EA = )\’L'dE)\
2. Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u alors :

Sp(u|r) C Sp(u)

Preuve :
1. Siz € Ex,u(z) = Az € E) et g, = \idg,
2. Si A e Sp(ujp) : Iz € F{0} C E{0},u(z) = Az = X € Sp(u)

Familles de vecteurs propres

1. Soit (A1;..;Ap) € Sp(u)? distincts et (z1;...;zp) € EP des vecteurs propres associés.
Alors (z1;...; ;) est libre

2. E\, = Ker(u— A\jidg) on a :

p p
P E., = P Ker(u - Nidp)
i=1 i=1

3. En dimension finie, le spectre est fini, de cardinal inférieur & dim(E)

Preuve :

1. Supposons (z1;...; zp) liée, soit r le plus petit nombre d’éléments de la famille qui sont liés :
on suppose, quitte & réaliser une permutation que ce sont les r premiers :

Zakzk =0 = Zaku(xk) =0
k=1 k=1

= iak/\kxk =0

k=1
T T
= E QR ALTE — A1 E apxr =0
k=1 k=1
donc on a r-1 éléments liés, contradiction
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2. Soit (y1;..;yp) € E1 X ...

P
D wi=0s3ie[|Lpl)/yi #0
i=1
Soit J = {i € [|1;p|]/y; # 0}. > y; = 0 et cette est libre, d’aprés ce qui précede :Vi €
ieJ
J,yi=0,o0on a:

p
=
=1

5.1.3 Polynémes d’endomorphismes

Rappels
P(X ZakaeK[ Zaku € L(E
k=0
Par définition : .
Vr € E,|| Z apu®
k=0
oo K[X] — L(E)

On définit le morphisme d’algébres : on obtient :

P — P(u)
Im(py) = {P(u)/P € K[X]} = Vectren(uF) = K[u]

C’est la plus petite sous-algeébre de L(F) engendrée par u

Ker(p,) = {P € K[X]/P(u) = 0} est un idéal, c’est I’ensemble des polyndmes annulateur de u.
Dans le cas de la dimension finie, dim(£(E)) = n?. La famille (u*);<j<,2 est liée car elle contient
n? 4 1 éléments, donc u admet un polynéome annulateur non nul : Ker(p,) # {0}

NI, € K[X] unitaire tel que Ker(y,) = IL,K[X]

VP € K[X]P(u) =0 < IL,| P, II, est la polynome minimal de u (on gardera cette notation dans
la suite du cours)

. e, . . . _ ClX] — C[X]
A En dimension infinie, il n’existe pas toujours de polynéme minimal : P XP

Ona ool = M va e o). (aw)p) = ap

A(u) =0 alors pour P =1,4 =0, Ker(p,) = {0}

Remarques
1. Un polynéme annulateur n’est pas forcement le polynéme minimal : v = idg, I, = X — 1
et X2 — 1 est annulateur de u

2. L(E) n’étant pas intégre, II,, n’est pas nécessairement irréductible. Pour un projecteur
X? — X annule p, donc :

I, X% - X = X(X — 1)
() p#O

(X =1)(p) —idg #0
donc TI,, X2 X
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Commutation

Soient (u,v) € L(E)? qui commutent : uov=vou :
1. Ker(u) et Im(u) sont stables par v
2. VP € K[X], P(u) et v commutent et Ker(P(u)) et Im(P(u)) sont stables par v

3. Tout sous-espace propre de u est stable par v

Preuve :

1. Soit z € Ker(u),u(v(z)) = v(u(x)) = 0, donc v(z) € Ker(u)
Soit y € Im(u), Iz € E/u(z) =y < v(y) = v(u(z)) = u(v(z)) € Im(u)

2. Par récurrence, Vk € N, u* o v = v o u* et par combinaison linéaire, P(u)ov = vo P(u)
3. On applique 2 & P = X\, P(u) = u— Nidg, Eyx = Ker(u — Nidg)

ATout sous-espace stable par u ne I’est pas forcement par v. Par exemple, E = R?, euclidien
orienté, u = id,v = Rz et I' = Vect[(0,1)], u et v commutent, ' est stable par u mais pas par v

Polynémes annulateurs et valeurs propres

1. Soit Ae Ket Q@ € K[X],on a:
Ker(u— Aid) C Ker(Q(u) — Q(N\)id)

2. Si A € Sp(u) et si P est annulateur de u, P(\) = 0. Les valeurs propres figurent parmi
les racines d’un polynéme annulateur

3. X € Sp(u) & II,(\) = 0, les valeurs propres sont exactement les racines du polynéme
minimal

Preuve :

1. Soit € Ker(u — Mid),u(x) = Az, par récurrence :Vk € N,u*(x) = A\*z. On en déduit le
résultat par combinaison linéaire

2. Si A € Sp(u) : Ker(u — Mid) # {0}. Si P annule u, Ker(P(u) — P(\)id) # {0}, donc
P(A) =0

3. A€ Sp(u) = I, (A) = 0 d’aprés 2
Soit A une racine de II,, :

I, = (X - M)
Si A n’est pas valeur propre de u, u — Aid est injectif :
Vo € E, (11, (u)(z) = 0 = (u— Xid)(Q(u)(x))
alors Vo € E[Q(u)](xz) = 0 donc Q(u) = 0, absurde par définition de II,,

A\Les racines d’un polynome annulateur ne sont pas nécessairement valeur propre :u = id, Sp(u) =
{1}, X? — X = X(X — 1) annule u mais 0 ¢ Sp(u)
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Polynéme minimal d’une restriction

Soit u € L(E) possédant un polyndéme minimal :

1. Si F est stable par u alors : HU‘F 1L,

2.SiE=@,_,E;,ona:Il, =\ Il ,, avec les E; stables par u

=1

Preuve :
1. II, annule u donc u g

2. Ona:Viell;r], Iy, |,

U By

T
Soit réciproquement, r € E,x = > z; € E;
i=1

P=\/1,, Vi€, (u)(z)=0

i=1

donc P(u)(z;) = 0= P(u)(z) = 0. Ceci valant Vx € E :

Ils sont unitaires, donc

Hu = \/ Hu\EL

i=1

Lemme des noyaux

Soit (A, B) € K2[X]/AAB =1 0n a Ker(AB(u)) = Ker(A(u)) @ Ker(B(u))

Preuve : D’apreés le théoréme de Bézout : I(U, V) € K[X]?, AU + BV =1

Aw)U(u) + B(w)V(u) = id
Vo € B, (A(u) o U(u))(x) + (B(u) o V(u))(z) = =
z € Ker(A(u)) N Ker(B(u)) = x = 0, la somme est directe

z € Ker(A(u)) = AB(u)(x) = B(u)(A(u)(x)) = 0

x € Ker(B(u)) = A(u)(B(u)(z)) =0
donc Ker(A(u)) ® Ker(B(u)) C Ker(AB(u))
z € Ker(AB(u)) = AB(u)(z) =
z = a1+ x2 = (A(u)U(w))(x) + x
B(u)(x1) = A(u)(z2) = 0, car A(u) o B(u)(z)
d’ot z € Ker(A(u)) ® Ker(B(u))
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Corollaire

Soit P = P ...P* avec les P; irréductibles deux & deux distincts
1.

k
Ker(P(w)) = @) Ker(P (u)
=1

2. Si P annule u :

k
E =@ Ker(P{ (u)

=1

Preuve :
1. Par récurrence sur k, en utilisant la fait que les irréductibles sont premiers entre-eux

2. P(u) = 0= Ker(P(u)) = E, puis on applique le lemme des noyaux

5.2 Cas de la dimension finie

5.2.1 Eléments propres d’une matrice

Définition

Soit A € M,,(K), on a équivalence entre les propriétés suivantes :
1. X est valeur propre de A

2. A — M\, est non inversible

3. det(A— \,) =0

4. 3X € My (K)*, AX = AX

On dit alors que X est vecteur propre de A associé & A. On note E) = {X € M,,1(K)/AX =
AX}, le sous-espace propre associé a la valeur propre A

Remarque

Soit E un K-espace vectoriel de dimg(E) = n,u € L(E), B base de E et A = matg(u). On a :
Spx(A) = Sp(u)
A\On précise toujours sur quel corps on travaille :
a=(1 )a-xn=(3 )

det(A — X1I,) = ‘_1X ;(1' =X%+1

Spr(A) =10
Spc = {i; —i}
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Déterminons les vecteurs propres de A dans la cas complexe :

peene (0960

Matrices semblables

Soit A € M,,(K),P € GL,(K),A' = P~'AP
2. VX € M1 (K),AX = A\X & A/(P~1X) = A(P~'X)

Traduction matricielle de la stabilité

Soit E un K-espace vectoriel, dim(E)k(E) = n,u € L(E)
1. On suppose : E = F @ G. Soit By une base de F et By une base de G, B UBy = B est
donc une base de E

matp(u) = (61 g) < F est stable par u

A =matp, (ur)

C = matp, (u’)

u o G o= G
= up(z))

Soit p le projecteur sur G parallelement & F. On a :

G est stable par u & B=0
2. Soit ) T
E= @Ei,w € [|1;r|], B; base de E;, B = U B;
i=1 e

Vi € [|1;r|], E; est stable par u si et seulement si :

A 0 0
matg(u) = 0 X O
0 0 A
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3. Soit B = (e1;...;en) base de E et Vi € [|1;n|], F; = Vectpeii)(er)
a1.1 * *
matg(u) = N x| ©Viel|l;n]],ule;) € F; & Vi € [|1;n|]F; est stable
0 0 ann
par u
aii 0 0
4. matg(u)=1 0 N\ 0 | <Vie[|llin]],IN € K u(e;) = Nie; & A € Sp(u)

0 0 ann

5.2.2 Polynéme caractéristique

Définition

Soit A = (G,i,j) S MH(K)

XA K — K . . . .
1. A o det(A—AL) est une fonction polynomiale de degré n, de coefficient

dominant (—1)", s’appelle polynéme caractéristique de A
2. Xe Spr(A) & xa(A) =0
3. xa(X) = (=1)"X" + (=1)"Tr(A) X" + ..+ det(A)
K — K

. B e Xu
4. Pour u € L(FE),dimg(F) = n, on définit : A o det(u— Aidp)

Si B base de E tel que matp(u) = A alors :

Xu = XA

5. Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique

Preuve :
1
a1 — AL a1,n
XA = . = Z 5(J)all.,a(l)"'a‘;,,cr(n)
an1 cee Qpp— A 75
a; ;i Sit ]
avecaj ;=4 7 7£J _ C’est un polynome en A, deg(x4) = n, le coefficient domi-
’ Qi —Asit=7]

nant vaut (—1)"

3 ap = xa(0) = det(A)
Pour obtenir le coefficient de A"~ ! il faut choisir o telle que car{i € [|1;n|],o(i) > i} >
n—1,0 =id}. C’est donc (—1)"T1tr(A)

Exemple

Si A€ Mo(K),xa = X2 — tr(A)X + det(A)
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Matrices triangulaires

—_

. A B
.Si M= (O C) alors

XM = XA X XC
2. Soit u € L(F) F stable par u :

XulF [ Xu
ajq  x *
3.5 M=| ¢ . & alors
0 0 ann

(X —aiy)

XM = H(a1,1 - X)=(-1)"

n

2

4. Les valeurs propres d’une matrices triangulaire sont ses coefficients diagonaux

5. XtA = XA
1 et 3 se généralisent aux matrices triangulaires par blocs

Preuve :

A— ) B
L. XM()‘):’ 0 P C’—)\In,p

2. Soit G un supplémentaire de F dans E, By base de F, B; base de G, B = B; U B,
matg(u) est de la forme (61 g) ot A= matg, (ur)

— det(A — AL,) det(C — M_p) = (xaxe)(V)

donc x4 X xc = xu et Xu‘p|Xu
5. xta = det(*A — \,,) = det({(A — \,,)) = det(A — X\,,) = x4

Matrices semblables

Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique et méme polynéme mini-
mal. En revanche si deux matrices ont méme polyndme caractéristique et méme polyndéme
minimal, elles ne sont pas forcément semblables

A= et B =

o o oo

0 0
0 0
0 1
0 0

o o o
o o oo
o O O
o o oo
o O oo

A?=DB%0,Aet B#0: 114 =1lp=X?et ya = x5 =X"*
Mais rg(A) = 2 # rg(B) = 1, elles ne sont pas semblables
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5.3. DIAGONALISATION

Cas ou K=C

Tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel admet au moins une valeur propre et un
vecteur propre associé. Cela s’applique par conséquent aux matrices de M,,(C)

Preuve : x4 est scindé sur C
ACest faux si K = R, cf : (2 _01
et c’est faux en dimension infinie (cf exemple 3 du 5.1.1)

Application aux restrictions

commun

Soit E un C de dimension finie, u,v € L(E) qui commutent. Soit A une valeur propre
de u, F = Ker(u — Mid). Comme u et v commutent, F est stable par v. vp € L(E) donc
Jr € F\{0},3p € C,v(x) = px et © € F, donc u(x) = Az. u et v ont un vecteur propre

Multiplicité

1. 1 <n()) <m(\)

Soit E un K espace vectoriel de dimension finie, u € L(E) et A € Sp(u). On définit m(\)
la multiplicité de A en tant quue racine de x, et n(\) = dim(Ker(u — Aid))

2. Si m(X) =1 alors le sous-espace propre associé & A est une droite vectorielle

Preuve : 1. E) est stable par u et u|p, = Aidg,. Dans une base de E), la matrice de u|g, est

A0 0
0 N 0]¢€ Mn()\ :> Xujg, = (X - )‘)n()\)‘Xu
0 0 X

d’ot 1 < n(})

5.3 Diagonalisation

5.3.1 Définition

Définition

. u est diagonalisable
. 3B base de E formée de vecteurs propres de u

1
2
3. 3B base de E tel que matp(u) est diagonalisable
4. E =D cspu) Ker(u— Xidg)s

Soit u € L(E), les propositions suivantes sont équivalentes :
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Soit A € M,,(K) les propositions suivantes sont équivalentes :
1. A est diagonalisable sur K
2. A est semblable & une matrice diagonale

3. u € L(K™) canoniquement associée & A est diagonalisable

Exemples

1. Soit p un projecteur, le polynome X2 — X annule p, Sp(p) = {0;1}, d’aprés le lemme des

noyaux :

E =Ker(p —id) ® Ker(p)

Un projecteur est toujours diagonalisable
2. Soit s une symétrie, le polynome X2 — 1 annule s, Sp(s) = {1; —1}. D’aprés le lemme des

noyaux :

E = Ker(s—id) ® Ker(s +id)

Une symétrie est toujours diagonalisable

3. VAo € K,u = N\pid, E = Ker(u — Agid), donc u est diagonalisable
A%

4. A=[0
0 0

Xa=A—-X)" = Spr(4) = {A}
Si A est diagonalisable alors elle est semblable & AI,, donc x =0

si x = 0 alors A = A\, est diagonalisable

> % ¥

Par exemple A = n’est pas diagonalisable, car x4 = X2, Spc(A) = {0}. Si A était

0 1
0 0

diagonalisable sur C elle serait semblable & 0o donc égale & 02, ce qui est absurde
5 A= (2 _01) ,Spr(A) = 0 A n’est pas diagonalisable sur R

Xa = X2+ 1= (X —i)(X +1),Spc(A) = {i;—i}. On a P = (_1

propres
i 0\ ., (0 —1
o %)= ()7

5.3.2 Polyndéme caractéristique

1
; Z) base de vecteurs

Théoréme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, u € £L(E). Les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. x4 est scindé sur K
2. YA € Sp(u),n(A) = m(A)

3. u est diagonalisable
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Preuve :

@ Ker(u—\id) C E, Z n(A) <n

AESp(u) AESp(u)
Par ailleurs, VA € Sp(u),1 < n(A) < m(A), donc

Y < > m) <n=deg(xu)

AESP(u) AESP(u)

u est diagonalisable < @ Ker(u— \id) =

AESp(u)

& Z n(A) =n
AESP(u)

=3 Z n(A)=n= Z m(\)
AESP(u) A€Sp(u)

& xy est scindé sur K, VA € Sp(u),n(A) = m(A)

Corollaire

A € M,(K) est diagonalisable sur K si et seulement si xa est scindé sur K, Y\ €
Sp(A),m(A) = n(A) = rg(A = Aly)

Exemples
10 0 0 O 10 0 0 O
01 0 0O 01 0 01
1. A=(0 0 2 0 1|etB=|0 0 2 0 O
0 00 20 00 0 2 0
0 00 0 2 00 0 0 2

2 3 est scindé sur R

/\

xa=xp=(X—-1)*(X
rg(A—1I5) =rg(B — Is
rg(A—2I5)=3
rg(B —2I5) =2 < na(2) =3 A n’est pas diagonalisable, mais B est diagonalisable sur R
2. Soit u € L(F) nilpotent non nul. Si " = 0 alors X" est annulateur de u, la seule valeur
propre possible de u est 0. Sp(u) = {0}, si u était diagonalisable, on aurait u=0, absurde

Condition suffisante de diagonalisabilité

Soit u € L(FE), si xy est scindé a racines simples sur K alors u est diagonalisable et les
sous-espaces propres sont tous de dimension 1

Preuve :

distincts. Vi € [|1;n]],n(A) =m((\) =1
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Exemple
ai,i * * n
A= 0 N =+ |.xa=]Jl(X—ai)
0 0 apn i=1
a1.1 0 0
SiVi# j,a;: # aj; alors A est diagonalisable et semblablea | 0 N 0
0 0 ann

A\ C’est une condition suffisante mais pas nécessaire !
Al est diagonalisable et Sp(Al,) = {\}

Généralement la seule connaissance de x4 ne suffit pas a savoir si A est diagonalisable ou pas

5.3.3 Polynéme annulateur

Théoréme

u € L(F) est diagonalisable < 3P € K[X], P(u) =0, P scindé a racines simples

& 11, est scindé a racines simples

Preuve :
u est diagonalisable = F = @ Ker(u — Aid)
AESP(u)
VA € Sp(u), Iy, =X —A
- =V X-Xx= J] X=X
AeSp(u) AESp(u)
est scindé & racines simples
3P € K[X], P(u) = 0, (II,, convient)
= P(X)= H(X — \;) est scindé & racines simples, d’aprés le lemme des noyaux
i=1
E = @K@r(u - i)
i=1
= u diagonalisable
Exemples
0 0 0 1
1 N 0 0 . s
1. J, = 0 N\~ 0] u canoniquement associée & J,,
0 0 1 0

B = (ey;...;e,) base de K™. On a vu que u™ = id, P(X) = X™ — 1 annule u il est scindé a
racines simples :
2ikm

n

P(X) = [T(X = exp(=))
k=1
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donc J,, est diagonalisable sur C, Spc(u) C U,

2. Soit G un sous-groupe fini de GL,,(K) avec card(G) = n. D’aprés le théoréme de Lagrange,
VA e G, A" = I,,, X™ — 1 scindé a racines simples sur C annule , donc A est diagonalisable

sur C

En revanche A = ((1) 1 € GLy(C) et A n’est pas diagonalisable, le sous-groupe engendré

par A est infini. Si elle I’était elle serait semblable donc égale & I, ce qui est faux

3. Soit 0 € S, et Py = (J;,5(;) € Mn(C), P, € G sous-groupe des matrices de permutation,
donc P™ = I, est diagonalisable sur C

Corolaire

Si u € L(E) est diagonalisable et F est stable par u alors u|p est diagonalisable

Preuve : HU‘F IIL,, scindé a racines simples donc Hu|p aussi
5.3.4 Diagonalisation effective
Matrices compagnons
Soit
n—1
(ag;...;an_1) € K", P(X) = Z apX* + X"
k=0
0 0 0 —ap
1 \ 0 —aq
On lui associe la matrice compagnon de P : Cp = € M, (K)
0 N 0
0 0 1 —ap_1
On montre que :
Xcp =P
0 0 0 1
On retrouve alors un résultat établi ci-avant : J, = LN 00 =Cxn_1,xg, = X" -1
"Tlo NN o X ’
0 0 1 0
scindé & racines simples sur C donc J,, diagonalisable sur C semblable & :

1 0 0 0
8 06" 0 8 avec w, = exp(2X)
0 0 0 wl
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Preuve :
Xcp = det(XI,—Cp)
X O O ap
-1 X 0 a1
= Cp= en développant sur la premiére colonne
0 N\ X :
O O —1 X+a,n_1
0O 0 0 O ao
X 0 O ai 1 X 0 0 o
- x|-1 0 +1 g N0 :
0 \ X Ap—2
0 0 -1 X+a 00 N X an
o 0 0 -1 X4an,
-1 X 0 0
n 0 . N ©0
= Xca1+...+a"71X"*2+X’ﬂ*1 +( 1) ag 0 0 1 X
0O 0 0 -1
—|—a0

? Y J—
D’ou Xcao+...+an,1X"—2+X"—1 - XXCa1+___+an71Xn—2+Xn—1
On obtient alors le résultat par récurrence en remarquant que :
X ap
:X(X+CL1)+CL() :X2+G1X+a()

-1 X+a

XCagtarx =

Matrices circulantes

Qg Qp—1 (¢35}
1 (67 (6%)
Soit (a;...;0m—1) €C" et A =
Op—1 Op-2 &%)
A= a()In + Olljn + OéQJEL + ...+ an_lJﬁfl

QL) 0 0 0
Qw) 0 0
0

(
0
D’aprés ce qui précéde, A est semblable & : )
0 0 i
0 0 0 Q"1

on@RQ=ap+a X+..+ an_lX””
Ainsi :

n—1

det(4) = [ Q")

k=0
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T
Notons que pour X = [ : | € M,,1(C)
Tn
Z, = wha;
& Tr1 = wkmg
JX =wbX o
Tpoq = wka,
1
wk‘
& dJupeCX=p| :
n—1

1 1 1 1
1 @ ot
Pour P =
1 wnfl (wnfl)nfl
Théoréme (HP)
Soit n
P(X) = Z ap X"
k=0
0 0 0 —ag
1 \ 0 —aq
unitaire et A =Cp =
0 N\ O
0 0 1 —ap—
Ona:llp=xa=P

Preuve : Soit u canoniquement associée & A, B = (ey;...; e,) base canonique de K™,

Vi € [|1;n — 1], u(e;) = eir1 et u(e,) = —apger — ... — ap—1u™ " (eq)
d’ou , P(u)(e1) =0 et Vk € [|1; K]
P(u)(er) = P(u)(u"""(e1))
= u" TN (P(u)(er))
0

P annule u sur une base, donc il 'annule sur ’espace en entier. En outre soit
n—1
QX)=> apX* € K, 1[X]
k=0
Q(u) =0= Q(u)(e1) =0 = (ax)o<k<n—1 = 0 car B est libre donc @ = 0, donc ¢, = P = x¢,
Notons que (e1,u(er),...,u" t(e1)) est une base de K", u est cyclique. Réciproquement, soit

u € L(E) ou E est un K-espace vectoriel de dimension n, s’il existe z € E/(z,u(z),...,u" 1(z))
est une base de B de E, alors
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0 0 0 —ao
1 \ 0 —aq
matg(u) = est cyclique
0 N 0
0 0 1 —Qp—1

Matrices tridiagonales
ar pfi 0 0 0
"o 0 0

0 0

0 0 Yn-2 @n-1 Bna

0 0 0 Yn—1 an,

On peut calculer y par récurrence en développant par rapport & la premiére ligne.
2 -1 0 0 o0

Ce sont les matrices de la forme :

-1 0 0
A, = .
" 0 " 0
0 o -1 2 -1
0 0 0o -1 2
A—2 1 0 0 0 1 1 0 0 0
1 0 0 0 A—2 0 0
0 0 1 A=2 1 0 0 1 A=2 1
0 0 O 1 A—2 0 0 0 1 A—2

= (>‘ - Q)XAn—l (>‘) — XAn_2 (>‘)

On peut calculer x4, par récurrence linéaire, avec
XA, = )\ -2
Xa, =(A—=2)2—1=X—4\+3
Une méthode alternative consiste & rechercher valeurs propres et vecteurs propres simultanément.
L1
Soit \e C, X = | : | e M,1(C)\ {0}
Ty
AN=2)z1+22=0
A X =D XS a1 + ()\ - Q)Ik + 211 =0
—Zp_1+A—2)z, =0
Posons xg = 41 =0on a: Vk € [|1;n], 21 + (N — 2)xp + 2501 =0
1l vient I’équation caractéristique suivante : 22 +(A—2)z+1 = 0, de discriminant A = (A—2)2—4
Supposons A € R et |[A — 2| < 2,\ €]0;4[. On a A < 0, X% + (A — 2)X + 1 posséde 2 racines
complexes conjuguées, dont le produit vaut 1. Elles sont donc de la forme e et e~ avec
6 €]0; [, e + e = 2cos(f) = 2 — \. 1l vient : {H(Q’B) e . .
Vk € [|0;n + 1|], 21 = ae™? + pe 0

on pose a = 5-
xp = 2iasin(k0) = sin(kd) HPOREa Ty

{m0:0:>ﬁ:—a 1
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Tny1 = sin((n+1)0) & (n+1)0 =pr < 0 = L5 pe[|Lin]]

Réciproquement, posons pour p € [[1;n[], A, = 2(1 — cos(;277))
sin(np—L)

A1 < ... < Ap, en remontant les calculs : X, = An Xy = A X
sin(57)

On a n valeurs propres distinctes, ce sont les seuls, donc A,, est diagonalisable

5.3.5 Théoréme de Cayley-Hamilton

Py

Enoncé

Soit E un K-espace vectoriel et u € L(F), alors x,, est annulateur de u

Démonstration

Soit € E fixé. On veut montrer que x,(u)(z) = 0. Notons E, = {P(u)(z)/P € K[X] et
Jr = {P € K[X]/P(u)(z) = 0} C K[X]. C’est clairement un idéal de K[X], car II, € J, donc
Jp # {0}, 3P, € K[X]/J, = PK[X]
Soit ,

m
Py = E ar X" unitaire
k=0

Par division euclidienne : VP € K[X], P = QFy + R,deg(R) < m — 1, P(u)(z) = R(u)(z)
Ainsi, E, = Vectge[o;n—1))(u"(x)). De plus par définition de Py, (u®(z)) est libre et

m—1
u™(x) = —au®(z)
k=0
0 0 0 —ap
1 \ 0 —aq
Alors : mat(u) =
0 N 0
0 O 1 —Qp—1

PO - Xu‘Em |Xu: donc Xu € J;E et Xu(u)(x) =0

Corollaire
1. I,|x. et deg(IL,) < n
2. . .
Yu = H(X _ /\i)m()\i) = F = @Ker(u — A\jid)™
i=1 i=1
Remarque

Pour un endomorphisme cyclique : xy|IL,, pour u = Xid
1. I, =X - A
2. xu=(X—A)"

157 MP* B.Dufour—Jules



5.3. DIAGONALISATION CHAPITRE 5. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

5.3.6 Commutation

Définition

Soit u € L(E), on définit le commutant :
Cu)={veL(E)/uov=vou}

C’est une sous-algébre de £(E) contenant K[u]. On a vu que dim(C(u)) =n? & I € K,u =
id

Commutant d’une matrice diagonalisable
Soit Sp(u) = {\;} distinctes et

™

i=1

Vi € [|11;7]], dim(Ker(u — Asid)) = m(A;). Si v € C(u),Vi € [|1;7]], E; est stable par v. Récipro-
quement, si Vi € [|1;7|], E; est stable par v, soit x € E,x =) _._, x;/z; € E;

(vou)(z) = Z Aiv(z;)

(wow)(x) = “(Z Aiv(x;) = Z Av(z;) = (vou)(x)
i=1 i=1

Ainsi C(u) = {v € L(E)/Vi € [|1;r]], E; est stable par v }. Soit B = [J;_, B;, base adaptée a
E= @::1 E

A; 0 O
veCu) & matg(v) =109 . o
0 0 A,

dim(C(u)) = Z m?

Cas particulier

Sir = n (n valeurs propres distinctes) :Vi € [|1;n|], m; = 1, dim(C(u)) = n. Matriciellement :

A0 0
0 0 M\,
A1 0 0
ClA)={[ o . o |/AeMnK)}
0 0 A,

Si A posséde n valeurs propres distinctes : C(A) = D, (K)
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Familles d’endomorphismes codiagonalisables (HP)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, (u;) une famille d’endomorphismes diago-
nalisables qui commutent alors il existe une base B de E formée de vecteurs propres communs
de E formée de vecteurs propres commun & tous les (u;), on dit qu’ils sont codiagonalisable
Preuve : dim(FE) = 1, rien a faire
Soit n € N*, supposons le résultat vrai lorsque dim(F) < n. On pose dim(F) =n +1
Si Vi € I, u; est une homothétie, n’importe quelle base convient
Jig € I/u;, n’est pas une homothétie, u;, étant diagonalisable ,

E= P Ker(u,— Xid)
AESP(uig)

VA € Sp(ui,),dim(Ey) < n. Comme Vi € I, u; et u;, commutent £y est stable par u; et u; g,
est diagonalisable. D’aprés (HR), il existe By base de Ey qui diagonalise tous les (u;g, )icr

B= |J B

AeSp(uiy)

est une base de E qui diagonalise tous les (u;)

Exemple

Si G est un sous-groupe abélien fini de GL,(C),3P, € GL,(C)/YM € G,P,'MP, est
diagonale

Commutant d’un endomorphisme cyclique

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, v € L(F)/3x¢ € E,/B =
(20, u(x0), ..., u" L(z0)) base de E. Soit v € C(u), B étant une base de E :

I(ag, - 1) € K" /v(z0) = Y ovgu'™ (o) = Plu)(x0)
i=1

vk € [|0;n — 1], v(uf(w0) = u*(v(w0)) = (u* o P(w))(wo) = P(u)[u*(z0)]
v et P(u) coincide sur une base, donc ils sont égaux. Ainsi, C(u) = K,_1[u]. De plus
<a07 "'7011’7/71) € K?’L’

n—1 n—1
Z au' =0 = Z a;u'(xg) =0
i=0 i=0

Vi€ [|0;n—1],a; =0
car B est une base

(id,u, ...,u™ ') est une base de K,,_1[u],dim(C(u)) = n. De méme la réciproque affirme que
si dim(C(u)) = n alors u est cyclique
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Exemple

Si u est diagonalisable avec [Sp(u)| = n, Sp(u) = {\i}ic[1;n) distinctes. Vk € [[1;n]], 2
vecteurs propres associés aux Ay,
i) =1+ ...+ xy

U(l‘()) = MT1+ ... + \pxp,
) (21, ..., zp) est libre, c’est une base de E

_ -1 _
ut =N+ AT,

detz, ...z, (w0, u(20), et H20)) = V(A1) #0
(w0, u(z0), ..., u" 1(xg)) est une base de E, donc u est cyclique

A1 0 0
Notons que si matg(u) = | o . o
0 0 X\
w0 0
veCu) & pr;.spn) €KY matg(v) = | o . o | © 3P €K,_1[X]/v=P(u)
0 0

C’est le polyndéme de Lagrange

5.4 Trigonalisation

5.4.1 Définition

Définition

On dit que u € L(FE) est trigonalisable si et seulement si :

3B base de E, matp(u) € T,7(K)

On dit que M € M,,(K) est trigonalisable sur K si et seulement si :
P € GL,(K), P~'MP € T2 (K)

Remarque
Al * %
Simatg(u) = | o "-. &
0 0 M\,

n

u(er) = Aer, xu = [ (X — \;) est scindé sur K

=1
Sp(u) = {N\;}. On a alors :

A 0 O
mat(en7~-->el)(u) = * T - O
* /\1
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Caractérisation

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € L(FE), les assertion suivantes sont
équivalentes :

1. u est trigonalisable

2. Xy est scindé sur K

3. u admet un polyndéme annulateur scindé sur K
4

. 1L, est scindé sur K

Preuve :
(1) = (2) : cf. remarque
(2) = (8) : d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton
(3) = (4) : tout polynome annulateur est divisible par IL,
(4) = (1)

r

I, = [[(x = x)™

i=1

dim(E) = 1, rien a faire

hérédité : n € N*, on suppose la propriété vérifiée si dim(E) < n. On suppose dim(F) =
n+ 1. Ey, = Ker(u — A\id)

Si B = E), alors u = Aid, toute base de E marche

Sinon, soit G un supplémentaire de Fy, dans E :

E = E>\1 oG
. . R N uy : G — G
Soit p le projecteur sur G parallélement & Fy,, r = plu))
Soit By base de Ey, et By une base de G, B = 5; U B2
A0 0
_lo o B _
matp(u) = ,C = matp,(u)
0 0 X\
0 C
On a T, (A) = 0 = 8 . ﬂE C)), donc T, est scindé sur K, I, |IT,, dapres (HR), 38’

base de G tel que :

matg,(w) = | o -«

B’ = B; U B’y est une base de E
Al *k *
matg(u) = o . | € T(K)
0 0 A\
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Remarque

Cette démonstration procure un procédé pour un algorithme de triangulation effective

Exemple

-3 -3 2
M=11 1 =2
2 4 —4

A+3 3 -2 A+2 A+2 0

VAeR, xpy(N) =] -1 -1 2 = -1 Xx-1 2

-2 -4 A+4 -2 -4 A+4

1 1 0

= (A+2)|-1 A-1 2
—2  —4  A44

1 0 0
= (A+2)|-1 A 2
-2 =2 A+4
A 2
= MY a1y
= A+2)(\?+4)+4)
= (A+2)3
x M est scindé sur R, donc M est trigonalisable sur R, si M était diagonalisable sur R ou C alors
x
elle serait semblable donc égale & 213, absurde. Soit X = |y | € R?
z
0 —rx—3y+2z=0
(M+2I)X=|0] & (2+3y—22=0
0 20 4+4y—22=0
r+3y—22=0
r+2y—2=0
y==z
- r=-—-z
zeR
1 1 0
Unesolutionest: X = [ =1 | =&1.Onpose B=(e1, (0], |1]) I vient:u(e;) = —2e1—e1—es
-1 0 0
et u(ex) = —4e1 +e1 — 3es
-2 -2 —4
matg(u)= 0 -1 1
0o -1 -3

On pose : C' = (_} 13) Xo = (X +2)2
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(C +2I) (5) = (8) = {iiij;io sr=-y/yeR

1
Onpose:eya=e€e1—ea=|—1] etez=e
0

mate, e, es(w) =10 -2 1

Corolaire

Tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel est trigonalisable. Toute matrice de M,,(C)
est semblable & une matrice triangulaire

r

xur = [J(X = \)

i=1

Vk € N, tr(M*) = Z/\k

A1 % *
Preuve : 3P € GL,(K),P"'MP = | «
0 Ar
PIMFP = (P IMP)F =
O 0 )\k
Remarque

Si Vi >, |A1] > |\, une seule valeur propre de multiplicité 1 de modula maximal :
(M) = Dl ST ~
oM

A

A
! n=s-+oo tr(M¥)

Matrices nilpotentes

Si u est nilpotent alors il est trigonalisable, 3B base de E telle que :

matg(u) =

o O O

*
AN
0

[enlE S
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En effet, 3r € N*/ X" annule u, ce polynome est scindé, donc u est trigonalisable (diagonalisable
sur C, car scindé a racines simples su rC), et Spc = {0}

Réciproquement si Spc = {0} alors x,, = X", il annule u d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton
donc u est nilpotent

5.4.2 Applications
Matrices de SLs(R)

Soit M € SLy(R) = {M € M3(R)/det(M) =1}
v (X)=X2—tr(M)X +1
A=tr(M)?—4
L. [tr(M)| < 2, xa posséde deux racines complexes non réelles conjuguées A et (A), A, A\ =
I\ = 1,30 €]0; [, A = ¥
tr(M) = 2cos(0)
0= arccos(%)

xm = (X —e?)(X — e™"), scindé & racines simples sur C, donc M est diagonalisable sur

/et cos(f) —sin(6)
C, semblable a 0 sin(6)  cos(6) )

det(Ry) = 1 et tr(Ry) = 2cos(f). Ry et M sont réelles semblables sur C, donc elles sont
semblables sur R,

3P € GLy(R),M = P (2?5533 _c<s)lsr(lé§)> P

v n cos(nf) —sin(nb)\ ,_;
nez M ="r <Sin(n9) cos(nh) P

Notons que la suite (M™) est bornée, car les 4 suites de coefficients de M le sont bornées

0 -
eie)' C’est la cas en particulier pour Ry = (

2. [tr(M)] > 2, xnm posséde deux racines réelles distinctes inverses I'une de 'autre, A et %, [A] <
let tr(M) =X+ 1

AP € GLy(R),M =P (3 0) P!
A

Vn € Z,M" = P <)‘ lon) pt
0 X
La suite (M™) n’est pas bornée

3. tr(M) = 2, quitte a remplacer M par -M. yar = (X — 1), soit M = I, et elle est
déja diagonale. Soit M # I, M n’est pas diagonalisable, mais trigonalisable sur R, donc

(1 «
semblable & <O 1)

3P € GLy(R),3a e R,M = P (é ‘f) p-1

( ) est semblable sur R & (é i)
3Q € GLs ( ),¥Yn € Z, M™ = Q(I + N)"Q~!

n 1 n —1
M 0 1>P
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Réduction des matrices de faible rang

Lemme M € M, (K),rg(M)=1« 3(X,Y) e M, 1(K)? non nul, M = XV

Preuve : Si M = X', (i, jo) € [|1;n]]% 40, yj, # 0, donc z;,yj, # 0, en notant (Cy;...;Cp) les
colonnes de M,

. Yj
Vj € th”vcj = ij = y%Cjo

Jo

donc rg(M) =1

rg(M) =1, jo € [[1;n]]/Cj, #
A1

Vi #£ Jo,3N; € K/CJ = \;Cj,, posons X =Cj et Y = 1 S Mn,l(K)*
An

Ona M =XY

X' =)\X

Y = %Y

Soit, donc M € M, (K),rg(M) =1,(X,Y) € M,,1(K)?, M = XY et u € L(K") canoniquement
associée & M. Soit (e1;...;&,,) une base de Ker(u) qu’on compléte en base B de K

Remarque M = X'y’ 3\ € K*/

0 ... 0 *
matp(u) = | : : "
0 ... 0 tr(uw

Xu = X = X" HX —tr(u))

tr(M) = inyi =YX #0
i=1

M est diagonalisable

tr(M)=0= xy = X"

m(0) =n > n(0) =n — 1, M n’est pas diagonalisable, mais trigonalisable sur K et nilpotente :
M? =XYXY =0

1 ... 1
Exemple M = year(K) =0
1 ... 1
tr(M)=n#0
I n
Ker(u)={z=| | e Mu1(K)/ > x; =0}
i=1
T
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1
Ker(u —nid) = Vect(] :
1
1 0 0 1
-1
Enposant P=1| o . -, o 1
-1 1 1
o ... 0 -1 1
0 ... 00
On a donc P"'MP =
0
0 0 n
1
Notons que M? =nM et M = %M est la matrice du projecteur sur Vect[| : | //H
1
0 [N 0 (6751
Soit (a;...;) € K" non nul, M = | - : | Soit u canoniquement associé¢ a M,
0 0 ap
ar ... ap 0

rg(M) =rg(u) =2
On sait que m(0) > n(0) =n—1
Xu(X) = X" HX = N)(X —p), A peC

M est semblable sur C &

*
AN
AN

o o oo

T % % % x

0 O
tr(M) = X+ p et tr(M?) = X2 + 2. Or le coefficient (k, k)

k—n—klZak:MerQ Z

k=1 =1

- O/O**y
i O > % % ¥

e M2 vaut k € [|1;n]], o

tr(iM)=0eA+pu=0=—u
tr(M?) = \? + p? = 2)\?

Si K = R alors
:Zai>0,)\7€07u7§0,)\: Zai
k=1 k=1

0 0 00 O

m(0) =n(0) =n -1 0N 00 0
m(A) =n(A\) =1 donc M est diagonalisable sur R, semblablea |0 0 0 0 0
m() = n(u) = 1 0 0 X 0

(W) = 0 0 0 0 =X

Si K = C, alors M est diagonalisable si et seulement si A # 0
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Suites récurrentes linéaires
Soit (o, ) € K2, 8 = {(u,) € KN/¥n € N, tUy 12 = a1 + Bu, }, c’est un K-espace vectoriel,

: _ P S - K
dim(S) = 2, car : (un) (o, u1)

tn ) 1l vient :

est un isomorphisme

Formons pour (u,) € S, X,, = (
unJrl

0 1
Vi e N, Xpp1 = <5 a) X, = AX,
Par récurrence : Vn € N, X,, = A" X,
xa=X?-aX-p
Dans K=C: A =a%+48 #0, A est diagonalisable : 321 # 22 € C?/xa = (X — 21)(X — 22)

3P eGLy(C),A=P(? ) ptaon, x, =P (7 °)pix,
0 29 0 =z

2

‘E(a,b) € C?)¥n € N,u, = az} + b2y

A = 0,329 € C/xa = (X — 29)2. Si A était diagonalisable alors elle serait semblable & zglo,
non !Mais A est trigonalisable :

3P € GLy(C)/A = P (ZO 1) p-1
0 20

Qo An—p [ 1) pr
’ 0 2

En développant,

I(a,b) € C?/¥n € N,u,, = azl +bnzj ™"

5.4.3 Décomposition de Dunford

Théoréme

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n € N*, u € L(F) et

T

Xu = H(X — X)) my > 1
i=1

avec les \; distincts. En appliquant le théoréme de Cayley-Hamilton et le lemme des noyaux :
E = Ker(xu(u)) = @ Ker(u — \id)™ = @ F;
i=1 i=1

avec F; sous-espace caractéristique associé a ;. On a : Sp(u|p,) = { A}, soit B; une base de

ks
F; qui trigonalise u|p, et B = |J B;
i=1

1=
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Al * *
0 * 0
0 0 X\
A =matp(u) = diagonale par bloc
Ar % *
0 0 .k
0 0 M
u peut s’écrire : u = § + n avec d diagonalisable et n nilpotent

Preuve : Notons [; = dim(F;), comme F; = Ker(u — Ajid)™, (X — A\;)™ annule u)p, donc
Sp(ujr,) = {\i}. Ainsi Xuyp, = (X — X\;)™i, en réduisant par blocs dans une base adaptée :

<3

T
F; et x, = qulpi,Vi e L]l =my

E:
=1 i=1
A 00 0 * *
0 . 0 0 0 N\ * 0
0o 0 X\ 0 0 O
En outre : A = + =D+ N
A 0 0 0 * =x*
0 0 0 ’ 0 0 0
0 0 A\

En formant § et n € L(E) qui ont pour matrice D et N dans B,u = §+n, ou ¢ est diagonalisable
et n nilpotent. De plus , en raisonnant par blocs :

N, 0 0
N=fo . o0
0 0 N,
NN 00
DNND(O 0
0 0 N,

Unicité de la décomposition (HP)
Avec les mémes notations et hypothéses. Soit n € Clu] et si u = 6’ +n’ avec ¢’ diagonalisable

et n nilpotent et §'n’ = n’d’ alors 6 =6 et n =n’
Preuve : Notons pour 1 < ¢ < r,II; le projecteur sur F; paralléelement a @;:quéi F;.Ona:

0= i A1l
i=1

168 MP* B.Dufour—Jules



CHAPITRE 5. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES 5.4. TRIGONALISATION

0 0
car matg(Il;) = I,
0 0

™
Jj=1,j#i
D’aprés le théoréme de Bézout :

nzu—ézu—i)\iﬂi

i=1

Ve € Bya = (Ad(X — X)) (w)(@) + (BiCy) (u) (@)
Or (X — XY™ C; = yu, done : (X = A)™)(w)[BiCi(uw) (@)] = xu[By(uw)(2)] = 0

Ainsi (B;C;)(u)(z) € F;.
De plus d’aprés le lemme des noyaux,

@ F; = Ker(C;(u))

j=1.j#i

et Ci(u)[Ai(X = X:)™ (u)(2)] = xu(u)[Ai(u)(z)] = 0 donc

[A(X =)™ (@) e P F

j=1,j#i

Ainsi I;(z) = (B;C;)(u)(z)

En reportant : (§,n) € Clu]?, si & présent u =09 +n' =6 +n

¢’ commute avec n’ donc avec ¢’ +n = u donc avec § € C[u]. De méme n’ commute avec n € Clu].
11 vient :

O —d=n—-n'

0 et ¢’ sont deux endomorphismes diagonalisables qui commutent, ils sont co-diagonalisables
et 0 — &' est diagonalisable. n et n’ sont deux endomorphismes nilpotent qui commutent, soit
(p1,p2) € N?/nPt = n'P2 =0

P1+Dp2
(TL _ n’)P1+P2 — Z (pl +p2)nk(_n/)m+1)2k =0

k=0 k
. . . N n = n/
n—n' =0 — ¢ est diagonalisable et nilpotent, c’est 0, d’ou : {5 _y
Exemple
1 1 2 D=
M=1|0 -1 1] estdiagonalisable donc
0 0 3 N =03
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5.4.4 Réduction de Jordan (HP)
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie, u € L(F), si
Xu = [J(X = x)™
i=1

On a vu que :

E = @Ker(u — Aiid)™

i=1

Dans une base adaptée B :

)\1 * *

0 . % 0
0 0 X\
matg(u) =
P
0 0 . %
0 0 A\
A 000 0 % x
0 . 0 0 0\ * %
0 0 X\ 0 0 O
On peut I’écrire : + .
Ao 00 0 * =x
. 0
! 0 0 " 0 E 0
0 0 A

On cherche une forme matricielle simple et unique par un endomorphisme nilpotent. Soit donc
E de dimension finie n, f € £(E) nilpotent d’indice p € N*, fP =0 et fP~1 #0

1. Soit g € E/fP~Y(z0) # 0, on montre que (zo, ..., fP~ (o)) est libre. On compléte en

une base :
By = (f*71(x0); - %0; Ept15 i En) = (€15 €n)

Soit U = matg, (f)
P € M, (C)/Vk € [|1;n|] la k-iéme ligne de P est la premiére ligne de U*~1. Soit
h € L(E)/matp,(h) =P

2. On montre que Vect = [fP~1(xg);...;20] ® Ker(h) = E

3. On montre que Yz € E,z € Ker(h) si et seulement si Yk € [|1;n|], la premiére
coordonnée de f¥~1(z) dans B est nulle. En on déduit que Ker(h) est stable par f
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Preuve :

1. Soit

p—1 p—1
(a;..5ap-1) € KP,Zakfk(xo) =0= fpfl(z akfk(%)) =0
k=0 k=0

Soit Ozofp_l(l‘o) =0=ap=0
De proche en proche, on applique fP=2, fP=3 ... et on montre que : Vk € [|0;p—1[], ax = 0.
La famille est libre

01 0 O
0 0
2. U= Lo
0
0 0 0
1 0 0
UP =0, car 7 =0, d'o : P = 8 } O rap) =p
0 0
D’aprés le théoréme du rang : dim(Ker(h)) =n—p
x € Vect[fP~1(zg);...;m0] N Ker(h)
At
Ap
X = Coordp, (z) = 0
0
)\1 /\1
1 0 0 :
B 0 N 0 = | e
PX=0=19 0 1 7= o) |70 o)
0 0 ;
0 0

Joi {Vect[fpl(zo); ..;xo] N Ker(h) = {0}
" | dim(Ker(h)) + dim(Vect...) = n
E = Vect[fP~1(x0);...;20] ® Ker(h)
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T
3. Soit x € E, X = | 1 | =Coordg, ()
T,
x € Ker(h) < h(z)=0
< PX =0
& Vk € [|1;n|], le produit de la k-iéme ligne deP par le produit ligne de UP~*
& Vke|ln|, L (U)X =0
& Vke|Ln|, L (U1X)=0
& VE € [|1;n|], la premiére coordonnée de f*~!(x) dans B; est nulle

x € Ker(h),Vk € [|1;n|] la coordonnée de f*(z) dans B est nulle, donc f(z) € Ker(h).
Ainsi dans une base adaptée :

01 0 0

0 0 0
matg(f) =10 o o 1
0 0 0 0

0 U’

fF=0=U0P=0
Soit u' = u|ger(n), ¢’ est nilpotent d’indice p’ < p, car w'? = 0. Par récurrence sur la

0 1 0 O
dimension de E, il existe une base de B’ de E /.J, = | 0 e 0
0 0 0 1
0 0 0 O

Jo 0O 0 0

0 Jo, 0 0

matp (f) =
0 0 -0
0 0 0 Jy

Notons, si dans cette réduction n; blocs J; apparaissent :
n=dim(E) = mq + 2mg + ... + pm,

dim(Ker(f)) =m1 +mg+ ...+ m,

dim(Ker(f?)) = mq + 2ma + ... + 2m,,

dim(Ker(f*)) = my + 2ma + ... + kmg + ... +km,
dim(Ker(fP)) = mi +2ma + ... + pm,,
Vk € [|1;p — 1|], dim(Ker(fP)) — dim(Ker(fP~1)) = my + ... + my,

my, = dim(Ker(f*)) — dim(Ker(f*=1)) — dim(Ker(f*1)) + dim(Ker(f*))
= 2dim(Ker(f*)) — dim(Ker(f*') — dim(Ker(f**1))
ne dépend que de f. La réduction est bien unique

Conséquences : une matrice et sa transposée son semblable dans C, donc dans R (cf Dun-
ford). De plus la dimension du commutant est supérieur ou égale a n
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5.4.5 Produit Tensoriel (HP)

Définition

Soit A € M, (K), B € M,(K). On définit :

al’lB al’pB
AoB=| C | e Mop(K)

apa1B ... appB

C’est la matrice dans une base de M,,;,(K) de 14

%
— B
A0 0
Si A est diagonalisable : 3P € GL,(K),3(A1;..; M) € K"/PTTAP=| ¢ ..
A

Alors par produits par blocs ,

MB 0 0
(P_1®Ip)(A®B)(P®Ip): 0 0
0 0 M\B

Ona: (P'®l,)=(P®I,)!

MB 0O 0
A ® B est semblable & 0o . 0
0 0 M\B
Si B est diagonalisable : 3Q € GL,(K), 3(p1;...; pp) € KP
w0 0
QT1'BQ=|¢o . o
0 0 pup
Alors,
AMB 0 0 Q' 0 0 AMB 0 0 Q 0
(L,®Q™M) | o 0 |h®Q) = 0 0 0 0 0
0 0 M\.B 0 0 Q! 0 0 M\B 0 0
Atpr 0 0
= 0 . 0
0 0 ity

donc A ® B est diagonalisable et Spg(A® B) = {Au/\ € Spk(A), u € Spx(B)}
Réciproquement, si A est diagonalisable non nul, si A ® B est diagonalisable, 3i € [|1;n|], \; # 0,
A;B est diagonalisable, donc B l’est, par stabilité des sous-espaces d’un endomorphisme diago-
nalisable. Notons que :

|tr(A® B) = tr(A) x tr(B)|
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Exemple

i 0 0 A 00 1
A:( _),M: 0 A 0|l=M=[010|wA=BeA
A0 0 10 0

1 1
X 0 -1
x6=|0 X-1 0|=(X-1%(X+1)= Sp(B)={-1;1}
-1 0 X
Bey = eq, B(61 + 63) =e1 +e3 et B(61 — 63) =e3— e
01 1 1 0 0
P=[10 o0 |,P'BP=|0 1 0
01 -1 0 0 -1
A 0 O
M est semblablea | 0 A O
0 0 -4
1-—A -1 9 . . . ,
xa(A) = ‘ 1 1 )\‘ = A%, A non diagonalisable. Par suite M ne ’est pas. A est semblable
0 1
0 0 0 0
. (0 1 . 0 1 . ..
a (0 O> donc M est semblable & 0 0 0 0 . On raisonne matriciellement pour
0 1
0 0 0 0

déterminer le commutant
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Chapitre 6

Espaces vectoriels normés
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6.1 Définitions

6.1.1 Normes

Définition

1l : E - Ry

Soit K =R ou C, E un K-espace vectoriel. On dit I'application : v = |

est une norme si et seulement elle vérifie les 3 propriétés suivantes :
1. axiome de séparation : Vz € E,||z|| =0< 2 =0
2. axiome d’homogénéité : Vo € E, || z|| = |A| - ||=]|

3. inégalité triangulaire : V(z,y) € E2, ||z + || < ||=]| + ||y]|

FIGURE 6.1 — Inégalité triangulaire

Remarque

Dans ce cas, ||.|| vérifie la deuxiéme inégalité triangulaire :

V(x,y) € B | l=ll = [lyll | < llz -yl

Preuve : [|z]| < |lz —y|| + [lyl| < [lzl| = [lyl| < |lz =yl
En échangeant z et y : ||y|| < ||y — || + ||z|
Soit [[yl| —[|zl| < |ly — =l = llx =yl = | [lz|l = [yl |<lz—yll
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Normes sur K"

Sur K", on définit : Vo = (z1;...;2,) € K",
1. N
lzlly = |kl
k=1
2.
3.
Preuve :

1. Ces 3 applications sont & valeurs dans Ry et [[(0;...;0)||; =0
2. |[(x1; . 20)|| =0 = VEk € [|1;n]], 2z =0

3. L’homogeénéité est évidente pour les normes 1 et 2. Soit A € K, (z1;...;z,) € K”
VE € [|Linl], [Aze| = Al [ze| < A [[(@15 -5 2Znlloe = [[A@15 -5 20) oo < AL [[(@15 -5 20) [0
Pour A\ = 0, égalité, A # 0, on applique ce qui précéde & \(x1;...; 2, ) et %, il vient :

(@15 2n)lloo < Al 2m) oo
AL 1@ 15 s 2n)l oo < [M@15 5 20) |0

4. Y(x = (215.520),y = (Y15.59n)) € (K™)?

|z +yll = Z\rk + k| < lek\ +Z|yk| = [lzl[x +[lylh

k=1 k=1

Yk € [[nll; [zk + yr| < fex] + lye| < lzklloo + [lyrlloo
Pour ||.||2, I'inégalité triangulaire sera vérifiée a la fin du chapitre (cf l'inégalité de Min-
kowski)

Remarque

Pour n =1, ||.|[i = [[-/l2 = [ |oc = ||
p € [1;+00[, on définit ,
l
(2155 20)[lp = lek\p v

C’est une norme et on vérifie :

lelly — lall
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Normes d’espaces de fonctions

Si E =C%[a;b],R), on définit : Vf € E
b
[If]l1 = / |f(t)|dt, norme de la convergence en moyenne

b
fll2 = / | (t)|2dt norme de la convergence en moyenne quadratique
a

[1£lloo = sup 1f(#)] = mazie(a|f(¢)]

Ela;b]

Norme de la convergence uniforme

Soit (E, ||.]|) un K-espace vectoriel normé, X un ensemble,
B(X,E)={f:X — E bornée sur X, IM > 0,Vx € X, ||f(2)|| < M}
C’est un K-espace vectoriel, on définit Vf € B(X, E) :

[ Flloe = supgex [[f ()] < 400

C’est une norme appelée norme de la convergence uniforme sur X.

En effet :

1. Vf € B(X,E),||fllo =0=Vz € X,[|f(z)|]|=0=f=0

2. V(A f) e Kx B(X, E),Vx € X, ||\ f(2)]| = [A[ - [[f (@) < Al [ f]]oo
donc, [|Af(2)[[oc < A [[f]lo
On a égalité si A =0, si A # 0, on applique ce qui précéde :

1 lle =152l < p7lIASllo
AL 1 oo < HAS oo
AL 1 flloe = [IAfllo

3. Enfin, V(f,g9) € B(X,E)?,Vz € X :

I(f +9) @) < [[f @] + [lg()I] < [[flloo + [g]loo
1+ glloe < 1o + llglloo

Exemples

Si X =N, E =K, on définit sur I’espace :
ZOO(N) = {(un)ne[x S KN bornées }

[[(un)loc = sup |un|
neN
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Algébre normée

Soit A une K-algébre et ||.|| une norme sur A. On dit que (A, +, X, ) est une algébre
normeée si et seulement si V(z,y) € A2,

[yl < ] - [lyll

Exemple

(K [1-11) ou (€°([a; B, R), []-lloo)

Norme-produit

Soit (E1, ||.1[1);--; (Eps|]-lp), p K-evn. On définit sur £y X ... X E,, la norme dite norme-
produit,

V(15 2p) € Er X oo X By, |[(21;..52p)|| = lrillzab<)<:p||gltz|\Z

6.1.2 Distances

Définition

Soit (E,||.]|) un K-evn :
1. (z,y) € E?, on définit d(z,y) = ||z — y|
i Y(z,y) € B d(z,y) =0 [z —yl[ =0
ii V(z,y) € B2, d(y,x) = d(x,y)
iii V(z,y,2) € B3, d(z,y) +d(y,2) > d(z,2)

Généralement si un ensemble E est muni d’une application, d : E? — R, vérifiant ces
trois propriétés, on dit que (F,d) est un espace métrique

2. Pourx € Eet AC E, A# 0, on définit :

(e, A) = int {|lz — ]}

3. Pour A, B parties non vide de E, on définit :

d(A,B) = inf —b
(AB)= it (ot}

4. On dit que A C E est bornée si set seulement si 3IM > 0/Va € A, ||a|| < M. Dans ce
cas on définit le diamétre de A,

0(A) = sup {[la—d[|}

(a,a’)eA?
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Remarques
Par définition, Ve >, Ja. € A/
d(z, A) < ||z — ae|| < d(xz,A) +e
En particulier, Vn € N, 3(a,,) € A/

d(z, A) < ||z = an|| < d(z, A) + -1
lim |z — ap|| = d(z, A)

n—-4oo

ALa suite (a,) ne converge pas forcement ! Par exemple en prenant £ =R, A et 2 =0
A\d(z, A) n’est pas forcement atteinte! Avec A =R* et 2 =0

d(0, Ry = inf {|o[}

Mais 0 ¢ R?, on peut avoir d(z, A) =0et z ¢ A

6.1.3 Boules et sphéres

Définition

Soit (E,||.]|) un K-evn, a € A
1. Pour r > 0, on définit :

B(a,r)={z € E/||lz —a]| <7}
La boule fermée de centre a, de rayon r
S(a,r) ={x € E/||lx — a|| =7}
La sphére de centre a et de rayon r
2. Pour r > 0, on définit :
B(a,r)={z € E/||lx —a|| <7}

La boule ouverte de centre a et rayon r. Notons que {0} = B(a,0) = S(a,0)

Remarque

On passe de B(a,r) & B(d/,r") par la translation de vecteur a’ — a puis ’homothétie de
rapport %/

Exemples
Pour E = R?,
81(0,1) = {(z;9) € R?/Ja| + |y| = 1}
82(0,1) = {(z;y) € R?/a® + 9> = 1}
Boo = {(z;y) € R?/maz(|z], |y|) <1} = [-1;1]?
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6.1.4 Suite dans un espace vectoriel normé

Définition

Soit (E,||.||) un K-evn, (u,) € EN et € E, on dit que (u,,) converge vers [ si et seulement
si:
lim ||lu, =1||=0
—+o0
Ve > 0,3n0 € Nyn > ng = |ju, — || <e,u, € B(l,¢)
Ve > 0,{n € N/u, ¢ B(l,¢)} est fini

Propriétés élémentaires

1. Unicité de la limite : si au sens de norme ||.||, (u,) converge vers [ et " alors [ ={’. On
note alors :
lim wu, =1
n—-+oo

2. Si (u,) converge alors elle est bornée (la réciproque est fausse , cf (—1)"

Clim u, =12 lim [fug| = ]|
n—-+oo n—-+o0o

4. lim u, =let lim v, =1 alors
n—-+o0o n—-+oo

v e K, BT Ay, + v, = A+ U, linéarité de la limite

Si de plus (E,||.||) est une algébre normée ,

lim wpv, =11
n—-+oo

5. 81 lim un:l¢0a10rs HnOEN,Vn2n0,||un||2@>0

n—-+oo

6. Soit (E1,||-[1); - (Ep.|I-llp) p K-evn. Dans (By x ... x By, ||-|loc). Soit (un),

(up) = (ug); ...;uﬁf’)) € EN

5 ; e Vi € [|1;p]]
na ni}Iiloou” - ( 1y ;U) < nli}rfoou;’l) — Z’L

Preuve : se référer au chapitre 2
ALa notion de convergence dépend de la norme !Par exemple, soit E = C°([0;1],R)

men, I 01 = R
xT — T

1
Hnma/ﬂm:
0

| fnlloc = 1, donc (f,) converge au sens de norme 1 mais pas de norme infini

— 0
n+1 n—s+oo
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Suites extraites

Soit o : N — N strictement croissante, (u,) € EV, on dit que (Ug(ny) est extraite de
(un). Soit A € E, on dit que A est valeur d’adhérence de (u,,) si et seulement si 3o : N — N
strictement croissante telle que :

Propriétés

1. lim u, =10= Vo :N— N strictement croissante lim wu,(,) =1
n—-+o0o n—-+o0o

2. Si (u,) posséde deux valeurs d’adhérence distinctes, elle diverge

. lim wug, = lim w == lim u, =1
n—-+oo 2n n——+oo 2n+1 n—-+4oo n

4. X est valeur d’adhérence de (u,,) si et seulement si Ve > 0,Vn € N, Ip > n/||up,—A|| < €

ce qui équivaut & dire que {p € N/u, € {B(\,¢)} est infini

Comparaison

Soit (uy), (v,) € EY, on dit que
Up = O(vy,) & IM > 0,3Ing € Nyn > ng = ||un|| < M||vy]|
Up = 0(vy) & Ve > 0,3ng € Nyn > ng = |Jun|| < el|val|
Up ~ Uy & Ve >0,3Ing € Nyn > ng = ||un, — val] < gllvn]|

6.1.5 Comparaison des normes

Définition

Soit E un K-evn muni de deux normes ||| et ||.||

1. On dit que ||.||" est dominée par ||.|| si et seulement si :
Ja > 0/Vx € E,||z|| < of|z||

2. On dit que ||.|| et ||.||' sont équivalentes, si et seulement si elles se dominent 1’une

r ) eRL Ve e B, Bllz| < [lz])" < of 2|
autre : 1 1 ,
allzll < flzf] < 5ll«l]

C’est une relation d’équivalence

Exemples

1. Sur K™, ||.|l1,]]-ll2; |-]|cc sONt équivalentes
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2. Dans C°([a;b],R), on a :

b b b
vfeE,ufnl:/ f(t)ldtﬁ\// f“'(t)dt\// 12dt = [|f]]2 < ||/l

Propriétés
1. Si||.||' est dominée par ||.|| :
— toute suite bornée pour ||.|| Uest pour ||.||
— lim w, =Ipour ||.||= lim wu, =1 pour ||.|/
n—-+oo n—-+4oo
2. Si||.|| et ||.]|' sont équivalentes :
— une suite est bornée pour ||.|| si et seulement si elle I'est pour ||.||
— lim wu, =1 pour ||.|| si et seulement si lim wu, =1 pour ||.||
n—-+oo n—-+oo

Preuve : application directe de la définition

Remarque

Pour montrer que deux normes ne sont pas équivalentes, on applique le 2 :

Exemple : Pour E = C%[a;b],R), on a vu que ||.|[1 < [|.|]|2 < ||.]|cc- Soit fooo 1 > R
fnlloo =1

! 1
nll1 = thdt = ——
Il = [ —

0
1 1
Mo = t2ndt = 4/
I[fnll2 /0 1

Si on prend v/2n + 1f, alors cette suite est bornée pour ||.||2 mais pas pour ||.||cc. De méme
(n+ 1) f, est bornée pour ||.||; mais pas pour ||.||2. Ces normes ne sont pas équivalentes

Cas de la dimension finie

Toute les normes sont équivalentes en dimension finie

Preuve : ¢f compacité

Remarque

En dimension finie, lorsqu’on parle de converge, on a pas besoin de préciser avec quelle norme

(p)) converge vers M = (a; ;) € M, (K) si et seulement si :

on travaille. Par exemple M), = (a; ;
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pETooM” = M au sens de ||.||

. o2 @ -
¥(i,j) € [l ) — o,

Attention, ceci n’est plus valable en dimension infinie : soit (e;) une base de E. Va € E,3!(z;)ier €
K. Si J C I dénombrable, on définit sur E, J = {i,,/n € N}

1> mieilloo = max |z;|

ieJ
1> wieilli =) |
ieJ ieJ

Vne N[> el =n+1> eille =1
k=0 k=0

Ces normes ne sont pas équivalentes

Interprétation géométrique
Soit E un K-ev muni de deux normes ||.|| et ||.]|". Si||.||" est dominée par ||.|| :
Ja > 0/Vz € E,||z||’ < of|z]|
Donc Y(a,r) € E xR,z € By (a,7),||z —al| <7 donc ||z — a||" < ar alors x € B (a,ar) :

Byji(a,7) € By (a, ar)

Réciproquement, si toute boule ouverte pour ||.|| est incluse dans une boule ouverte pour ||.||" de
méme centre. En particulier,

Ja > O/B||~H(O; 1) - BH~|I’(O’O‘)

x 1 €T
=== =——¢€B);0:1)
2" 2 7 2ffaf] T

Ve e E\{0} ||
[|.]| domine donc ||.||". Deux normes sont équivalentes si et seulement toute boule ouverte pour

I'une est incluse dans une boule ouverte pour I"autre de méme centre. Deux normes équivalentes
définissent les mémes parties bornées

6.2 Topologie

6.2.1 Définitions

Définition

Soit (E,[|.]|) un K-evn

1. soit « € E, A C E, on dit que A est un voisinage de a et on note A € V(x) si et
seulement si 3r > 0/B(z,r) C A

2. On dit que O C F est un ouvert de E si et seulement si :
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O=0ouVze0,0eV(x)
Ve e O,3r, >0/B(x,ry) CO

0= U B(x,r,)

z€O

3. On dit que F est un fermé de E si et seulement si

E\ F =C(CgF est un ouvert de E

Propriétés

Toute réunion d’ouverts est un ouvert
Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert
E et () sont ouverts et fermés

Toute intersection de fermés est un fermé

AN

Toute réunion finie de fermés est un fermé

Preuve :
1. Soit (O;) une famille d’ouverts de E :

T € UOi,EIiO €l/x €O et Ir>0/B(x,r) C O; C UOi
il iel
U O; est ouverte
il
2. Soit (Oq;...;Oy) n ouverts de E, soit x € (N}, Ok. Vk € [|1;n|],3ry, > 0/B(z, 1) C Ok.

r = mini<k<n(rr) > 0,B(z,7) C ﬂ O}, est un ouvert
k=1

3. Vz € E,B(z,1) C E donc E est un ouvert donc @) est un fermé. §) est ouvert donc E est
fermé

4. 5. S’en déduisent par passage au complémentaire

Exemples
1. Toute boule ouverte est ouverte. En effet soit a € E et r > 0et « € B(a,r),r, = r—||z—all
y € B(z,r), |la—yl| <|lz—al[+lz—yl| <|lz—al[+ 71z <7
B(z,r;) C B(a,r)
Les ouverts sont exactement les réunions de boules ouvertes

2. Les boules fermées sont fermées, en effet a € E,r > 0. Soit x € E \ B(a,r), ||z — a|| > r.
La boule ouverte de rayon r,, = ||z —a|| —r C E\ F
y € B(z,re),|ly —all 2 [|lz —al| = |lz =yl > [z —al| =72 =7
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y € E\ B(a,r)
En particulier, les singletons sont fermés
3. Dans (R, |.]), ]0; 1] n’est ni ouvert ni fermé. En effet :
Vr > 0,B(1,r) =]1 —r; 1+ r[Z]0;1]
Vr > 0,B(0,r) =] — r;r[¢ R\]0; 1]

Remarque
Les parties finies, réunion finies de fermés sont fermées

A\Une intersection quelconque d’ouverts n’est pas nécessairement un ouvert

1 1
ﬂ] — ——; ——[= {0}, non ouvert
nen n+1l n+1

6.2.2 Intérieur, adhérence, frontiéres

Définition

L. On dit que x est intérieur a A si et seulement si A € V() si et seulement si Ir >
0/B(z,r) C A. On note A appelé intérieur de A, ’ensemble des points intérieurs a A

2. On dit que = € E est adhérent & A si et seulement si :
Vr > 0, B(z,r) N A # (). L’ensemble des points adhérents & A s’appelle 'adhérence de

A, notée A
3. On définit la frontiére (ou bord)de A, parfois aussi noté : 9.A
frA) = A\ A
Exemple

1. Q =0 car R\ Q est dense dans R, la;b[Z€ Q

2. Q =R, car Q est dense dans R : Vz € R,Vr > 0,]x — r;z +r[NQ # )
3. 900 =R

4. Deméme:R\i(Q:RetRin@

Théoréme

Soit AC E :
1. A est la réunion de tous les ouverts de A (c’est le plus grand ouvert de E dans A)
2. E\A=FE\ A

3. A est Iintersection de tous les fermés de E contenant A (c’est le plus fermé contenant

A)
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Preuve :
1. 2 € A, 3r > 0/B(z,7) C Aet B(x,r) est un ouvert inclus dans A.
Ac | o

o ouvert c A
O un ouvert de A, z € O,3r > 0/B(x,7) C O C A, donc z € A. Ainsi

U OcCA

o0 ouvert cA

r€E\A & 3Ir>0/Bx,r)NA=10
< Jdr>0/B(z,r) CE\A
& eriA

3. s’en déduit

Remarque

A est ouvert < A=A
A est fermé < A=A

Exemples

Soit F un sev de E. Supposons F #10
dxg € F,3rg > 0/B(£U()77°0) CF
Vye E |lxog—y||<ro=>yeF
Soit x € E'\ {0}, posons y = zq + %"ﬁ
Il vient, ||y —zo|| = 3 <ro,y € F
Par suite : z = %ﬁf”(mo —y) € F = F = E absurde
Par contraposée si F est un sev strict de E, F=9

6.2.3 Influence de la norme

Théoréme

adhérences

Deux normes équivalentes définissent les mémes ouverts, fermés, voisinages, intérieur et

Preuve : Si ||.|| et ||.||" sont équivalentes et O ouvert pour ||.||, soit x € O :
Ir > O/BHH(Z‘,T) CO& I > O,B”.H/(I,T/) - BH”(I,T’) cO

donc O est ouvert pour ||.||
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Remarque

En dimension finie, on n’a pas besoin de préciser lorsqu’on parle des ouverts, fermés etc... de
préciser avec quelle norme on travaille

Exemple
Donc E = C°([0;1],R) soit H = {f € E/f(0) = 0} = Ker(p) avec v E = R )
0
forme linéaire non nulle. H est un hyperplan de E. Munissons E de ||.||e : soit ¢ € H,Ve >

0,3f. € H/||g — f-lloo <€ (id est : f. € B(g,e) N H)
En particulier, Ve > 0, |g(0)| = |g(0) — f-(0)] < ||g — f||oo, donc ¢g(0) = 0. Ainsi H = H, qui est
fermé pour ||.||oo
Munissons E de ||.|[1, g € C°([0; 1], R)

fe + [0;1]

_)
Soit € > 0, > 0, définissons t Lg(a)  elle est continue et f. € H
— t

Il vient,

1 @
7. =il = [ 17 =slat = [ |Zo() = gloas

1 = glls < $lg(a)] + allglloo < 2 lglloc -
On prend a = ﬁ ainsi ||f —g|l1 <e. Ainsige Het H=F

Points isolés, d’accumulation

Soit A C F, on dit que a € A est un point isolé de A si et seulement si :
Ir > 0/B(a,7)NA={a}
On dit que a € E est un point d’accumulation de A si et seulement si :

Vr > 0,B(a,7) \ {0} N A#0,doncac A

Exemple

0 est un point isolé de Z et d’accumulation de [0; 1]

6.2.4 Caractérisation séquentielle

Théoréme

1. Soit ACFEeta€ F,ona:

a€ AeIa,) € AN Erf an, =a

2. A est fermé < V(a,) € AY convergente 1i1}_1 a, € A
400

n
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Preuve :
L. 4i) — @) : soit 7 > 0,3ng € N/Vn > ng, |lan, —al| < 5 et an, € Bla,r)NA, donca € A
i) —ii) :a€ A:VneN,Ian) € A/llan —al| < 57 alors lim a, =a
n—-+4oo

2. s’en déduit puisque A est fermée < A C A

Exemple
Les sphéres sont fermées. En effet soit a € E et r > 0, soit (a,) € S(a, r)N/nEIEOOan =le L.
On aVn e N,|la, —a|]| =7
[l =]~ llan — all | < fla 1}l — 0

Donc lim |la, —al| = |la—1|| =r,l € S(a,r)
n—-4o0o

Remarques
1. a est un point d’accumulation de A si et seulement si 3(a,,) € (A\ {a})V/ liT an =a
n—-+oo

ce qui équivaut a l'existence d’une suite injective de points de A qui converge vers a

2. On dit qu’'une partie A de E est discréte si et seulement si tous ses points isolés : par
exemple, a > 0, aZ est une partie discréte de R

6.2.5 Topologie induite

Définitions

1. Soit (E,||.]|) un K-evn, A une partie non vide de E. On dit que O € A est un ouvert
relatif de A si et seulement si :

O=0ouVzreO,3r>0,Bz,r)NACO

Notons que les ouverts de A sont exactement les intersections de A avec les ouverts de
E

2. On dit que F' C A est un fermé (relatif) de A si et seulement si A\ F' est un ouvert

3. Pour z € Aet V C A, on dit que V est un voisinage (relatif) de x dans A et note
V € V4(z) si et seulement si Ir > 0/B(z,r)NACV

Remarque

Les ouverts,fermés et voisinages relatifs vérifient les méme propriétés ensemblistes que ceux
de E

Exemple

|z = F —
r
ouverts, fermés relatifs de F sont les ouverts, fermés de (F, ||.||r) car

By (z,r) N F = By (z,r) = {y € F/|lz —y|| <r}

]3:1] est un ouvert relatif de ]0; 1]

. . R .
Soit F un sev de E, on peut définir ]| norme dur F. On vérifie que les
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Densité

Soit B C A deux parties de E. Les propositions suivantes sont équivalentes :
B est dense dans A

ACB

Va € A,¥r > 0,B(a,r)NB#0

YO ouvert de A,ONB # 0

Va € A,3(b,) € BN/nEIJIrlOObn =a

AN

Preuve : Si B est dense dans A, soit O un ouvert de A non vide, soit xg € O : Jryg >
O/B({,E()Jb) NACO
Or z9 € A C B, donc B(wg,70) N B # 0. Si b€ B(zg,m0) NB,be ONB#
Réciproquement : si tout ouvert non vide de A reste dans B :

Va € A,Vr > 0,(B(a,r)NA)NB #

Exemple

E =C([0;1],R) muni de ||.||1, soit H = {f € E/f(0) = 0}. On a vu que H = E, donc H est
dense dans E

Théoréme

1. Soit F un sous-espace vectoriel de E, alors F aussi un sous-espace vectoriel de E

2. Soit H un hyperplan de E : ou bien H = H et H est fermé, ou bien H = E et H est
dense dans E

Preuve :
1. O € F C F etsoit (\,x,y) € Kxf{ I(zn), (yn) € FY, lirf Tn, = et
—+o0

lim y, =y alors
n — 400

n

lim A\, +y,) = x+y€F
n—-+oo
2. H est un sev de E contenant H qui est un hyperplan, donc si H # H,3xq € H \ H et

HoKegy=ECH - H=E
6.3 Limite et continuité

6.3.1 Définition de limite

Définition

Soit (E,||.||e) et (F,||.||r) deux K-evn. Soit A C Eet f: A— F,a€ A/l € F.On dit
que :
limf(z)=leVe>0,3a>0/Ne e A, ||z —allpg <a=||f(z)-1]|<e

r—a
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Voisinage de +o0

Soit V' C R, on dit que V est un voisinage de +oo si et seulement si 34 € R/[A; +oo[C
V. On note V € V(+0c0)

Soit A C R,V C A, on dit que V est un voisinage de +0o dans A si et seulement si
JA € R,[4;4+00[NA CV et on note V € V4 (+00)

Soit A C R, on dit que 400 est adhérent a A si et seulement si VA € R, [A; +oo[NA # ()
si et seulement si 3(a,) € AY/ liIJIrl apn = 400
n—-+0oo

De méme pour —oo

Définition avec les voisinages

limf(z) =1 < VW € Vp((1),3V € Vr(a)/f(VNA) CW

r—a

Exemples
1. lim u,=1leVe>0,FJAcR/Nere A x>A=||f(z)-l||lr<e

n—-+o0o
. .. .. . : N - F
On retrouve bien la définition de limite de suite, lorsque f

n o= up
: R? 0;0 — R = 0
2. Soit f \ 0003 22,2 On réalise le changement polaire : * TC_OS( )
(z3y) G Wy y = rsin(0)

7+ cos(#)? sin(0)?
r2(cos(#)? + sin(6)?
2 cos(0)? sin(6)?

r? =@, y)ll>

f(z,y) = f(rcos(9),rsin(d))

IN

Soit € > 0,]|(z,y)||]2 < Ve = |f(z,y)| < e. La limite existe et vaut :

lim z,y) =0
(m,y)H(U’O)f( v)
g + R\{(0;0} - R
(z3y) i
0 in(0)) = r2 cos(6) sin(6) _ ‘(9) - (6)
g(r cos(8),rsin(9)) T2 (cos(0)? Tem(@yz — cos(0) sin

0=0— g(z,0)=0

0= - glr,z) = }

ADans l'exemple 3, on a lim(limg(z,y)) = 0, mais g n’admet pas de limite en (0,0).
z—

= pas de limite

0 y—0
Lorsque  lim x,y) =1 alors :
a (fcvy)—>(070)f( v)
lim (lim f (z, ) = {
lim (lim f(x,y)) =1
y—0 z—0

Généralement, on n’a pas le droit d’intervertir deux limites sans précautions
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A h R2\ {(0;0)} — R
lim (limh(z,y)) =1
z—0 y—0
Jim (lim h(z, y)) = 0

6.3.2 Propriétés des limites

Composition des limites

r—a

limg(y) =1
y—b

Soient (E,||.||g), (F,||-||F) et (G,]|-||¢) trois K-evn : f: ACE —-BC Fetg:B—G.

e
Soient a € A (éventuellement +00), b € B (idem) et | € G U {£o00}. On suppose que :
lim f(z) =b
o S limg(f(x)) = 1

Preuve : se ramener a la définition avec les voisinages

Caractérisation séquentielle de la limite

Tr—a

Soit f: ACE— Fa€ Al € FU{+x}

lim f(z) =1 & V(a,) € AN/ lim an:a,’liﬁr_l flan) =1

n—+oo

Preuve : cf cas de CR

Corollaire

S'il existe (wn,y,) € (AHN/ grf Tp = a =

lim f(yn). Alors f n’a pas de limite en a.

lim y, et ngrfoof(xn) =1 # =

n—-+o0o

n——+00
Exemples
g R\{(0;0} — R
1. . oy
(I’y) —> el
9(47,0) = 0 : -
{ i 1y _ 1 = g n’a pas de limite en (0,0)
g(n+1’ n+1) - 2
9 f + RL = _Rl
t o+ sin(3)
i = .
Vk € N¥, 1 = f n’a pas de limite en 0
f((4k+1)g) =1
En revanche ¢sin(1) — 0
t—0
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XQ R — R
3. t — 0sité¢Q
1siteQ

Cette fonction n’admet de limite en aucun point, se qui se démontre en utilisant la carac-
térisation séquentielle de la limite et la densité de Q et R

Propriétés générales

1. Unicité de la limite : si f a pour limite 1 et I’ en a alors | =1’

2. Sif a une limite finie en a, 3V, € V(a),IM > 0/Vz € VoN A, ||f(z)|] < M (f est bornée
au voisinage de a)

3. Si de plus linﬁ fl)=1#£0:3Vy € V(a)/VNe e Vo NA,||f(z)|| > @

4. SiF=RouC:-L. — 1

f@) gl
S ) =h
5. Linéarité : wlirgag(x) =1y = Af(zx)+g(x) Tt Al + 1o
rekK

Si F est une algébre normeée :
fla) x g(@) lim b x Iy

6. Soit (F1,||./[1), ... (Fy, ||-|l,) pK-evn

' ' B A o f A — Iy x .. x F,
Vi € [|1;p]], fi : A C E — F;. Formons : = (fi(@) fol@)
Ona lim f(z)=1= (I, ],) & Vi € [1;p]}, lim fi(x) =1,

6.3.3 Continuité

Définition

Soit f: ACE—F
1. Soit g € A, on dit que f est continue en zg si et seulement si lim f(z) = f(zg), ce
Tr—rxo
qui se traduit :

Ve > 0,3a > 0,||z — 2ol|lp < a=||f(x) — f(zo)|lFr < e

2. On dit que f est continue sur A" C A si et seulement si elle est continue pour tout
point de.A’

3. On dit que f est continue si et seulement si elle est continue en tout point de son
ensemble de définition

Exemples

1. xq@ n’a de limite en aucun point, donc est discontinue partout
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f iR = R
2. t s tsiteQ
—tsite R\Q
Comme |f(t)| = |¢] : tlirr(l)f(t) = 0= f(0), f est continue en 0
—
Soit tg # 0,3(r,) € QV/r, — to et (i) € R\QN/i,, — to
n—+4o0o n——+oo
Jim f(ra) =to # ~to = lim f(yn)
f R = R
3. t - Osit¢Q

% — %sité@etp/\qzl
t1 € R\ Q,e >0,{q € N*/% > e}est finiet {& € QNlty — 1Lt + 1}/% > ¢} aussi. Ainsi
{te[t1 —1;t1 +1]/f(t) > &} est fini :

E'Oéo > O/Vt S [tl — ].;tl + 1]0 < f(t) § 3
Propriétés
V(a,) € ANya, — o
1. f est continue en xg si et seulement si ) nortoo
lim f(a,) = f(z0)
n—-+oo
2. Si f est continue en xg, elle est bornée au voisinage de zq. Si de plus f(xg) # 0, f ne
s’annule pas au voisinage de xo. Plus généralement : si FF' =R et si A < f(zg) < p :
IV € V(o) /Ve €VNANL flz) < p
prendre € = min(u — f(z), f(zo) —A) >0
Remarque

Comme deux normes équivalentes définissent les méme ouverts, fermés et voisinages, elles
définissant les mémes limites et fonctions continues

Théoréme

Rn

e; —
Soit n e N*, i € [|1;n ?
’ (11571, (T1;..52n) —  x;

, €5 est continue

Théorémes généraux de la continuité

Toute somme, produit, composée de fonctions continues est continue

Exemples
1 f R3 — R
) (z;y;2) +— sin(@?y/y* +1—e*)In(1 + V24 + ev) — 2°
fo RA{(0;0 —» R
2. ; zy
(z;y) A Ny

sont continues d’apreés les théorémes généraux de la continuité (TGC)
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Continuité globale

Soit f: A C E — F. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. f est continue sur A

2. VO ouvert de F, f~1(O) est un ouvert relatif de A

3. VF fermé de F, f~1(F) est un fermé de A

Preuve :
(1) = (2) Sif est continue, soit O un ouvert de F,
si f71(0) =0, c’est un ouvert de A
si f7HO) # 0, soit 29 € f~1(O) : f(wg) € O ouvert, donc Je > 0/B(f(xp),€) C O. f étant
continue en zg ,
Ja > 0/Ve € A, [|z — x| < a = [[f(x) — f(zo)l| < 3
Ainsi Vz € B(zo,2) N A, ||z — z0|| £ @, donc f(z) € B(xg,e) C O,x € f~1(0)
B(xg,a) N A C f71(0), qui est bien un ouvert de A
2) e @) VX CFfIF\X)={zecA/f(x) ¢ X} = A\ fH(X)
(2) = (1) Supposons (2) et soit xg € A et € > 0. Soit O = B(f(x¢),¢) un ouvert de F
f71(O) est un ouvert de A, zo € f~1(0)

ouvert de A,Ja > 0/B(z,a) N A C f71(0), douVz € Al —xo|| < § <aetz e
f7H0), f(z) € B(f(x),e) = |If(z) — fzo)l| < €

Remarque

On utilise fréquemment ce théoréme en invoquant le continuité de f pour montrer que f~1(O)
est un ouvert de A

Exemples

det @ My(K) — K

M —  det(M)

GL,(K) =det ' (K\ {0}) est donc ouvert dans M., (K)

My € GLn(K),ECMO > O/HM — MOH <ayg= M€ GLH(K)

SL,(K) = det™*({1}), est un fermé

9 [ MaR) — My(R)

' M — MM

O, (R) = f1({I,,}) est fermé

1. est continue d’apreés les TGC

est continue d’aprés les TGC

Homéomorphisme

On dit que f: A C E — B C F est un homéomorphisme de A — B si et seulement si :
1. f est continue
2. f est bijective

3. f~1 est continue
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Exemple

Si f est une isométrie surjective :
V(z,y) € B 1 [|f(z) = fW)llr = |lz = ylle

C’est un homéomorphisme. En effet f est bijective et f~! est une isométrie
[ [051u[23) — [0; 2]
A\On peut avoir f bijective et continue sans que f~! soit continue : t — tsitel0;1]
t — 4—tsite[2;3]

Théoréme

Soit I un intervalle de R et f : I — R continue strictement monotone. Alors J = f(I) est
un intervalle, f induit un homéomorphisme de I — J
Preuve : f est injective car strictement monotone donc induit une bijection I — J. f~! est
strictement monotone et f~!(J) = I est un intervalle, donc f~! est continue

Exemples
T
1. sin: [—=; =] = [-1;1
S [ 272] [ ) ]
2. tan :]fz;z[%]R
272

3. arccos : [—-1;1] = [—=; g]

Projection stéréographique

n+1
ne€N,S, ={(x1;...;2n41) € R”"’VZ 27 =141 = {(21;...;0,41) € R*T}
i=1
fo S\{P=(0;..;0; )} — I
M = f(M)
Soit M = (z1;...;%n41) € Sp {P}ypy1 # 1

intersection de P(M) avec M
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FM) = (@520 40), 2540 =0

—
I\ € R/PF(M) = \PM
Il vient : A = 1= !
Tnt+1
/ =—2 Ve[|l
xj Tznii 0 (117 f est continue
‘TnJrl =0

Réciproquement : soit (z};...;2}) € R™ et (z1;...;%n41) € Sp \ {P}, on a : f(x1;...;Tp41) =
(#5.-527,50)
n+1 n

2 2 2
in :1:>3:n+1:1—2xi
i=1 i=1

S a? = l—aiy _ 14aun
(1=2p11)?  1—app

i=1
n !
>Yort—1
i=1
Tn+1 =
Y41
i=1
Ainsi : Vi € [|1;n]],2; = 2(1 — 2p41) = 295%1
)

Et réciproquement en remontant les calculs : f est bijective : S, \ {P} — II, f~! est continue

FIGURE 6.2 — Projection stéréographique

Application

Les points & coordonnées rationnelles sont denses dans la sphére :

S, N Q™! est dense dans S,

Remarque

foo n={t0)/teR} — S\ {(0;1)}
t = (125 =sin(9), 571 = — cos(6))

Notons : t € Q& f1(t) € Q* NSy

(Z%g)6@2081<:>a2+b2—62<:>5|t€@/{

b= tan(g),e €l —mn|

_ 2t
= 14¢2
_ ot
~ r1

Qlo o e
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6.3.4 Continuité uniforme

Définition

Soit f: ACE—F

1. On dit que f est uniformément continue sur A si et seulement si :
Ve > 0,30 > 0/9(z,y) € A ||z —yllp <a=||f(z) - f)llr <e
2. On dit que f est k-lipschitzienne sur A si et seulement si :

V(z,y) € A% || f(x) = fW)llr < Kllz —ylle

On dit que f est lipschitzienne si et seulement si 3k > 0/f soit k-lipschitzienne (f est
dite contractante si k € [0;1])

Théoréme

1. Si f est lipschitzienne alors f est uniformément continue

2. Si f est uniformément continue alors elle est continue

Preuve :

L. Si f est k-lipschitzienne, ¢ > 0, = 755, [lz —y|| < « alors

1f (@) = fWl < ka < e

2. Si f est uniformément continue, g € A et € > 0

Vy € A llzo —ylle < a=|[f(zo) — f(2)|[r <¢
A\Dans la définition de la continuité sur A, o dépend de ¢ et xg, dans la continuité uniforme,
a ne dépend que de e

La réciproque de ce théoréme est fausse :
: ;1] — R . )
! [O% ) Vi est uniformément continue

f)—f0)) _ 1
Ea = v Sl

f n’est pas lipschitzienne
f . R — R+
A

Va>0,|z —y| <aet |22 —y?| = |z —y| x |z +y| > 2 : f n’est pas uniformément continue

: _ _ _2 ., _oft2 1.2
est continue, poure = 1,x—y = aetz+y = 2,2 = —5>,y = 5(Z —a)

Théoréme

1. Toute somme et composée d’applications lipschitzienne est lipschitzienne

2. Soit f: I CR — R,C, fest lipschitzienne si et seulement si Vt € I, |f(t)] < k
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Preuve :
1. Revenir aux définitions

2. Inégalité des accroissements finis

Application

. I ,da B > R
Soit A une partie d’'un K-evn : z = dz, A

Soit (z,y,a) € E* x A, d(z, A) < ||z —al| < [ly —al| + |lz — ]|
Il vient Va € A,d(x, A) < d(y,A) + ||z — y|| et réciproquement ,

ld(z, A) —d(y, A)| < |z —y|

d_4 est 1-lipschitzienne donc continue, idem pour la norme

6.3.5 Applications linéaires continues

Théoréme

Soient (E,||.||g) et (F,||.||r) deux K-evn et w € L(E, F'). Les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. u est continue

2. u est continue en 0

3. u est bornée sur By (0; 1)

4. u est bornée sur Sg(0;1)

5. u est lipschitzienne

6. u est uniformément continue

Dans ce cas on note : ()|
u\x) ||\
llull| = sup =T~

sep\{(0:0)} |2l

Preuve :
(1) = (2) oui
(2) = (3) siu est continue en 0, on a u(0) =0 et pour e =1 :
Sa1 > 0¥z € B, |lal] < a1 = [Ju(z)] < 1
Soit = € Bp(0: 1), larallmas = aullzls < L, [fu(@)|lr < &
(3) = (4) oui
(4) = (5) soit M = supyjz =y |[u(@)|], soit @ # y € B, |;7=ty| = 1, donc [Ju(z) — u(y)|| < Ml|z —y]|
(5) = (1) oui

AEn dimension infinie, la continuité d’une application linéaire et la valeur de |||u||| dépendent
des normes choisies sur E et F'!
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Exemples
w E — C
1. E = C[X], soit S oarXt = S a ¥ € L(E,C)
keEN kEN
On munit E de le norme infinie. Soit pour n € N,
Py=> Xx*
k=0

[|Prlloc = 1 et p(P,) = n+1 donc ¢ n’est pas continue de (E, ||.||) = (C,|.]). En revanche

si on munit E de ||.||1 :
1> X"l = Jal

keN keN
,onaVP € E, |p(P)| <||P|1, donc ¢ est continue de (E, ||.||sc) = (C,|.|)
De plus |||¢||| < 1, d’aprés ce qui précéde. Pour P =1,||P||y =1 et |p(P)| =1, donc

el =1

APour montrer que u € L(E,F) est continue, on prouve lexistence de M > 0/Vx €
E,||u(z)||r < M||z||. On a alors |||ul|]| < M

© E — C
2. Avec E = C[X] muni de la norme infini S aXt o= Y%
keN kEN

ag \ak| 1
VP:Zaka7|<P(P)|:|Z27|SZZTSHPHOOXZ;;C

keN keN keN keN

Ainsi ¢ est continue de (E, ||-||oo) — (C,|.]) et |||¢]|] < 2
n n

De plus, soit ¥n € N, P, = 3. X* ||Pulloe = 1, 0(P,) = 3 2% — 2
k=0 0

n—-+oo

[|l¢]l| = 2, mais pas atteinte

Cas de la dimension finie

Si dim(E) < +o00, toute application linéaire, v € L(E, F') est continue.

Preuve : Toutes les normes de E sont équivalentes puisque E est de dimension finie. Soit
B = (e1;....;e,) base de E, il vient :

n
VmEE,xzz:eixi

i=1

n

lu(@)]] < Z il x [fu(en)ll < lllloo D luler)]] < Mlaloo

i=1

u est continue
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Cas des formes linéaires (HP)

Soit (E,||.||g) un K-evn et ¢ : E — K une forme linéaire. Soit H = Ker(p). On a : ¢
est continue si et seulement si H = Ker(p) est fermé

Preuve : si ¢ est continue alors : Ker(¢) = ¢ 1({0}) est fermé
Réciproquement si Ker(p) est fermé : si ¢ = 0 alors ¢ est continue. Supposons dorénavant que
¢ # 0, E\ H est ouvert non vide (H est un hyperplan). Soit zg € E\H,3ro > 0/B(xg,79) C E\H.
Ainsi
Vj € E,llzo —yll <ro = ¢(y) #0
Par contraposée :p(y) = 0 = ||zo — y|| > 70
Comme zg € Ker(p), E = Ker(p) @ Kzg. Soit © € E,x = z 4+ A\xo, |o(z)] = [As| - |e(x0)]

Si A, = 0 alors |p(z)]
SiA; #0,(z ¢ Ker(p), 32 € Ker(p), donc

z 521 = 7o
on+gll >7To = {IA;‘ < llall

= 79

Finalement : ¢(x) < %ZONH:UH, vrai aussi si Ay, =0

 est bien continue

6.3.6 L.(E,F)et L.(E)

Théoréme-Définition

Soient (E,||.||g) et (F,]||.||r) deux K-evn. On note L.(E,F) (resp. L.(FE)), 'ensemble
des applications linéaires continues de E dans F (resp. dans E), on a :

1. (L(E,F),||.|]) est un K — evn
2. Si (G, ]|-|le) est un K-evn, Y(u,v) € L(E, F) x L(F,G)

vou € Le(E,G),||lvoull| <|[[o]l] - [[[ul]|
3. (Le(E), ||I-]]) est une algébre normeée

Preuve :
1. O € LAE,F),Y(\u,v) €KX LAE,F)? , AMu+v € LE,F)
De plus , Yu € L(E, F),|||lul|]| = 0 = Vz € Ellu(z)| < |||ull] - [|z]| = 0 donc u(z) = 0 et

u=0
Comme de plus , |[|ul|| = sup,ecg(o.1) [|u(@)[]- On a: V(A u,v) € K x L.(E,F)?
Xl = AL [[lull] et [llu+ol[] <[]l + [[of]]

2. vou€ LAE,F)etVex e E:
o) < lofll - )] < {[oll] - [Tl - ]l

donc v o u est continue et |||v o u||| < |||v]|] - |||u]l]
On peut avoir inégalité stricte, u # 0 et u? =0
3. trivial
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6.4 Compacité

6.4.1 Définition

Définition de Bolzano-Weierstrass

Soit (E,||.]|) un K-evn, A C E. On dit que A est un compact de E, si et seulement si
toute suite d’éléments de A admet une valeur d’adhérence dans A

Y(a,) € AN, 30 : N — N strictement croissante de 3\ € A/ ll}r}rl Ao(n) = A
n o]

C’est la propriété de Bolzano-Weierstrass

Exemples

1. Dans K = R ou C, toute partie fermée bornée est compacte. Soit A telle partie et (a,) €
AN (a,) est bornée car A l'est. D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, elle admet
une valeur d’adhérence. [0; 1]U[2; 3], {3} U[4; 50], les boules fermés, sphéres, sont compacts

2. Soit (E,||.||) un K-evn et (z,,) € EN qui converge vers | € E. Soit A = {z,,/n € N} U {l}.
Soit (y,) € AN, si 3a € A/{n € N/y,, = a} est infini, on peut extraire Vn € N(y,(,)) = a.
Si au contraire Va € A, {n € N/y, = a} = I, est fini
Soit € > 0, comme lim z, =1.

n—-+4oo
{a€ Aja ¢ B(l,¢)} est fini et {n € N/y, ¢ B(l,e)} = U,cp La est fini
lim y,=1l€ A
n—+00

Condition suffisante de non compacité

Soit X C E,3eq > 0, (z,) € XV /V¥n # m, ||z — Tm|| > €0 = X n’est pas compact

Preuve : s’il existait 0 : N — N strictement croissante / (z,(,)) converge on aurait :

nligloox"("ﬂ) — To(n) = 0, donc Ing € N/Vn > ng, |25 (nt1) — Zo(n)|| < €0, impossible

Exemple

E = C[X] muni de la norme infinie, ¥n # m, || X" — X™||c = 1 = ||X"||c, donc Sg(0,1)
n’est pas compacte

Propriétés
1. Tout compact est fermé borné (la réciproque est fausse en dimension infinie)
2. Toute réunion finie de compacte est compacte
3. Toute intersection de compacts est compacte
4. Soit (E1,||.|[1), -, (Ep, ||-||p)pK-evn E = E; x ... x E, muni de la norme infinie
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Preuve :

1. Soit A un compact, (z,) € AN qui converge vers [ € E. On peut extraire Tomy — AEA

n—-+4oo
alors A =1¢€ A. A est fermée
Si A n’est pas bornée, I(z,) € AV/Vn € N,||z,|| > n. Soit 0 : N — N strictement
croissante, Vn € N, |[2,(,)|| > o(n) T, 00 avec (T (ny) non bornée n’est pas compact :

nécessairement A est bornée

2. Soit (Aq;...; Ap) p compacts de E, (z,,) € (41 U...U AN, Jig € [|1;p]]/{n € N/z,, € A;,}

u : N — F
n

est infini. On extrait (z4(,)) € AI?O PUiS (Z(sop)(n)), qui converge vers

g

n
l € A;,, compact
A C’est faux pour une réunion infinie ,

z=J{n}

nez

mais Z n’est pas borné, donc non compact

3. Soit (A;) une famille de compacts de E si (| 4; = (), compact
iel

Sinon, soit (z,) € ([ A;)Y, soit ig € I, on peut extraire z, () = A€ A et Vi€
el n—-+o00
I, (24(n)) € (A))V et A, fermé (car compact), donc X € A;. Ainsi A € (] 4;

icl

4. Soit (7,) = (Tp1;;Tnyp) € (A1 X ... X Ap)N. On extrait d’abord une suite sous-suite
convergente de la premiére : en composant et répétant l'opération sur chaque composante,
on obtient une sous-suite convergente de (z,)

Remarque

Si A est compacte, soit B C A, B est compacte si et seulement si B est fermée. En effet, si B
est compacte elle est fermée. Si B est fermée, soit (z,,) € BY ¢ AV, %4 (n) —+> Ae A NeB,
n—-+0oo

par fermeture

6.4.2 Compacité et continuité

Théoréme

Soient (E,||.||g) et (F,||-||r) deux K-evn, A un compact de E et f : A — F, continue
alors f(A) est un compact de F. L’image d’un compact est compacte

Preuve : Soit (y,) € f(A)N,Vn € N,3(z,) € AV, y, = f(2n). On extrait z,,) — x € A,

n—-+o0o

par continuité de f, ngrfooy"(”) = f(x) € f(A)
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Corollaire

Si A est compact et f: A — R continue alors :

I(ar,a2) € A%/ f @) = min(/ (@), /(02) = max(f (@)

zeA

Une application réelle continue sur un compact y est bornée et atteint ses bornes

Preuve : f(A) est compacte, donc fermée bornée. On peut définir M = sup(f(z)) € f(A) =
zeA
f(A). En effet Ve > 0,3x € A/M — e < f(z) < M, donc Jag € A/ f(az) = meaj((f(x)). De méme

pour le minimum, en appliquant ce résultat & —f

Théoréme de Heine

Toute application continue sur un compact y est uniformément continue

Preuve : Soit A compact de E et f : A — F continue. Si f n’était pas uniformément continue :

Jeo > 0,V > 0,3(x59) € A/ ||z — ylls < et ||f(z) — f(y)l]F > c0

Alors Vn € N,3(2p,yn) € Ao/||zn — ynll < 737 et [|f(zn) — f(yn)llr > €o- On peut extraire
Tom) — = € A comme lim (Zon) — Yon)) = 0, lim y, = x, d'olt par continuité de f,
n—-+o0o n—-+oo n—-+4oo

ngrfoof(mo(”)) = ngr}rloof(yo(")) = f(x)
ce qui est contredit par Vn € N, [|f(z5(n)) — f(Yom))|| > €0

Remarque

En particulier, toute application continue d’un segment de R — F' est uniformément continue
sur ce segment

6.4.3 Compacité en dimension finie

Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Soit p € N et £ = KP muni de la norme infinie
1. Les compacts de (KP?,||.||so) sont exactement les fermés bornés

2. De toute suite bornée sur un compact, on peut extraire une sous-suite convergente

Preuve :

1. Les compacts sont fermés, bornés. Soit alors A C E fermée et bornée dans (E,||.||o) :
IM > 0/Vz = (21;...;2p) € A, ||z]|ec < M, donc A C [-M; M]?. Or [-M; M| est compact
dans R (pour C se ramener & R?) donc [—M; M]P est compact dans RP. A fermée dans un
compact, alors A est un compact

2. s’en déduit
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Equivalence des normes en dimension finie

Soit E un K-ev de dimension p, fixons une base B = (e1;...;e,) de E. Soit

Ve € E,x = Z;xzez € E, ||zl = Jax ||
1=

¢ (SEHH(U D[ ee) = (Sxe,1.)100 (0, 1), [[-]|o0)

Soit ||.|| une autre norme sur E. L’application

- PP r= leep — (@135 p)
est un homéomorphisme, car c’est une isométrie bijective. Donc Sg,111(0,1) est compacte dans
(B [-]loe)-
On a

p p p
voeBa= we B lall <3 foil - lleill < (3 lleslDlialloe = Blle]lo
i=1 i=1 i=1
On cherche & présent
a>0/Vz € B, a||z]|e < ||z]| © V2 € E\{0},a < HQT\'L =izl € Vo € Sp (0, Dlja|| > a
Or V(z,y) € B | [lz]| = [lyll | < [lz = yl| < Bllz — yll donc B-lipschitzienne de (£, ||.|loc) —
(R, ].]), donc elle est continue. Or Sg||(0,1) est compacte dans (E, ||.||s), donc :

Jxp € S 0,1 = i >0
20 € SO )/ lleoll = _ min -l

car xg. Il suffit de poser a = ||z|]

Corollaire

Les compacts en dimension finie sont exactement les fermés bornés

Remarque
Généralement, soit (u,) € EN

A est valeur d’adhérence de (u,) < Ve >0,VneN,3k >n/||lu, — \|| <e
< VYneN,Ve>0,3k >n/u, € B(\¢)
< VneNAe {ug/k>n}

Ainsi ’ensemble des valeurs d’adhérences de (u,) est donc [ {ug/k > n} fermé
neN

Caractérisation des suites convergentes en dimension finie

En dimension finie une suite bornée converge si et seulement si elle admet une unique
valeur d’adhérence

Preuve : Si A est 'unique valeur d’adhérence de (u,,) bornée. Si (u,,) ne converge pas vers A :
e > 0/{n € N/||lu, — A|| > €} est infini
On peut extraire (uq(n))/Vn € N,||[ugm) —I|| > €. On peut ré-extraire (U(gopy(n)) —> N et

n——+oo

[IX = X|] > & > 0, impossible
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Théoréme d’Alembert-Gauss

Tout polynome de C[X] est scindé sur C

Lemme trés utile (HP) Soit (£, ]|.]|) un K-evn de dimension finie
f:E— ]R/ hm f( ) = 400 continue

VA €R, HBER/Ver,||xHZB:>f(x)2A
Alors : Jzg € E/ f(x) = ngg f(x)

Preuve : 3By € R/Vx € E,||z|| > Bo = f(z) > f(0), B(0, By) est compacte car fermée bornée, {

étant continue, Jxg € B(0, By)/f(zo) = | I‘I‘II<I}B (f(z))
Z|[|=Do

Comme 0 € B(0,By), f(zg) < f(0). Donc VY € E,||z|| > By, f(x) > f(0) > f(zo). Ainsi
f(@o) = min(f(z))

Preuve Soit P € C[X] non constant
SiP=>Y arXFavecn>1eta,#0
k=0
* n . ag -n
Vz € C*, |P(2)| = |anz |\Z;zk |

k=0 "

n
ag Qg a
IZ ’“”I<ZI [ o 0t PG > fane Y T
A k=0

k _k—n ‘anzn|
) z | 5

n

A1n51 . Ihm |P(2)| = +o0

|P| étant continue, d’aprés le lemme : 32y € C/|P(20)| = min,ec |P(2)]
Supposons |P(z0)| = po > 0, soit P(z) = poe’®
n
Soit Q(X) = P(X + 2z0) = Y. b X*, deg(Q) > 1. Soit m = min{k € [|1;n|]/bx # 0}
k=0
Vh € C,P(z + h) = Q(h) = P(20) + bph™ + ... + b, h™ = poei® + b, h™ (1 + (h))
Soit t > 0, si b, = pe’®, posons h(t) = te'® avec a tel que arg(b,,h™) = 0 +ma[27] = 0y + 7[27]
h(t) = texp( 9°+” botr=0y __,
t—0
Comme }H%E(h( )) = 0,3ty > 0/|e(h(to))] < 3
—
Il vient : |P(ZO =+ h(t0)>| < |P(Zo) + bmhm(to)| + %‘bmhm(to)l < po — %ptgb < po = |P(Zo)|,
contradiction

Sous-espaces de dimension finie

Soit (E,]|.|]) un K-evn et F un sev de E de dimension finie. Alors F est fermé dans

(E, 11D

Preuve : Soit (z,) € FY qui converge vers z € E. On dispose sur F de la norme ||.||r qui
coincide sur F avec ||.||. (x,,) est bornée pour ||.||r. Or d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass
dans F : on peut extraire (x,(,)), qui converge vers 2’ € F, pour ||.||p. Par unicité de la limite
r=1 €F
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Théoréme

Soit E un K-evn, F un sev de dimension finie , 2o € E,Jy € F/||xo — y|| = d(z, F)

f+ F —- R

continue et vérifie :
y = lzo—yll

Preuve :

Yy € F, f(y) 2 [lyll = [lzoll  —
llyll—-+o0

Un théoréme précédent permet de conclure

Al n’y a pas nécessairement unicité : (R?, ||.||), F = Vect[(0,1)]

Yy = (0,b) € F,||zo — y|loo = max(1,]b]) > 1,Vb € [—1;1],||zo — (0,0)|| = 1, donc d(zo, F) =1
est atteinte en tous les (0,b),b € [—1;1]

A\Ce résultat est faux en dimension infinie, par exemple avec F hyperplan dense et zy ¢
F,d(zg, F) = 0. On peut méme avoir F fermé et la distance a zy non atteinte

Remarque

En dimension finie la distance d’un point & un fermé est toujours atteinte. Soit en effet F
fermé # (), 79 € E (dimension finie). Soit (y,) € F"/ liIJIrl [|zn, — ynl| = d(z, F), (yn) est bornée,
n—-+oo

on peut extraire une sous suite qui converge dans F, de sorte que la distance soit atteinte

6.4.4 Théoréme de Riesz (HP)

Py

Enoncé

Soit (E,||.||) un K-evn de dimension infinie. Alors B(0, 1) et S(0, 1) ne sont pas compacte

Lemme

Soir (E,||.]|) un K-evn et F un sev fermé strict de E. Alors 3z € E/||z|| =1 et d(x, F) >
Preuve : Soit 21 € E \ F,d(x1, F) > 0, car si d(z1, F) = 0 on aurait 21 € F = F
Iy € F/d(xo, F) < |lz1 — 31]| < 2d(z1, F). On a d(x; — 1, F) = d(x1, F), car
{llzr =y —yll/y € F} ={llza = ¥'l/y" € F}
N F
Yy = ythn
||| = 1,d(z, F) = 4@=v1B) - Gengralement VA > 0,Vz € E,d(A\z, F) = Ad(z, F), puisque

[lz1—y1l]

(I —yll/y € F} = {Mlz = y'[|/y € F}

1
2

bijective . Posons z = ﬁ, (r1 £ y1 car 21 ¢ F)

d(.r F):d(xlfth) _ d(l‘hF) >
’ lzr —will o=l

1
2
Démonstration

Soit z1 € S(0,1),n € N*, supposons (x1;...;z,) € S(0,1)Y définis tel que :

Vi# j € [ILnfl?, |lz — 2] =

N =
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On applique le lemme & F,, = Vect[(x1;...; 2, sev de dimension finie donc fermé # E, d’aprés le
lemme :

E|$n+1 S S(O, 1)/d(f£n+1, Fn) Z

N | —

; 1
i € tinl fonn — il >
1

On a construit (z,,) € S(0,1)N, par récurrence ¥Yn # m, ||z, — Tpm|| > 3
() ne posséde donc pas de valeurs d’adhérence, S(0,1) n’est pas compacte (ni B(0,1))

6.5 Séries dans un espace vectoriel normé

6.5.1 Définitions

Définition

Soit (E, ||.||) un K-evn, (u,) € EY, on définit :
vneN,S, = Zuk
k=0

On dit que la série Y u, converge dans (E,||.]|) si et seulement si la suite (S,,) converge
dans (E,||.]|)- Dans ce cas, on note :

—+oo
S = = 1
Z Uy, ngrwan la somme totale
k=0
+oo
VneEN,R,=85—-8,= > u
k=n+41

Théoréme

L’ensemble des séries convergentes est un K-evn et si > u, et > v, convergent alors :

VA eK, Z ANy, + v, = )\Zun + Zvn converge

Critére de non convergence

> u, converge = u, — 0
n—-4oo

208 MP* B.Dufour—Jules



CHAPITRE 6. ESPACES VECTORIELS NORMES 6.5. SERIES

Espaces [?

On définit pour p € [1;400]

+oo

1P = {(un) € C"Y/ Z |un | < +o0}

n=0

C’est I’ensemble des suites de puissances p-iéme sommable

1°° = {(un) € CY/(u,) bornée }

+oo
' ={(u,) € CY/ Z |un| < 400} ensemble des suites absolument convergentes (sommables)

n=0

{2 ensemble des suites de carré sommables

Théoréme

On définit sur [P

+oo
()l = (O funl?)>  [[(tn)lloe = sup u|

n=0 neN

Alors (I7,]].]|p) est un C-evn

Preuve : confer Holder et Minkowski. Notons que pour p = 1 ou oo, c’est trivial. Pour
p=2,(I2,]|.]|]2) est un espace préhilbertien

Inégalité de Cauchy-Schwartz

Si ((un), (vn)) € 1% alors (unv,) € 12

+oo +oo +oo
D lunval 4> funl?y | D fonf?
n=0 n=0 n=0
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6.5.2 Cas de la dimension finie

Théoréme

Soit (E,||.]|) un K-evn de dimension finie et > wu, une série a termes dans E. Si

+oo
> ||lun]| < 400, on dit que Y u,, converge absolument. On a alors :

n=0
+o0 +oo
Zun converge , || Zun” < Z || unl|
n=0 n=0

Preuve : Soit B = (e1;...;e,) une base fixée de E et :

p
1> wieilloo = max |z
p 1<i<p

Comme dim E < 400, 3 > 0/]]-||cc < all.||

—+oo —+o0
D Mtnllos <@ [lun]] < +o00
n=0 n=0

Soit pour n € N,u,, = > 1| up i€, Comme Vi € [|1;p]], [un | < ||un||oo

+oo
E [tn,i| < 400 et E Up,; converge absolument
n=0 neN

donc converge. Ainsi Y u,, converge (car elle converge pour ||.||«). De plus ,

N N
YN €N ([ unll <D [funll
n=0 n=0

et on peut passer a la limite

Familles sommables

Soit (E,||.||) un K-evn de dimension finie, I dénombrable et (a;) € E'.

On dit (a;) est sommable si et seulement si Y ||a;|| < 400
i€l

Théoréme

Si B = (e1;...;ep) une base de E et si

p
Viel,a; = Zai,kek
k=1
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6.5. SERIES

(a;) est sommable si et seulement si Vk € [|1; p|], (a; ) V'est, on définit alors :

p
D =) (3 ainer
iel k=1 i€l
Preuve : (a;) est sommable pour ||.|| si et seulement si elle I’est pour ||.||oo

Propriétés

1. Si (a;) et (b;) sont sommables, VA € K, (Aa; + b;) est et

el el el

2. Sion a la partition : I = |J I

keN
)Vk €N, > a; Vest
(a;) est sommable < oo =
ii) > (2 |lagl]) < 400
k=0 i€l}

3. Soit ¢ une permutation de N : ) a; est sommable si et seulement si ) a,(;) l'est.
iel

i€l
Dans ce cas on a égalité

Preuve : raisonner sur les coordonnées

Théoréme de Fubini

Soit (un,p) € EN2,dim(E) < 400

o0 400 too 40
(un,p) est sommable < Z(Z [|tn,pl]) < 400 ou Z(Z [|tn,pl]) < +o0
n=0 p=0 p=0 n=0
Dans ce cas :
+o0 oo 400 400
D unp) =D (D tny)
n=0 p=0 p=0 n=0
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Produit de Cauchy

Soit (A, ||.]|) une algébre normée de dimension finie. Soit Y u, et > v, deux séries abso-
lument convergentes. Alors (u,v,) est sommable et

Z( Z upvq) converge absolument

neN p+g=n
+o0 —+o0 —+oo
Z( Z Upvq) = Z UpVq = (Zup) x (qu)
n=0 pt+qg=n (p,q)EN? p=0 q=0

Preuve : On utilise une partition de N?

6.5.3 Algébre normée de dimension finie

Exponentielle

Soit (A, ||.]|) une K-algébre normée de dimension finie. Soit a € A, la série

00 a®

— converge absolument
n!

n=0

On a:
1. exp(0) =14
2. a,b commutent exp(a + b) = exp(a) x exp(b)
3. Ya € A,exp(a) € A~ exp(a)™ = exp(a)

Preuve : Vn € N, ||%4;]] < ”':J!‘ = D neN H‘:l! < +oo
1. trivial

2. Si a et b commutent, formons :

aP  be " ok pn—k (a+b)"

pt+g=n k=0

Par produit de Cauchy pour des séries absolument convergente :
+oo

exp(a +b) = Z e, = exp(a) x exp(b)
k=0

3. a et —a commutent, en appliquant ce qui précéde :
exp(a) X exp(—a) = exp(a —a) = exp(0) = 14

212 MP* B.Dufour—Jules



CHAPITRE 6. ESPACES VECTORIELS NORMES 6.5. SERIES

Cas de M, (K)

Soit ||.|| une norme quelconque sur C™, on lui associe sur M, (K) :
[|MX]
lIM[[| = sup
|1 X1]

XeM, 1(C)\{0}

c’est une norme d’algébre. Soit A € M,,(C), qu’on décompose, A = D+ N avec D diagonalisable
et N nilpotente, vérifiant DN = ND. On a alors

exp(A) = exp(D) x exp(N)

A 0 0
Or,siD=P 0 0 P!
0 0 X
N A
N kz::O w0 0 e 00
Dk
VN e N, F*P 0 0 PilieXp(D):P 0 0 p!
k=0 N A\ 0 0 6)‘"
0 0 > 3
k=0

Notons plus généralement que si A’ = P~1AP alors exp(A’) = Pexp(A)P~!

Par ailleurs si N™~! #£ 0 et N” = 0 alors :
T Nk

exp(N) = I

k=0

Dans la pratique pour calculer I’exponentielle d’une matrice, on la diagonalise, sinon on la tri-

gonalise, puis on utilise la décomposition de Dunford

Déterminant

VA € M, (C),det(exp(A)) = exp(tr(A))

Preuve : 3P € GL,(C),3(\1;...; \n) € C™ telle que :

A1k * eM x *
A=P| g - L |P'=epd)=P| oy .  |P!
0 0 M\ 0 0 e

det(exp(A4)) = H et = GXP(Z M) = el
k=1 k=1

213 MP* B.Dufour—Jules



6.5. SERIES CHAPITRE 6. ESPACES VECTORIELS NORMES

Inverse de 14 —a, ||a|]| <1 (HP)

Soit (A, ||.]|) une algébre normée de dimension finie, a € A/||a|| < 1, alors 14 — a est

inversible et
—+oo

(g —a)~t= Z a™ converge absolument

n=0

Preuve : ¥n € N, ||a||™ < ||a||™ donc

“+o0
D lla"[] < +oo

n=0
+oo “+oo
(la—a)(Q_a") = a")(la—a) =14
n=0 n=0

6.5.4 Utilisation de la densité de GL,(C)

Théoréme

GL,(C) est un ouvert dense dans M,,(C)

Preuve : GL,(C) = det ™' (C*) est ouvert
Soit M € M,,(C), Spc(M) fini. {p € N/M — ﬁ est non inversible} est fini, donc :

Jpo € N/Vp > po, M — ﬁIn est inversible. La suite (M — pl_:l) € (GL,(C)N et converge vers M

On notera qu’on a perturber quelque coefficients de la matrice, pour construire une suite donc
certain coefficient tendent vers 0, pour obtenir la limite souhaitée : cette méthode est a retenir

Corollaire

V(Au B) S Mn((c)7 XAB = XBA

Preuve : si A € GL,(C), AB = A(BA)A_;. AB et BA sont semblables, elles ont méme
polynoéme caractéristique
Si A ¢ GL,(C), soit (A,) € GL,(C)N/ liril A, =A X eCfixé
n—-—+0o0o
det(A,, — A,B) = det(A\I,, — BA,)
Par passage a la limite : VA € C,xap(A) = xBa(\) = xaB = xBA
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6.6 Convexité, connexité

6.6.1 Barycentres

Paramétrage d’un segment

z€ [yl e IHel01]/z=tc+ (1 -ty

Définition
P
Soit Eun R-ev, p € N* (z1;...;2p) € EP,(A1;...50p) € RP/ > A; # 0. On définit le barycentre
i=1
du systéme de points pondérés ((x1, A1);...; (zp, Ap))

1 P
g = Z A4
i=1

i

e

1=1

On note g = bar((z1,A1);...; (zp, Ap)). On note :
p p
i=1 i=1

g =bar((z1,t1);...; (zp,tp))
En posant, Vi € [|1;pl|],t; = %, onaq X 1

> ti

i=1

Associativité du barycentre

SOt (213 .3 Tp; Tpr1s s Tn) € BN et (A15.03 Api Apy1; -3 An) € RN, tel que :
p
pr= 3 X #0
i=1
pe= > Ai#0
1=p+1
On a: g1 =bar((z1,A1);...; (zp, Ap)) et g2 = bar((Xp+1, Apt1); -+ (T, An))
g =bar((x1,A1);...; (Tn, An)) = bar((g1, 1), (g2, p2))

=1+ p2 #0

Preuve :

p n n
g+ pege  pa, 1 p2, 1 1
—— = = (— g Aiwi) + —(— g AiTi) = — g AiZ;

H Boopr i B2 i=pt1 It
Remarque

Par récurrence on a plus généralement soit I fini= (J;_, I partition de L

(\ier € RUVE € [[lin[lue =Y A #0et D X #0
i€}, el
Soit (z;)ier € E' et Vk € [|1;n]], gk = bar((zi, M) )ier, bar(xi, Ni)ier = bar(gr, i) we[13n))
On peut de proche en proche toujours se ramener a des barycentres de deux points
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6.6.2 Convexité

Segment

Soit (z;y) € E?, on définit le segment, :

23] = {te + (1 = t)y/t € [0;1]} = {bar((z, t1), (y,£2))/ (t1,t2) € Rty + 12 = 1}

Parties convexes

On dit qu’'une partie C de E est convexe si et seulement si
Y(z;y) € C% [yl C C V€ [0;1],tz + (1 —t)y € C

() est convexe car on ne peut pas trouver de points mettant ’hypothése en défaut

AN

Convexe Non convexe

Exemples

1. Tout sous-espace vectoriel est convexe
2. Tout segment est convexe

3. Si (E,||.]|) est un R-evn, les boules ouvertes et les boules fermées sont convexes

Preuve :

1. trivial

xy=tix+(1—t1)y

To =tox + (1 —ta)y

Soit ¢t € [0;1], te1+(1—t)axs = (tt1+(1—)t2)x+(t(1—t1)+(1—t)(1—t2)axy = 'z +(1—t)2s
Découle de I'associativité du barycentre

2. Soit (w;y) € E? et (w1, x2) € [z;y]? :I(t1,t2) € [0;1)2/

3. Soit a € E,r > O(resp. r > 0). Soit (z,y) € B(a,r) (resp. B(a,r)?) et t € [0,1]

lla = (tz + (1 = D)y)l| lta + (1 = t)a — (tz + (1 = t)y)]|
= [lila—2)+ (1 =t)(a-y)|

tlla =zl + (1 =dlla—yl| <r

IN

(resp. <r,cartoul—t#0)
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Intersection de parties convexes

Toute intersection de parties convexes est encore convexe

Preuve : Soit (C;) une famille de parties convexes, (z;y) € () C; et t € [0;1].
iel
Vie I, tx+ (1 —t)y € C; convexe, donc (tx + (1 —t)y) € (N C;
iel

Théoréme

Soit E un R-ev, ¢ une forme linéaire non nulle, H = Ker(y) hyperplan, on définit

HY = (s € Blo(x) > 0}
H- ={z € E/p(x) <0}

demi-espaces défini par H. Alors HT et H~ sont convexes

( Preuve): V(x,y) € (HT)? (resp.(H™)?), Vt € [0;1], p(tx + (1 — t)y) = tp(x) + (1 —t)p(y) >0
resp. <0

Enveloppe convexe

Soit E un R-ev, A une partie de E, on définit I’enveloppe convexe de A comme l'intersec-
tion de tous les convexes de E contenant A, on la note conv(A) : c’est le plus petit convexe
(au sens de l'inclusion) contenant 4. On a :

P
conv(A) = {bar((x1,t1);...; (xp, tp))/p € N* (215 ..52p) € AP, (t15..5tp) € RY et Zti =1}
i=1

c’est 'ensemble des barycentres a coefficients positifs d’'un nombre fini de points de A

FIGURE 6.3 — Enveloppe convexe d’un ensemble de points

Preuve : notons B ’ensemble des barycentres a coefficients positifs de points de A.
Soit x:bar((xlatl);“-;(xp7tp))
y = bar((y1,51); -5 (Yms Sm))

p m
(tl; ...;tp) € R{)&-?Ztl =1let (81; ,Sm) € RTZSZ =1
=1

=1
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Soit ¢ € [0; 1],

P m
tr (L—t)y =Y tizi+ Y _(1—1t)sy; = bar((@1,t1); - (T, p); (U1, 81); i Yoms 5m)) € B
i=1 j=1

car zp:ti + i(l —t)s; =1
i=1 j=1

B est convexe et Vo € A, x = bar(z,1) e B=ACB

Soit C partie convexe de E, contenant A, tout barycentre d’un point ou de x de A affectés de
coefficients positifs est dans C (car A C C convexe)

Soit p € N*, supposons que tout barycentre de p points a coefficients positifs d’éléments de A

p
est dans C, soit (z1;...;@p41) € APTh et (t1;..5tp41) €RE/ Dt =1
i=1

ity = 0,9 = bar(z1, )5 (Bps1,tpi1)) = 3 tias € C, daprés (HR)
tpr1=1,9g=axp11 € ACC =
tp+1 €]0,1], f: t; = 1—t, 41, par associativité du barycentre, en notant g1 = bar((x1,t1);...; (zp, tp)) €
C, d’aprés (IiI:Pi) :
g ="bar((g1,1 = tpt1), (¥p41,tp+1)) €C

par convexité, d’ou B C C

6.6.3 Fonctions convexes

Définition

Soit E un R-ev et C une partie convexe de E. On dit que f : C — R est une fonction
convexe si et seulement :

V(zsy) € C2 Wt € [031], f(tz + (1 - t)y) < tf(x) + (L -1)f(y) (1)

Le graphe reste au-dessus de ses cordes, la partie située au dessus du graphe de la fonction
est convexe.

f est strictement convexe < V(z,y) € C3,Vt €]0; 1], f(tx + (1 — t)y) < tf(z) + (1 — ) f(y)
< fest convexe et on a égalité dans (1)
& z=youte{0;1}

Concavité

On dit que f est concave (resp. strictement concave) si et seulement si -f est convexe
(resp. strictement convexe)
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Exemples
1. Toute norme est convexe : en effet
V(z,y) € B*,Vt € [0;1], [[te + (1 = t)y|| < t[|=]| + (1 = 1)]ly]|

2. Si ||.|| est une norme euclidienne (notée ||.||2), si on a égalité : tx =0 ou IA > 0/(1 —t)y =
7

Mz, Sit€]0,1[et z #0:y = 2L € Ryx et réciproquement

Parties de convexes de R

Les parties convexes de R sont exactement les intervalles de R

Preuve : si I = [a,b] ou Ja, b], c’est une boule pour |.| (de centre %) donc convexe
si I =R, I est convexe

si I = [a;+o0[ (resp. Ja; +0o]) : V(z,y,r) € I? x [0;1],tz + (1 — t)y > a (resp. > a)
De méme si I =] — oo;al ou | — o5 af

a = inf(C)
B = sup(C)
Vo € C,a <z < B et soit x €a; [, si Iw1,22) €C3a<z <x <3< Betaclr;r CC,
par convexité. Donc Ja; S[C C, notons que «, 5 appartiennent ou non a C

C = [a; B8] ou Ja; 8] ou [a; B[ ou Ja; B

Réciproquement, soit C une partie convexe de R non vide. Soit { dans R

C’est bien un intervalle

Fonction d’une variable réelle

Soit I intervalle de R, f : I — R, les propositions suivantes sont équivalentes :
1. f est convexe
2. Y(z,y,2) €z <y<z, (Z) f(z) < f(y) (r) < 1w)=1C)

Yy—z
T : I\{a} — R _
oy L=f(a) est croissante

3. VYael,

Preuve :
(1)=(2) z<y<zsoittel|0;1]/z=tz+(
Si f est convexe, f(z) < ¥= f(x )+y Sfy)=tf(z)+ (1 -t)f(y)
f(2) = f(2) < (1= 1)(f(y) — f(2)), donr LE=LD < JWIE) Py ailleurs :
fly

fy) — f@)  f) = f(z)

y—x y—=z

1—t)y. Onatfz:; etlft:z:fc

(f(y) = f@)(y = 2) < (y —2)(f(z) - f(2))

(2)y—2) < (y—2)f(y) + (y—2)(f(z) - fv))
f)(y—2z) < f(y)(z—x)+ flz)(y — 2)
(2) —

:zf(y)

(R

qui est vrai
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(2) = (3) Soit t; <ty € (I\{a})?sit; <ty <a,on utilise (2) avec x = t; et z = ta,y = a,
Ta(tl) < Ta(tg)

Sit1 < a <ty alors on utilise (2) avec z =1,z = a,y =t
Si a < t; <ty alors on pose x = a,y = ta, 2z = t1. Dans tous les cas :

t1 <ty = Ta(tl) < Ta(tQ)

(3) = (1) soit z < y € I%,t €]0;1]. On pose :a = tx + (1 — t)y. D’aprés (3) :

@ <n) o 10210 W0
& (1-a)(f0) - @) < (a-2)(/() - /(@)
& -0)f0) < (Y= a)f @) + (@ —)f()
& o) =+ (1= 0y) S @)+ 0= 0f) = = f@) + = 1)

f est convexe

Propriétés analytiques

Soit f : I — R convexe, alors :

1. f admet en tout point a € I une dérivée a gauche f;(a) et une dérivée a droite f}(a)

2. f est continue sur I
3.Vx <a<b<ye W < fpria) < fia) < LI < ) < fh0) <

fy)—f(b)
y—b

Preuve :
1. Soit a € I,7, étant croissante sur I \ {a} admet une limite & gauche et a droite en a :

tim HO =D upr ) = 7500 < 1460 = im D=L i )

r—a a—x r<a y—ra Yy—a y>a
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2. f est dérivable & gauche et & droite en a € I , donc continue en a :
Vo < a, f(x) = f(a) + (z — a)fy(a) + (x — a)e(z — a)

3. D’apreés le théoréme de la limite monotone et le (1) :

Remarque
fo 01 — R
f n’est pas nécessairement continue sur I'! g : 0si a:le](); 1 est convexe mais
1 — 1

discontinue sur [0; 1]

Caractérisation des fonctions dérivables

Soit f : I C R — R dérivable
f est convexe (resp. strictement) < f’ est croissante (resp. strictement)
Si de plus f est 2 fois dérivable :

f est convexe (resp. strictement) < f” >0 (resp. > 0) sur I et {x € I/f"(x) = 0} est
discret

Preuve : si f est convexe d’aprés un théoréme précédent (resp. strictement) : Va < b €

I%, f'(a) < f/(b) (resp. f'(a) < f'(b) carsi f'(a) = f'(b),V € [a;0], f'(x) = f'(a) = f'(b), I’
constante donc f affine, absurde)

Réciproquement supposons f’ croissante (resp. strictement), soit x < a < y € I3, d’aprés I'égalité
des accroissements finis ,

3t elesal/ L2
3ts elasyy L =I0 (y; D _ )

t < a <ty dott f/(t) < f'(ta) (resp. f'(tr) < f'(t2), dou LU=LE) < JWIZA) (regp <)
Posons t €]0; 1], en posant a =tz + (1 — )y, on obtient que f est convexe car :

fla) = fltz + (1 —t)y) <tf(x) + (1 —1)f(y) (resp. <)

Enfin si f est 2 fois dérivable alors f’ est croissante (resp. strictement) si et seulement si f/ >0
sur I (resp. {”>0 et ’ensemble des points d’annulation est discret)
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Exemples

1. exp est convexe car exp” = exp > 0

// //
s
////
—7]
2. In est convexe car V¢t € R, 1n//(t) = ,%2 < 0. 11 vient :

vt € [0;1],V(z;y) € (R%)?, tIn(z) + (1 — t) In(y) < In(tz + (1 —t)y)
exp et In étant strictement croissante il vient ’inégalité de concavité de In :

plytTt <tz +(1-t)y

Pour t = %, on obtient : /Ty < ITH’ avec égalité si x =y

Inégalité de Jensen

Soit f convexe (resp. strictement), C convexe C E — R. On a

P
Vp € N* . V(z1;...;2p) € CPV(t1;...5p) € Rﬂ/Zti =1
i=1

f(z tiz;) < Z tif (z:)

(resp. on a égalité si tous les z; sont égaux ou Jig € [|1;p]],t;, = 1)

Preuve : par récurrence sur p, vrai si p =1 ou 2

Hérédité : on suppose le résultat vrai pour p € N*
p+1

Soit (t1;...;tpt1) € (RE)PTL et (w1;...52p41) € CPTL, 3 ¢; = 1. Le résultat est vrai si tp41 = 0
i=1

ou t,11 =1, d’aprés (HR). Si t,41 €]0; 1],

p p
FO tiw) = F(1=tp1) D tiwi + tprazpia)
=1

=1
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ou, Vi € [|1;pl], t]

6.6. CONVEXITE, CONNEXITE

=1 ‘
=1
Il vient par complexité et (HR)

p+1 P
O tw) < (U =tp) fO_ tiw) + tpra f(wpr1)

i=1 i=1

P
< (U =tpsr) Y tif (i) + tppr fpra)
i=1
p+1

= Ztif(xi)
i=1

Inégalité de convexité

est dérivable

Si f est convexe sur I alors elle est au-dessus de ses tangentes, ce qui se traduit lorsque f

V(z,a) € I?, f(z) > f'(a)(z — a) + f(a)

Inégalité de la moyenne

Soit (z1;...;2,) € (RY)™,
1 & 1 &
R NI EER
> wi i=1 i=1
i=1""
Avec égalité si et seulement si =X,
Preuve : stricte concavité de In

1

n
(2 @)z
i=1

3

On applique ’exponentielle
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6.6.4 Inégalités de Holder et Minkowski (HP)
Soit n € NU {+oo}, (p,q) €] +o00[/5 + 5 =1

Inégalité de Holder

Soit (215 .3 2n), (Y153 Yn) € (C™)? (vesp. si n = +oo, (zx), (yr) €l x ["). On a :
I iyl <0l -yl < O )P O w7 = (@i s )l X (w15 -5 9n)llg
i=1 i=1 i=1 i=1

Avec égalité si et seulement si I\ € C/(zf) = A(y]) ou (y;) =0

Preuve : Soit * = (z;) et y = (y;). Ce résultat est vrai si x ou y est nul. On les suppose
dorénavant non nuls :

/! __ x / Y
LTl Y = N
Vi € “17”‘]"/1:1 = ||w\1\ et Yi = H’/ﬁq

1 1 i1 €]o; 1]
On a Vi € [[Lnfl, o) x Jyil = (lil?)> (lwsl )7 avee ¢ 711
pa
Par concavité de In : |z] x |y}] < %\xﬂp + %\yﬂq. En posant ¢t = % et1—t= % et en sommant

D olillyil < =D P+ = il
i=1 P 15

d’ou
n

> lwillyil < llellpllyllq

=1

avec égalité si et seulement si par stricte concavité du In

. R p
i € [Linl,[2P = 19 & ¥i € (Linl,faul? = D20}y p0

Remarque

Pour p = ¢ = 2, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwartz. Notons que lorsque n = 400 si
rxelPetyelii ona
+oo

(wryn) € 1" et D arynl < llallpllylly < +oo
k=1

Par passage a la limite quand n — 400 du cas fini

Inégalité de Minkowski

Soit ((#1;..;2n), (Y15 -.5yn)) € (C")? (resp. 1?). On a: ||z +yll, < |z, + [lyllp
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Preuve :

n n n
o+ ylls = lwi+yil? Mo + vl <Y lwlles + vl Y il +palP
=1 =1 1=1

D’aprés I'inégalité de Holder :

n

_ 1 2
llz + yll5 < (lellp + [yllp) O (e + w:lP™) D)7 < llallp + yllp x [z + yllS
i=1

Or s+ :=2=p+q=pg=pg—q=p
Six +y =0 c’est bon

p
Siz+y#0llz+yl,=lle+ylls * <l + llyll,

On a égalité si  +y # 0 si et seulement si IN € R, /Vi € [|1;n]], |y:]? = M|zw]P~1)7, 3u €
Ry /Vi € [|[Ln|], lyiP = p(lziyP~1)? et Vi € [|1;n]],|z: + vi| = |@i| + |yi]. Si et seulement si
y =0ou Ja > 0/Vi € [|1;n]],|zi] = aly:| et |z; + yi| = |zi] + |ys| si et seulement si y = 0 ou
Ja >0/ =ay

Remarque

On peut généraliser Holder et Minkowski lorsque p =1 et ¢ = +00

n
. 1
lim () |2i|)7 = sup 2| = [|2]|
= i i€[| 1]

6.6.5 Connexité par arcs

Définition

1. Soit E un K-evn, on appelle chemin toute application de [a,0]] C R —

B, 5 [a,b] —
t —
Si de plus y(a) = v(b), on dit que c’est un chemin fermé ou un lacet

E arc paramétré continu sur [a, ]
(1)

2. On dit qu'une partie A est connexe par arcs (cpa) si et seulement si V(z,y) € A%, Iy :
[0,1] — A continu tel que : y(0) =z et v(1) =y

Remarque
Soit v : [0;1] — E continue /v(0) = = et v(1) = y. Soit (a;b) € R? avec a # b, on

- - bl si b . T
note [a;b] = {[a, I'sia< On peut définir ' ;0] — E continue et vérifie

[b;a] sib < a u = (D)
v1(a) =0 et 1 (b) = 1. Et si v([0;1]) C A, on aussi 71 ([a;b]) C A
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Théoréme

Les parties connexes de R sont exactement les intervalles de R

v o [0;1] — R
t = tr+(1-ty
et I étant convexe, v([0;1]) C I. Donc I est connexe par arcs.

Preuve : Soit I un intervalle de R, (z;y) € I%. est continue

0;1] — A
—

Réciproquement : soit A une partie connexe par arcs de R. Soit z < y € A2 et " : (1)

continue /v(0) = z et y(1) = y. Soit z €]x;y[, on peut définir :
to = sup{t € [0;1]/1(t) < 2} = sup(B)

B # () car 0 € B. Il existe une suite (t,) € BY/ 1irJrrl t, = to et v continue donc ~(¢y) < z. Donc
n—r+00

to # 1 car y(1) =y > 2. Si y(to) < z, par continuité 3t €]tg; 1[/7(t) < z, ce qui contredit la
définition de tg. Donc v(tg) = z. Ainsi z € A, qui est convexe, c’est donc un intervalle de R

Parties étoilées

On dit qu’une partie A C E est étoilée par rapport & A < Vz € A, [z9;z] C A. On a :
1. Si A est convexe non vide elle est étoilée par rapport & chacun de ses points

2. Si A est étoilée par rapport a xg elle est connexe par arcs

Preuve :
1. oui

2. Si A est étoilée par rapport & xg, soit (z;y) € A2, on peut définir :
v o 051 — A

. 1
t z+t(xg —x)site 0 5] continue

. 1
— 2x0— Y+ 2t(y — xo) mte[i;l]

Remarque

S’il existe zg € A/Vx € A, Fy : [0;1] — A continue /v(0) = zg et v(1) = = pour (z;y) € A%,

1
7 :[0;=] = A )
on peut former 1 2 continues tel que :
251 = A
1 1
71(0) = %71(5) = 900#2(5) =z0,72(1) =y
v o [0;1] — A
. 1
Alors soit t o= m)sit< % continue et v(0) = z,v(1) = y, donc A est connexe
= ya(t) sit > 3

par arcs
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Exemples
1. R?\ {(0;0)} est connexe par arcs. En effet, soit (z;y) € R?\ {(0;0)}, si (0;0) ¢ [z;y] alors
[z:y] C R*\ {(0;0)}. Si (0;0) € [w;y], soit 2 ¢ (xy) : (0:0) & [w;2], (0;0) ¢ [23y]. On relie x

et y en passant par z
2. R?\ {(x;0)/x < 0} est connexe par arcs, car étoilé par rapport a (1;0)

3. Les boules sont connexes par arcs ainsi que les sphéres en dimension supérieure supérieure

ou égale & 2. En effet les boules sont convexes, soit par ailleurs E de dim > 2 et soit
7o (051 = S(0:1) .

‘ Ly iy m) continue avec

[lz+t(y—2)]|
v(0) =z et v(1) =y. Si0 € [z;y] : It € [0;1]/tx + (1 — t)y = 0. Il vient t||z|| = (1 —t)||y]],
donc t = 1,y = —2. Comme dim(E) > 2,3z € S(0;1)\ {2; —z} et on relie x & y en passant
par z

4. Si dim > 2, E\ B(0;1) est connexe par arcs. Soit en effet (z;y) € (E\ B(0;1))?,]z]| > 1
|
\

(z;y) € S(0;1). Si 0 ¢ [z;y] : on forme

et ||ly|| > 1. Comme S(0;]||z||) est connexe par arcs, on relie z a y H;C; sur cette sphére, puis

ce point a y sur le segment correspondant

5. GL,(R)T = {M € GL,(R)/det(M) > 0} est connexe par arcs. Soit M € GL,(R)", on
peut écrire M = [[ M; ou chaque (M;) est une transvection ou dilatation D, (det(A)). On
forme si M;, = D, (det(M)) et si Vk # io, My = T5, j, (i) ik # Ji)

Yio ¢ [0;1] — GL,(R)*™
t = Dp(tdet(M)+ (1—1))
oy 0;1] — GL (R)*
vk # o, ' t = dek (t)‘k)
=y o [0;1] — L,(R)* . L _ _
7= PN 71( () continue et veérifie v(0) = I,,,y(1) = M

Théorémes des valeurs intermeédiaires

Soit A C E connexe par arcs et f : A — F continue alors f(A) est connexe par arcs.
L’image continue d’un connexe par arcs est connexe par arcs

Preuve : soit (y1;y2) € f(A)?, I (x1;22) € A%/ f(z;) = i, Vi € [|1 72|} v : [0;1] — A continu.
v(0) = z1,7v(1) = x2. Alors fo~y:[0;1] — f(A) continu et (f ov)(1) =

Corollaire : cas réel

Soit A connexe par arcs C E et f : A — R continue. Si (a,b) € f(.A)2 alors Ve € [a;b], ¢ €

f(A)

Preuve : f(A) est connexe par arcs dans R, c’est donc un intervalle

Remarque

On utilise fréquemment ce corollaire pour monter que des parties ne sont pas connexes par
arcs
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Exemples

1. Soit E un R-evn et H un hyperplan fermé, soit ¢ € L(E,R) continue telle que H = Ker(y).
Soit xg ¢ H,(xo)p(—x0) < 0. Si E'\ H était connexe par arcs alors e(E \ H) C R* le
serait aussi et (¢(xg); p(—x0)) sont de signes opposés, impossible

2. GL,(R) n’est pas connexe par arcs, det(GL,(R)) = R* qui n’est pas connexe par arcs et
det est continue

Composantes connexes par arcs

Soit A une partie d’un evn E. On définit sur A :
TRy < Jv:[0;1] — A continu /y(0) =z et y(1) =y

R est une relation d’équivalence. Ses classes d’équivalences sont appelées les composantes
connexes par arcs de A (elles forment une partition de A)

Exemples

1. Les composantes connexes par arcs de R* sont R* et R*

2. Les composantes connexes par arcs de GL,(R) sont GL,(R)" et GL,(R)™. En effet ces
parties sont connexes par arcs, elles forment une partition de GL,,(R) qui n’est pas connexe
par arcs

Application
Soit A = (a;;) € M,(R)/Yi € [|1;n|],
aii >y |ail
i

(C’est une matrice & diagonale strictement dominante a coefficients diagonaux positifs. On consi-
dére A l'ensemble des matrices a4 diagonales strictement dominante. Soit (A;B) € A%t €
[0;1], Vi € [|15n]]

D ltaig 4+ (1= 1)bi ] < tai |+ (1= )b | < taii+ (1 — )b
A A

tA+ (1 —-1t)B € A qui est convexe donc connexe par arcs. On a vu que det(A) C R* (résoudre
AX=0, jouer sur I’encadrement de chaque coefficient et conclure), d’aprés le TVI det(A) C R%
ou R* et I, € A, donc VA € A, det(A) >0

Remarque

Si A est connexe par arcs et f : A — B est continue, f(A) C B est incluse dans une des
composantes connexes par arcs de B
AL’intersection de connexes par arcs n’est pas toujours connexes par arcs!!!
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Notion de connexe (HP)

Généralement, on dit qu’une partie A de E est connexe si et seulement si les suites de
parties de A a la fois ouverte et fermées dans A sont 0 et A

Théoréme (HP)

E est connexe. Soit en effet B C E ouverte et fermée. Si B # (), soit xg € Bet y € E
Soit to = sup{t € [0;1]/ty + (1 — t)z € B} = supD. I(t,) € DV / lirf t, = to et B étant
n—-+0oo
fermée, toy+(1—to)xo = 2o € B. B étant ouverte, sito < 1,3a > 0/Vt € [to; al, ty+(1—t)zg €
B, ce qui contredit la définition de t3. Donc to =1,y € B,B=F

6.7 Compléments (HP)

6.7.1 Semi-continuité inférieure du rang

Théoréme

Soit A € M,,(C) de rang r, alors
IV eV(A)/NM e V,rg(M)>r
lim A, =A,3ng € N/Vn > ng,rg(4,) >n

n—-+oo

Preuve : par définition, il existe une sous-matrice carrée de rang r extraite de A, notons

f o Mu(C) — C
M —  det(M)

continuité :3V € V(A)/Vm € V, f(A) # 0, donc rg(A) > r

AOn peut avoir rg(A) >r cf A=0

la A, = (a;;). Or 'application : est continue. f(A) # 0, par

Application
Si (A,) € S converge vers A’, notons pour A € C,n(\) = n —rg(A — A,,) et na(\) =

n—rg(A—Ay,)=na,(N)
On a par semi-continuité inférieure du rang : n4/(A) > n4(A). Si A est diagonalisable :

n= Z na(A) < Z na(A) <n

AESP(A) AESP(A)
donc YASp(A),nar(N) =na(N), A" est diagonalisable
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6.7.2 Résultant
Soit (P, Q) € K[X],K corps commutatif, deg(P) = n,deg(Q) = m

P(X) = zn:aka et Q(X) = zm: b X"
k=0

k=0

@ E = Kn—l[X] X Km_l[X] — Kn+m—1[X]

(A, B) —  BP+ AQ est linéaire :

L’application

o(MA,B)+ (A',B) = o(M+ A, \B+B))
(AB+B)P+ (M + A"Q
= AMBP+AQ)+ (B'P+AQ)
= (4, B)) +¢((4, B")

@ est bijective si et seulement si P A @Q = 1. Si ¢ est bijective alors 1 admet un antécédent par
p:
J(A,B) € E?/p(A,B) =1« BP + AQ =1

D’apreés le théoréme de Bézout, P A Q = 1. Réciproquement si ¢ n’est pas bijective alors elle
n’est pas injective : 3(4,B) € E\ {(0,0)},9p(4,B) = PB+AQ =0,PAQ =1,Q|PB = Q|B,
d’aprés le théoréme de Gauss

deg(B) < m—1et deg(Q) = m = deg(B) = —0c0, B=0= A = 0, contradiction, on a le résultat
par passage a la contraposée

On pose By = ((1,0); (X, 0);...; (X™71,0);(0,1);...; (0, X""1)) et By est la base canonique de
Knerfl[X]

bo O 0 a 0 0
: 0 S0
t () b"n e bo aln e a’O
matp,,B,\P) = . .
v 0 b, S0 .0 0
0 0 . : 1 0 .0
0 0 by 0 0 0 ap

det(matg, B,(p)) = R(P, @), résultante R(P,Q) #0< PAQ =1

On pose : E, = { P unitaire, deg(P) = n, scindé a racines simples sur K}.

SiK=C,PeE,PAP =1 R(P,P')#0

P o CulX] — C

P — R(P,Q

Si K = R, on munit R, [X] de la norme infini. Soit Py € E,,, Py = an(X — A1)...(X — An), 1 <

... < Apn. Au voisinage de chaque \;, Py change de signe, soit 1 < A1 < pg < Ao < .. < pip, <

An < fint1, Vi € [|15n]], Po(i) Po(ti+1) < 0. Pour 4 € [|1;n]], p; et p;41 étant fixés, 'application

R,[X] —

P = P(ui)P(piv)
[11;n]], P(ps) P(pig1) < 0, P s’annule une fois sur chaque intervalle u;; pit1[ et deg(P) < n,
donc P posséde n racines distinctes. On a méme, Ve > 0,3a > 0/||Py — P||lec < « alors les
racines de P sont de la forme 11 < ... < v, ou Vi € [|1;n]], |v; — A\;| < ¢, choisir Vi € [|1;n|]u; =
Ai — €, li+1 = Ai+1€. On a continuité des racines dans le cas réel, donc E,, est encore ouvert sur
R

) est continue, F,, = ¢~!(C*), donc E,, est un ouvert

est continue, donc il existe » > 0/||Py — P|| < r = Vi €
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AX?+ Lest scindée X?+1 — X2

n——+oo

Dans le cas ou K = C, on pose A, I'ensemble des matrices diagonalisables sur K & n valeurs

propres :
Ae An < XA € En <:>R[XA5X£4] 7é 0

A — (xa,Xxa’) est continue, A,, est ouvert

6.7.3 Continuité des racines

Soit un polynéme
Py(X) =) arX* = [[(X — ;) € C[X] unitaire
k=0 j=1
scindé a racines simples. On munit C,,[X] de la norme infinie. Soit

n

P(X) =Y b X* = J[(X - p;) unitaire
k=0

j=1

Pour € > 0 fixé, soit ¢ € [|1;n|], supposons Vj € [|1;n|],|\; — 1] > ¢, alors

[P(N)] |H()\i_Mj)| > e
|(P = Po)(\)

— _ k
= |kz—0(ak bk)&lpj%o

IA

n—1
1P = Polloo Y IN:f"
k=0

da > 0/||P — Pollee < a = Vi € [|L;n]],[(P — Po)(N\)| < % et d’aprés ce qui préceéde,

1
Vi € [|1;n]],37 € [|L;n]],|A — p;] < e. Si de plus on s'impose € < irrinp\l — ;| alors
i#]

iy #iQaB()‘iug) ﬂB()‘izvg) =0

Vk € N,Jo(k) € [|1;n]]/[A\x — ptor)] < €. On a n disques disjoints, o est bijective et P posséde n

racines distinctes

6.7.4 Topologie de M, (C)

Matrices trigonalisables

Soit P € R[X] unitaire de degré n. Soit P scindé sur R,
P(x) = [[(X - )
j=1
Soit z =a+1ib € C,

PG =1]]

Jj=1

231
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Supposons Vz € C, |P(z)| > |Im(z)|™. Soit A racine de P, 0 > [Im(X\)|", A € R

On pose S,, = {P € R[X] unitaire de degré n, scindé sur R}. L’application qui & un polyndéme
associe son coefficient dominant est continue. Soit (P) € R,[X]", supposons qu’elle converge
vers P € R,[X], Vk € N, |Py(z)| > |[Im(2)|", par continuité du module, |P(z)| > [Im(z)|", donc
P est scindé sur R

Soit (My) € M,,(R)N, ¥k € N, M}, trigonalisable converge vers M

Vk € N, xnm, est scindé x : M — xr est continue, donc x s est scindé car M = klim M, =
—+00
XM= lim xps,, donc ensemble des matrices trigonalisables de M., (R) est fermé, ce qui n’est
—+o0

pas le cas pour celui des matrices diagonalisables

Matrices stochastiques

A = (a; ;) est une matrice stochastique si et seulement si V(i, j) € [|1;n[]? et

Vi e [|1; n|zn:

On a alors VA € Sp(A),|A\| < 1. De plus si AX = X alors avec les notations précédentes,
J=11;n]] :
1

Vj € J,ZL']‘ :.’EiO,X:{EiU

car on a toujours X = | : | vecteur propre associ¢ a la valeur propre 1 pour une matrice

1
stochastique
Soit une suite de variables aléatoires qui prennent un nombre fini de valeurs dans [|1;n|]. On dit
qu’il s’agit d’un processus stochastique si et seulement si :

V(i,j) € [[1;n[]*,¥p € N, Px,—;(Xp11 = 1) = pi

est indépendant de p. Ce processus ne tient compte & I’étape p+ 1 uniquement des états & ’étape
p, d’aprés le formule des probabilités totales :

Vie [|Lnf],Y pij=1
=1

A = (p; ;) est stochastique et ‘A est encore stochastique. On note des lors pzm) la probabilité
PXOZj (Xm = 7’)

pE"H_U ZPX _k(Xm+1 72) X PXO J m - k Zpl kPk,j
k=1

Généralement, (A™) ne converge pas, par exemple : A = <(1) é)
A% = [, A2 = A et A" =1,
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Par contre
1 m
- AF
(m +1 ;0 )

converge. En effet si A et B sont stochastiques, A x B l’est : les coefficients de AB sont positifs
et vérifient :

1 1 1

Il vient que A* est stochastique, donc les coefficients de A* sont dans [0; 1]
De plus, soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, v € £(E). On a alors :

Vz € E, (u(z)¥) est bornée
E =Im(u—1id) ® Ker(u — id)

m
(#_‘_1 ;;o uF(x)) converge vers le projecteur sur Ker(u — id)//Im(u — id)

Vo € B, (=1 30 u (@) (u —id)(a) = Lot g
T ’m+1k*0u 2))(u—id)(z) = —r5— —

y € Ker(u—id) NIm(u—id),3z € E/y = (u —id)(z) et u(y) =y :

uF)(u —id)(z) — 0

|
+ |+~
A
]
:k‘
S
I
<
I
:
4+~
A
NE

=
=]
=
Il

(=)

donc y =0, on a:

Im(u—id) ® Ker(u — id)

dim(Im(u — id)) + dim(Ker(u —id)) = m
Soit x € E,x = 1 +y1 avec 21 € Ker(u —id) et y1 = (u —id)(x2) € Im(u — id). Il vient :

= FE =Im(u—1id) ® Ker(u — id)

1 &< & u" M (z9) — 2o
2@ o+ —"0— 2o

Remarque Soient f,g: A C E — F continues telle que : 3B dense dans A, fg = gs
Ya € A,3(b,) € BY/ EIE b, = a, Yn € N, f(b,) = g(b,,) par continuité, f(z) = g(z) et f = g.
n (oo}

Deux applications continues qui coincident sur une partie dense sont égales

Suites de matrices de limite diagonalisable

Soit M € M,,(C), on suppose que (MP) est bornée :
VA € Spe(M), A < 1,[A] = 1 = m(A) = n(})
Preuve : on munit M, (C) de la norme triple d’algébre :

|[MX]]
[[|M]|| = sup —
ixj=1 11Xl
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X X e X
X1 X X1
= MX =)X'
= MPX' = \PX'
|[MPXT|| = [AP| < [[[M][]P, donc [A| <1
Si Al =1:n(\) <mA), xu = (X = N)"NQ(X),Q(\) #0
C" = Ker(u — Mid) ® Ker(Q(u))

(u”) est bornée donc (ufF) 'est aussi. On trigonalise u|r = Aidg + n avec n nilpotent, r = v/(n)

IX eC* MX =XX = M I1X'|| =1

r—1
() = g+ = 3 (1 )t x—Hid
k=0

En trigonalisant n, si il est non nul alors la premiére diagonale non nulle de sa matrice représen-
tative est la k-iéme, alors les (n) ne sont pas bornés, donc n = 0, d’ott n(A\) = m(X)

Corollaire :Si M € GL,(C) et (MP) est bornée alors M est diagonalisable :

VYA#0€E Spc(M),[A[ <1, €Spc(M~)=[A[<1let|}|<1donc |\ =1

D’aprés ce qui précéde, il n’y a pas de composante nilpotente dans la décomposition de Dunford,
donc la matrice est diagonalisable

Théoréme de Perron-Frobenius

Soit. A une matrice stochastique, on note u € L(R") canoniquement associé a A. Vp € N, AP
est stochastique a coefficients dans [0; 1], donc bornée, d’aprés le théoréme précédent, |\ < 1
[A| = 1, alors

jol = Al - g | = Y aaglasl < aglag,l g, = nax &
i=1 i=1 ’
d’ou, Vi € [|15n|]7 |:L'2| = |=’Cj0|
n n 1
> aigwil =) aijlel, X =aj, [ 1] A=1j,=1
=1 i=1 1
1
dim(Ker(u —id)) =1 car "AX = X = X € Vect|[| :
1
Le sous-espace propre est égal ou sous-espace caractéristique, 1 = n(1) = m(1), en trigonalisant :
1 0 0
)\1 * *
0 0 A
A=p1| . , P
: 0 .
Ar k%
0o 0 X
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Sur chaque sous-espace propre / caractéristique, u|p = Aid +n

r—1
U\pF = (p> NEpk 50

P k p—r400
10 - 0
00 0 O
Finalement : A” — P | . p-1
pote |10 0 0
00 0 O

235

MP* B.Dufour—Jules



6.7. COMPLEMENTS (HP) CHAPITRE 6. ESPACES VECTORIELS NORMES

236 MP* B.Dufour—Jules



Chapitre 7

Fonction d’une variable réelle
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7.1 Dérivation

7.1.1 Définition

Définition

Soit dans tout le chapitre I un intervalle de R et F un R-espace vectoriel de dimension
finie. Soit f : I — E et tp € I, on dit que f est dérivable (resp. & droite, & gauche) en ¢y si et

Te I\ A{t — E
o \t{ o) oy f)=f(t) admet une limite (resp. a droite, a gauche)
t—to

f) — f(to)

t—to t— to

seulement si
en tg :

= f/(t()) cF
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7.1. DERIVATION CHAPITRE 7. FONCTION D’'UNE VARIABLE REELLE

f est dérivable en to € I si et seulement si elle Iest & droite et a gauche :

fi(to) = fy(to)

On dit que f est dérivable sur I si et seulement si elle I’est en tout point de I. On note alors :

" I - FE . .
f toe F() On la note également parfois % ou D(f), on évitera cependant les
; daf af(t)
notations §;(t) et =

Propriétés, théorémes généraux

1. fest dérivableen tg < e : I\{to} — E/%imoe(h) =0, f(to+h) = f(to)+hf (to)+he(h)
—
f admet un dl;(to) si et seulement si elle dérivable en ¢y

2. Si f est dérivable en ¢ty (resp. sur I) alors elle y est continue. La réciproque est fausse
(cf|.| en 0)

3. Si f et g sont dérivables en ty (resp. sur I), VA € K avec K = R ou C alors Af + ¢
Vest et (A\f +g) = Af' + ¢'. Si de plus E est une algébre normée alors f x g lest et
(f9) =Ffg+fd

4. Sig:J CR — I est dérivable en ug et f en tg = g(uop), alors f o g est dérivable en ug
et (f 0 g)'(uo) = g'(uo)f'(g(uo))

5. Si f: I — J C R est bijective , dérivable en tq, f'(to) # 0 et si f~! est continue en
ug = to alors f~1 est dérivable en v et

1 1
—1y\/
U, = =
) = 5y = o 7 )
6. Soit £y X ... x E, p R-evn de dimension finie, (21 .{;xp) : @(xl;E...;xp)
p-linéaire. Soit « € [|L;p|l,fi :+ I — E dérivable en ¢, alors
P o I = E L
t d bl to et
toe WA f(0) est dérivable en t; e
P
$(to) =Y B(f1(to); i f{(to); i f(to))
i=1
Remarque

Soit ¢ une application p-linéaire en dimension finie alors elle est continue

238 MP* B.Dufour—Jules



CHAPITRE 7. FONCTION D’UNE VARIABLE REELLE 7.1. DERIVATION

Théoréme

Soit u € L(E, F) ou F est un R-espace vectoriel de dimension finie. Si f est dérivable en
to, uo f l'est et :
(uo f)(to) = u(f'(to))

Preuve : utiliser un dl; de f et la linéarité de u

Dérivation dans une base

Soit (e1;...;ep) une base de E, siVt € I, f; : I — R telles que :
F&) =" fi(t)e;
f est dérivable en ¢y si et seulement si Vi € [|1;n]], f; est. Alors :

ORI

Dérivée du déterminant

Soit B une base de E,Vi € |[|1;n|],f; : I — FE dérivable en ¢, alors ¢t —
detg(f1(t);...; fn(t)) lest et

dgt(f1(t); e fa(t) = ;dgt(fl(tO); s fi(to); s f(to))

7.1.2 Dérivées d’ordre supérieures

Définition

Soit f: I — E, on définit par récurrence :
1. f© = f si f est n fois dérivable sur I et f(™ est dérivable alors f est dite n + 1 fois
dérivable sur I et

FOED = (fmy
2. On dit que f est n fois dérivable ne tg € I si et seulement si f est n — 1 fois dérivable
sur I et f("=1 est dérivable en ¢

est n dérivable sur
3. Pour n € N, on dit que f est de classe C™ si et seulement si / .
™ est continue sur I

On dit sue f est de classe C™ si et seulement si Vn € N, f est C” si et seulement si f
est n fois dérivable & dérivée continue sur I
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Remarque

f est de classe C" sur I < Vk € [|0;n]], f*) est de classe C*
& Tk el|0;n|], f*) est de classe C"F

On a alors f(®) = (f(k))(n=k)
A\Une fonction peut-étre dérivable sur I sans que sa dérivée soit continue, on étudie la fonction :
ff I - E
to= f(t)
On a montré dans le cours de MPSI qu’elle est n fois dérivable (TGD) mais pas C"
A\ f est dérivable en ty < f admet un dl;(tg)
f est dérivable n fois = f admet un di, (o), d’apreés la formule de Taylor-Young. La réciproque
est fausse pour n > 2 : on pose f(z) = z" ! sin(r) et f(0) =0
f(z) =0+ o(x™) admet un dl,,(0) mais n’est pas dérivable 2 fois car f’ n’est pas continue en 0

Formule de Leibniz

Soit B : 1 X EFs — E bilinéaire, avec F1, Fo, E R-evn de dimension finie, f : [ — F; et
g : I — E5 n fois dérivable (resp. C™) alors B(f, g) l'est et :

B0 =3 () B9 )

k=0

n

Preuve : par récurrence sur n

Théoréme généraux de la classe

1. Soit E une algébre normée de dimension finie. Si f et g : I — E sont n fois dérivables
(resp. C™, avec n € NU {+oo}) sur [ alors f x g l'est ainsi que Af +g¢

2. Soit f: I — E et g: E— I n fois dérivables (resp. C™), alors f o g 'est aussi

3. Soit f : I — C qui ne s’annule pas sur I. Si f est n fois dérivable (resp. C™) alors %

Pest

Preuve : cf cours de MPSI
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7.1.3 (CF-difféomorphisme

Définition

Soient I et J deux intervalles de R, k € N* U {400}. On dit que f : I — J est un
C*-difféomorphisme si et seulement si :

1. festCF
2. f est bijective
3. f~1estCK

Théoréme de caractérisation

Soit f: I — R,C¥(k >1).SiVt el f(t)#0 alors f induit un C*-difféomorphisme de
I—J=f()

Preuve : f’ continue et ne s’annule pas sur I'intervalle I, donc y reste de signe constant : f est
strictement monotone donc injective. D’aprés le théoréme des bijections, f induit une bijection
de I — f(I) = J intervalle, alors f~! : J — I est strictement monotone et f~1(.J) = I est
un intervalle, donc f~! est continue. On sait alors que f~! est dérivable : on montre alors par
récurrence que f~ ' est bien de classe C*

Exemples
1. tan définit un C*°-difféomorphisme de | — %ﬂ; g[% R
2. sin définit un C°°-difféomorphisme de | — %ﬂ; g[%} — 1;1[ et un homéomorphisme de
[-5ig] = L
3. On a vz €] — 1;1[, arcsin’(z) = 1=
arcsin”(z) = (1 — 2?)77 = ° S arcsin’(z) (1)

(1—22)s 1—a?
Par récurrence triviale :
P,
Vn € N*,3P, € R,,_[X]/Vz €] — 1;1],arcsin™ (z) = il
(1—a2) 3

avec Ppiq(z) = (1 — 2?)PL(x) + 22(n — 3) Py ()

dot, Poy1 = (1 - X3P, +(2n—1)XP, (2)

Ces polynomes sont égaux car ils coincident sur [—1;1] infini. Par ailleurs d’aprés (1) :
(1 — 2?) arcsin” (z) = x arcsin’(z). D’aprés la formule de Leibniz,

Vi €]—1;1], (1—2?) arcsin™ 2 (2) —2nz arcsin ™Y (2) —n(n+1) arcsin™ (z) = z arcsin™ Y (2)4n arcsin™ (z)
Poio=(2n+1)XP,y +0*(1 - X3P, (3)

On obtient une équation différentielle en fonction de P,, ce qui permet d’en déduire direc-
tement ses coefficients. De plus par récurrence :

Yn € N,Vz € [0;1], arcsin™ > 0
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7.1.4 Fonctions C* par morceaux

Définition

1. Soit [a;b] € R(a < b). On appelle subdivision de [a;b] toute suite finie strictement
croissante 0 = (a = ag < a1 < ... < ap = b)

On note %([a; b]) 'ensemble des subdivisions de [a; b]. Pour o € %([a; b])?, on définit le
pas de o

6(0) = Oéff?g_l(aiﬂ —a;) >0

Soit (o,0") € ¥([a; b])? on dit que o’ est plus fine que o si et seulement si o C o

. Ondit que f : [a;b] — E, R-evn est C* par morceaux (noté C},) sur [a; ] si et seulement
si do = (ag; ...;ap) € L([asb])/

(a) f admet une limite & droite (resp. & gauche) f(a™) (resp. f(b™)) en a (resp. en b)
(b) Vi € [|1;p — 1]}, f admet une limite & droite et & gauche f(a; et f(a)) en a;

fi o+ lasaiga] — ' E
(¢) vi € [j0:p 1]}, o el e
ait1 = flazq)

On dit que o est adaptée & f (toute subdivision plus fine que o ’est aussi)

3. Soit [ intervalle de R, on dit que f est C’j,l sur I si elle 'est sur chaque [a;b] C T

Exemples

L f o+ ]0;1] — R

1 continue, comme lim f(x) = +o00, on ne peut pas prolonger f en
X — . r—0t

une fonction continue par morceaux sur [0; 1]

f o+ Ry — R oo ) * . . w1 )
2. ¢ o zB(L) est C* par morceaux. V[a; b] C R%. Soit A = {k € N*/¢ € [a; 0] }.

On forme o = (ag = a; ma,i(A) Feess minl(A) ;b) adaptée a f. Notons que ilg%f(m) =1, mais f

n’est pas prolongeable en une fonction continue par morceaux sur [0; 1] car elle est y admet
une infinité de discontinuités
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3. On dit que f : [a;b] — E est en escalier sur [a; b] si et seulement si elle admet une subdivision
adaptée o = (ao; ...; ap) € X([a;b])/Vi € [|0;p—1]], fllas;a...[ €5t constante. Les fonctions en
escaliers sont C*° par morceaux

4. On dit que f : I — E est en escalier sur I si et seulement si J[a;b] C I/f est en escalier
sur [a;b] et f =0 sur I\ {[a;b]}

5. Les fonctions affines par morceaux continues sont sont C*>° par morceaux

Régularité

On dit que f fonction continue par morceaux : [a;b] — E est réguliére si et seulement si :

flat) + f=7)

vz €la; b, f(z) = 5

avec f(a) = f(a™) et f(b) = f(b7)
Lorsque [ est Cj,, on défini f' par f'(a) = fi(a) et f'(b) = fi(b). Yo €]a;b], f'(x) =

M Si f est Cﬁ/[, f ainsi définie est Cf\j

Théorémes généraux

1. Toutes combinaison linéaire, produit de fonctions Cf\,l I’est encore. L’ensemble
Ck(([a; ], E) est une K-algebre

2. Toute fonction continue par morceaux sur un segment y est borné (les bornes ne sont
pas forcement atteintes!)

Exemple

f 01 = R
T — 1 est continue par morceaux mais les bornes ne sont pas toutes atteintes
1 — 0
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7.2 Théoréme des accroissements finis

7.2.1 Le théoréme

Inégalité des accroissements finis

Soit (E,||.]|) un R-evn de dimension finie. Soit [a;b] C R, avec a < b, f : [a;b] — E, telle
que :

1. f est continue sur [a;b]

2. fest Chy et IM > 0/Va € [a;b], || f/(z)]| < M

alors,

1f(a) = F(B)]] < M[b -l

Preuve : on reprend la démonstration de MPSI en remplagant la valeur absolue par la norme
ASidim F > 2, on n’a plus égalité des accroissements fini ni théoréme de Rolle. f 10; . ] : ;Cit

est C°°, Vt € [0;27], f/(t) = ie' # 0, mais f(0) = f(27) =1

Corollaire

Soit f: 1 CR — E,Cj, et continue :
1. Soit k > 0, f est k-lipschitzienne sur I si et seulement si Vo € I en lequel f est dérivable

F @) <k

2. f est constante sur I si et seulement si en tout point de dérivabilité de /' =0

Preuve :

1. Si f est k-lipschitzienne : Vtg € I,Vh € R*/ty + h;nl, ||M|| < k donc quand

h— 0% et 07 : [|fg(to)l| < K et [[f3(to)[| < k
Réciproquement si Vt € I, || f'(t)|| < k, d’aprés I'inégalité des accroissements finis : V(a, b) €

I? avec a < b: ||f(b) — f(a)|| < k(b— a)

2. f est constante si et seulement si elle est O-lipschitzienne

7.2.2 Complétude, suites de Cauchy (HP)

Suites de Cauchy

Soit (E,|.||) un K-evn. On dit (u, ) € EY est une suite de Cauchy si et seulement si

Ve > 0,IN e N\Vn > N,Vm > N, ||u, —up|| < e

Cette propriété est interne dans la suite
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Théorémes

. Toute suite convergente est de Cauchy
. Toute suite de Cauchy est bornée

. Si une suite de Cauchy posséde une valeur d’adhérence A alors elle converge vers A

= W N =

. Un espace est dit complet lorsque toute suite de Cauchy converge dans cet espace

Preuve :
1. Si lim w, =1[,s0it e >0,IN e NVneNn>N = |ju, — ]| <¢
n—-+oo
Alors, Vn > N,Vm > N, [|un — up|| < |[up — U] + [Jum = 1| < €
2. Si (up) est de Cauchy, IN; € N,Vn > Nyi,Vm > Ny, ||lu, — um|| < 1. En particulier
\V/’fl Z NlaHun _umH S 17 dyoﬁ ||unH S HuN1|| +1
vn € N, |[un|| < max(||uol], ..., [[un, [|; [[un, [| +1)

3. Si lm g, = A et si (uy) est de Cauchy : soit € > 0

n——+oo

AN, € N/ > N, [[un — um| < %
AN, € N/¥n > Ny, |[ug(m) — Al| < %

Alors Vn > max(N1, Na), |[un — || < [|tn — U] + [[tom) — M| < €

AToute suite convergente est de Cauchy mais la réciproque est fausse !Dans (R[X], ||.||c0), soit
pour n € N,
- Xk Xk 1
P:E =P,—F,= E —— = ||Pn — P, =
Tkt T [1Em = Pl n+2

Soit5>O,3N€N,Vn2N,%+2SsetsinzNetm2N7HPn—Pm||OOSs

(P,) est de Cauchy

Supposons que (P,) converge, vers P(X) = > axX*. Soit ko € N,Vn > kg
kEN

1 < Pn_Poo
g kol SIP = Plle 2 0

donc ag, = -4, impossible car {k € N/aj, # 0} est fini

Espaces de Banach, complétude

On dit que (E, ||.||) est un espace de Banach ou complet si et seulement si toute suite de
Cauchy dans E converge
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Exemples

1. R et C sont complets
2. Tout K-espaces vectoriel de dimension finie est complet

3. Les espaces [P sont complets

Preuve : si (u,) est de Cauchy dans (E,||.||) de dimension finie, elle est bornée. D’aprés

le théoréme de Bolzano-Weierstrass elle admet une valeur d’adhérence A\, d’aprés ce qui
précéde, elle converge vers A

n

AQ n’est pas complet : u, = % converge vers e ¢ Q. Pour faire de I’analyse on se place

k=0
toujours dans un espace complet,

Critére de Cauchy

Soit (E,[|.||) un espace complet et (Ey,||.||1) un K-evn. f: A C E — F et a € A. On dit
que f vérifie les critéres de Cauchy au voisinage de a si et seulement si :

1. Ve > 0,3a > 0/V(z,y) € A, ||z — a||p < «

2. |ly—allg <a=||fla) - fy)ll < e
Si c’est le cas, f admet une limite finie en a

Preuve : soit (a,) € AY/ liril an = a. Soit € > 0 et o > 0 associé par le critére de Cauchy :
n—-+4oo

N e N,Vn > N, ||an —al|p < aalors Vn > N,Ym > N, ||f(an) — f(am)|| < € et (f(an)) est une
suite de Cauchy dans (F,||.]|) elle converge. On sait qu’alors f admet une limite finie en a

7.2.3 Théoréme de prolongement de la dérivée

Prolongement d’une fonction lipschitzienne au voisinage d’un point

Soit E un K-evn de dimension finie (donc complet), soit (a,b) € R? avec a < b et
[ :Ja;b] — E, k-lipschitzienne. Alors f admet une limite finie en a™

Preuve : soit € > 0, si (a3) €laa+ 1% ]e -yl < 51 ot [[f(2) — F)ll < kyZy <<, f
vérifie le critére de Cauchy au voisinage de a donc admet une limite finie en ce point. De méme
sur [c; al

Corollaire

Soit (E,]|.]|) un K-evn de dimension finie et f :Ja;b] — E. On suppose que f est C}, sur
Ja; b] et continue telle que : lierf’(x) =1l € F, alors :
r—a

1. f admet une limite finie en a, f(a™)

fo [ab] — E
2. a +—  f(at)  est dérivable en a
x  +—  f(z) sinon
3. fia) =1
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Preuve :

1. f’ admet une limite finie en a, donc elle est bornée au voisinage de a
3k > 0,3c €]a; b]/Vx €la;d, || f'(@)|| < k

f est alors k-lipschitzienne sur ]a; ], le théoréme précédent permet de conclure

2. Soit € > 0 : Ja > 0/ si x €lasa + al,||f'(z) — ]| < e. Soit alors y €la;a + o] fixé et

e ¢ [yl — B 1 .
t o= f() = fly) = =yl Cjy continue.
Yy € [x;yl, ||’ @)]] = |1/ (t) = ]| < e. D’aprés I'inégalité des accroissements finis,

lp(x) =@l < elz —yl = [[f(2) = fly) = Uz —y)l| < elz -y

Pour z fixé, lorsque y — a™, || f(z) — f(a™) —l(z —a)|| < elz —a] = H%fa@#) =l <e

Ainsi f est dérivable & droite en a et fc’l(a) =1

Prolongement de la dérivée

Soit f : [a;b] — E (evn de dimension finie), telle que :
1. f est continue sur [a; b]
2. feCiy(la;b],E) et 3 = lim+f’(x) €FE

r—a

Alors f est dérivable en a & droite et f)(a) =1

Preuve : on peut appliquer le corollaire avec f = f. Ce résultat est aussi vrai & gauche sur
[c; a]
ALa continuité en a est essentielle!!
f o 01 — R
0 1 Ch,q sur [0;1] et Vo # 0, f/(z) =0, lim f/(z) = 0, mais f n’est pas
r = O0siz#0 207
dérivable a droite en 0T (car non continue a droite en 0)

Exemples
f R - R
1. T o e rsiz>0
T O0siz <O
D’aprés les théorémes généraux de la classe, elle est C* sur R* est continue
e (=22 +1)e" =
/ _ v 7 _ = i
Par récurrence triviale : Vn € N, 3P, € R[X]/Vz > 0: f(")(2) = P;z(f)e_% — 0

z—0+t
Vo < 0,Vn € N, f(”)(x) = 0. En appliquant par récurrence le théoréme de prolongement de
la dérivée, on montre que Vn € N, f est n fois dérivable sur R, f((0) = 0, (") est continue
sur R
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o
os =

N
—
>

R

e T six #0 De méme, f est C* sur R et ¥n € N, f(")(0) = 0. Notons

0

que Va # f(x) > 0. De maniére générale, on ne peut pas raccorder un polynoéme a cette
fonction : il serait C™ mais pas C"*!, avec n = deg P

~
8 8 A
USSUSS

25 Z s o 05

eXp(—m) - exp(—ﬁ) six €] —1;1] C™® sur R

0si|z|>1

248

MP* B.Dufour—Jules



CHAPITRE 7. FONCTION D’'UNE VARIABLE REELLE 7.2. ACCROISSEMENTS FINIS

,/' \
f R — R
T O0siz <0
4. T lsiz>1
x
T afexp(fﬁ)dt stz €]0;1]
0
avec 4 = ——+—— >0

({exp(—ﬁ)dt

7.2.4 Formules de Taylor

Taylor-Young

Soit f: I — E,ty € I, f est n fois dérivable en t3. On a :

(- a)*

V(w,a) € I?, f(x) =) Tf(’“) (a) +o((z —a)")

k=0

Remarque

C’est un résultat local, il indique le comportement de f au voisinage de a
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Taylor avec reste intégral

Soit f : [a;b] — FE. On la suppose C" et C}fjl sur [a;b]. On a:

n

T —a k T )P
V(z,a) € I?, f(z) = %f(k)(a) +/ %f("“)(t)dt

k=0 ’ a

Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f:I— EC" et Cif'. On pose
M,y = sup ||f"0 )|
t€[a;b]

n

V(z,a) € I,|| f(= Z f(k) (a)]| < My

k=0

‘x_a‘n+1
(n+1)!

Remarque

La formule de Taylor avec reste intégral et I'inégalité de Taylor-Lagrange sont des résultats
globaux & linverse de Taylor-Young qui est locale. L’inégalité de Taylor-Lagrange généralise
I’inégalité des accroissements finis

Théoréme de Rolle

Soit f: I C R — R dérivable

J(a,b) € I?, f(a) = f(b) = e €la;b], f'(c) =0

Egalité des accroissements finis

Soit f: I C R — R continue sur [a;b] et dérivable ]a; b, alors

e €la; b, f(b) = f(a) = (b—a)f'(c)

Egalité de Taylor Lagrange (HP)

Soi f € C"([a;b],R), 3¢ € |a; b[/

— f(k)(a) (b_a)k _ (b_a>n

n—1
FO) = fla) = > 1)
2 !
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Preuve :

n—l (k) a b _ 4\n—1
10 - @ - X oo = [T O o ar -,

Notons m,, = min (£ (t)) et M,, = max (f((t))
t€lasb] t€lasb]

b _ n—1 _ n _ n
o (n=1) n! n!

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, on a le résultat car (™) est C!

7.3 Arcs paramétrés

7.3.1 Définition

Définition

Soit I intervalle de R, E' un R-evn de dimension finie, v ‘;

On dit que v est un arc paramétré de classe C¥ (ou v(I) C E)

Arcs équivalents

On dit que 2 arcs C*,~; et 73 sont C* équivalents si et seulement si 3p : J — I,Ck-
difféomorphisme tel que v5 = 71 0 . C’est une relation d’équivalence sur ’ensemble des arcs
paramétrés de classe C*. Si E = R™, on note :

v(t) = (x1(t); ;20 (t)),x; : I — R,C*

Considérations cinématique

Traditionnellement, on considére que v(¢) € E en tant qu’espace affine et les dérivées succes-
sives d’ordre supérieur ou égal & 1 comme des vecteurs

Exemples
v o (0527 — R?
1. cos(t)\ arc paramétré du cercle
t — .
sin(¢)
v2or 052w — R?
2. cos(t) = cos(2m — t) ~1 et 2 sont équivalents
t — . .
—sin(t) = sin(27 — t)
v (0527 — R?
3. Ils ne sont pas équivalents & ; (cos(2t)) car v3(0) = v3(m), on aurait
sin(2t)

71 (¥(0)) = 71 (¥ (7)), mais 1 injective et ¢ bijective : absurde
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On retiendra que deux arcs sont équivalents lorsqu’ils décrivent le méme courbe en passant par
les mémes points le méme nombre de fois

Graphe
vy I —  R®
. z1(t) . .
On dit PN : est un graphe si et seulement si 3 € [|1;n|]/Vt €
T (t)
I, XT; (t) =1
Tangente

Soit v : I — E un arc C* (k > 1), soit to € I. S'il existe n € N*/f(")(ty) # 0, on définit
p =min{n € N*/f("(ty) # 0}. La formule de Taylor-Young fournit alors :

f(to+h) = f(to) + %(f(p) (to) +e(h)) = f(to+h) — f(to) ~n—0 gf(p) (to)

La droite passant par les points f(tg) et f(to+ h) se rapproche de la droite passant par f (o)
de vecteur directeur, f()(t) appelée tangente & 'arc au point f(ty) (notée 7))

Points réguliers

On dit que f présente un point régulier en f(to) si et seulement si f(tg) # O(p = 1). La
tangente en f(to) est alors orientée par f'(tg). On dit que l'arc est régulier si et seulement
sivte I, f'(t) # 0. Si f'(to) = 0, on dit que f présente un point stationnaire en g

Théoréme

Soient f : I — E e g : J — FE deux arcs CF équivalents. Soit

o  J = I
u = p(u) =
J/p(ug) = t, donc f(to) = g(ug). il existe p = min{n > 1/f™)(ty) # 0 et (™ (o) # 0} et
g (ug) est colinéaire a f(P)(ty). La tangente & f en f(to) est celle & g en g(tg) = f(t). La
tangente est donc une notion géométrique indépendante du paramétrage et non cinématique

' Ck-diffeomorphisme, tel que g = f o . Soit to € I et uy €

Preuve : par récurrence sur p
p=1:si f'(to) Z0: g (uo = ¢'(uo) X f'(to) # 0 et ils sont colinéaires
hérédité : si le résultat est vrai jusqu’a 'ordre p — 1
Supposons p = min{n € N*/f(™(ty) # 0}. On a f'(tg) = ... = f®~V(ty), donc par hypothése de
récurrence : ¢’ (ug) = ... = ¢'P72 (ug) = 0 et g?~(ug) est colinéaire a fP~1)(ty) = 0. On vérifie
alors par récurrence que g (ug) = @ (ug) x f®)(t0)
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7.3.2 Etude locale d’un arc plan

Soit f : I — R2,C*, soit ty € I. On suppose qu'il existe p = min{n € N*/f("(t5) # 0},q =
min{m > p + 1/f™(to) est non colinéaire & f)(t)}. La formule de Taylor-Young fournit :

q—1

hP hpt1 h _ h?
f(to+h) =f(to)+ﬁf‘p>(to)+ (p+1)!f<p“)(to)+---+(q_ 1)!f(q ”(to)+af‘q>(to>+hqe(h)

Dans le repére affine de R?, Ro = (f(to); £ (to); £9(to)), les coordonnées de f(to+h), s’écrivent :

Q
==

(to +h) = 2 + o(hP)
flto+h) = <y(t0 +h) =004 o(hq)>

Etude des cas possibles

1. points biréguliers, p impair et ¢ pair
2. points d’inflexion, p impair et ¢ impair
3. point de rebroussement de premiére espéce, p pair et ¢ impair

4. point de rebroussement de seconde espéce, p pair et g pair

Exemples
f: R - R? 1 0
/ _ " —
L, (g :f()—<2t>:f<t)—<2)
Ent=0:f'(0 ( ) 17(0) = <g> ,p=1,q=2: cest un point birégulier

LD () mros (@)= 0= (@)= r0=()
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3. 2\ =
= () f”(0)=<§>,f(4)(0)=<204>

p = 2,q = 4 ,point de rebroussement de seconde espéce

Points multiples

On dit que f présente un point multiple en M (zo> € R? si et seulement si card{t €
0
I/f(t) = M} >2,3(t1,t2) € I, M = f(t1) = f(t2)

Exemple

f o R\{-1;1} — R?
o(t) = F=
y(t) = 5

My <§O> € R? est un point multiple de f si et seulement si I(t; # t5) € (R\{—1;1})?/Vi € {1;2}
0

t

_ 21 zot? —2t;+1—29=0
L0 = 323 2
{ o < t5 —yot; +yo =0
Yo =% xo # 0 sinon t; = 2, non
$0X272X+17:L‘0
=
X2 —yoX + o
2 = zoyo
= 1—360 = ZoYo
—4y0 >0
=
Yo
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7.3.3 Tracé d’un arc plan

1. On étudie les symétries et périodicités éventuelles pour restreindre le domaine de dé-

finition
2. On forme les tableaux de variations concomitant de z(t) et y(t)
3. On étudie les points stationnaires (z'(to) = y'(to) = 0) et la tangente en ces points
4. On étudie les points multiples
5. On étudie les éventuelles branches infinies :

_ lim |z(t)| = 400
a €T, lim||f(t)]| = +o0: { T
B lim [y(0)] = +oc
t—+o0
Dans ce cas si hm E g = a, on dit que y = ax est direction asymptotique quand ¢t — a.
Si de plus thmy( ) — ax = b, on dit que y = ax + b est asymptote quand ¢t — «
—Q
. . . z(t) =t
AOn peut avoir une direction asymptotique sans asymptote : =
y(t) =In(t)
z(t)

v, im0

Lorsque hm % = 00, on dit qu’on a une branche parabolique
6. On place les points remarquables avec leurs tangentes, les asymptotes éventuelles, enfin

on trace
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Exemples
f: R — R?
1 PN (Z?ﬁgg) est 2m-périodique
10 = (290)) = Soutrto)

NE]

y'(1) + 0 -
1
0 / \@
\O

Tout les points sont biréguliers, sauf un :

2/ (t) x”(t)‘ _ '—3sin(3t) —9cos(3t)

V() () 2cos(2t) -4 sin(2t)' = 12sin(3t) sin(2t)+18 cos(2t) cos(3t) = 15 cos(t)—3 cos(5t)

15
Le point birégulier vérifie cos(5t) = 3 cos(t)

12

14

0z 04 06 oe 12 14

-0.2

0.4

064

084
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f: R — R2
2
2. . o) = F=p = /(1) = 25 <0
T = = v = 52
Y -1 Y (t—1)2
z(t) — 0
Branches infinies : . oo x = 0 est asymptote
y( ) tjoo -

( t——1— 1
) 1 Y= 3 asymptote
Y to—1- 2
xz(t) — oo
t——1+ 1
t -
y( ) t>—1+ 2
z(t) — —o0
t—1-
y(t) — —o0
t?1*
z(g = tz(ttjll) — 2,y = 2z direction asymptotique

1 1
) —2x(t) = £F2=1 __, — 9 — est asymptote
y(t) —2x(t) o Y= 2ty ymp

x(t) — 400 1
¢t ,y = 2z + = est asymptote
y(t) — +oo 2
t—1+
(1), 52,0
h x = 0 est asymptote
t —00 -1 0 1 2 400
x'(t) - - —
0 +00 +oo\
o \ \ : ™~
—00 —00 0
v (1) + 0 - - 0+
0 400 400
2
oo/ — 0
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7.3.4 Théoréme de relévement (HP)

Théoréme

f 1 — U
t o= f(t)
application 6 : I — R/Vt € I, f(t) = et0(t)

Soit I un intervalle de R, C*. On appelle relévement de f toute

1. Si 67 et 05 sont deux relévements continue de f alors 3k € Z/Vt € I,0(t) = 61(t) + 2kn

2. Si k > 1 alors il existe un relévement de classe de classe C* de f

Preuve :

L.Vt € I,el01(0=0:()) = 1 car e () = e%2() = f(1),3k(t) € Z/0(t) — 0:1(t) = 2k(t)7
Alors ko i : k(Zt) est continue & valeurs dans Z, donc d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires elle est constante

2. Si 0 existe : Vt € I, f(t) = e = /() = it/ ()e®®, ot 0/ (t) = —iL W

I (@)
Soit tg € I,0) = a(to)
t
/
ﬁ(t)zﬁo—i/f((u)du
to

f(u)
. ) . I — C
Réciproquement soit pour ¢y € I fixé et 6y un argument de f(¢g). Soit : et f(w)
t — 90—tho Tl
k _ @
est C¥ et 0'(t) = i -

On pose g(t) = f(t)e 1) = g(to) = 1 et ¢'(t) = (f'(t) —i0'(t) f())e ") = 0, donc g est
constante : Vt € I, g(t) =1, f(t) = €® or |[f(t)| =1, donc §: T — R

Remarque

C’est encore vrai si k =0

7.3.5 Abscisses curvilignes (HP)
Définition

Soit f : I — E, R-evn de dimension finie, [a;b] C I/ fja.) est ct
Soit o = (ag;...; an) € X([a;b]). On lui associe la ligne polygonale

n—1

LP(o) = [ J[f(a:); f(ais1)]

=0

On défini la longueur de la ligne polygonale :

Qn

ULP@) = Y [Iftas) — fa)l < Y [ I @llde= [ 17wl
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Théoréme

La longueur de ’arc entre les points de paramétres a et b est définie par

b
sup ume>=/|uwmm
oeX([a;b]) a

b
Preuve : on vient de voir que Vo € X([a; b)), I( < [|If'(¢)]|dt. Soit alors € > 0, on sait
que ¢
b n—1
da>0/6(0) <a= |/ 1/ @)1t =D (aivr — ai)l|f (@) |
@ i=0

sommes de Riemann associées & ||f'|| continue sur [a; b]. Par ailleurs :

n—1 n—1 i

1> (@i —a)llf (@)l = D [1f(airr) = fla)l] | < Z|/ [ (@i)lldt =11 f(ait1) = f(as)]] |
1=0 i=0 a;

f étant uniformément continue, 3o’ > 0/V(z;y) € [a b)%, |z — \ <o = ||flx) - fWI <5

Sid(o) <o ,Viell0;n—1]],Yt € [ai; ait], || f(t) = f'(a;)]] < £. Alors :

i+1
|

[ poa- o - < [© 170~ s < S

i

DN ™

E:H/m+1 t)dt — f'(a:i)(air1 — ai)l| <

Par inégalité triangulaire :

n—1 n—1

3
1D (@i —a)llf (@)l = Y |1f(ar) = fanll | < 3
=0 =0

Finalement : si §(¢0) < max(a, a’) alors

b
—/Hﬂmwme

En physique, si § désigne ’abscisse curviligne d’un arc, on écrit :

Application

dé o dr. .o dy.o ,dz 4

dé? = dz® + dy® + dz? :>(dt) (E) (E) (E>

Puis on integre
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Chapitre 8

Suites et séries de fonctions
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8.1 Modes de convergence

8.1.1 Convergence simple

Définition

Soient (E, ||.||g), (F,||.||r) deux K-evn (K =R ou C, A C E et (f,) une suite de fonctions
de A = F

1. On dit que la suite (f,,) converge simplement (cvs) vers f : A — F si et seulement si
Ve e A, ngrfmfn(x) = f(z)

2. On dit que la série ). f, converge simplement sur A si et seulement si
Ve € A, la série Y fu(x) converge. On définit alors la fonction somme
S A = F

+o0
x = Sx)= kgo fr(z)
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R, : A — F
et la fonction reste N *‘ff’ Ful@)
k=n-+1
S, : A — F
Ainsi que les sommes partielles : v = S(z)= i Fulx)
k=0
lim R,=0
n—-+00
Exemples
1. » converge simplement vers 1 — 1
T = oz
x — 0

AVn € N, f,, est continue mais lirf fn ne Pest pas : cela découle de l'interdiction d’in-
n—-—+0o0

tervertir les limites :

lim ( lim 2")=0et lim ( lim 2")=1
r—1— n—+oo n—+00 r—1—
fnt R — R
Y

(fn) converge simplement vers |.|
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T T T T
o 02 04 06 k]

AVn € N, f,, est dérivable sur R, mais pas sa limite
fn: R — R

3. C®° impaire
T = lfngx
_ 1 ’ _ o, 1=(nz)?
Ve #0.10(@) = s S 0 (@) = g
xz [0 % +00
fa@ ] + 0 -
1
2
0 0
¢ : {z€C/Re(z) >1} — C
4 “+o00 +oo
P — Z ,le _ Z e—zln(n)
n=1 n=1
Pour Fa ‘j : E , > fn converge simplement vers ¢ sur A
n o R — R .
5. Soit Vn > 1, / + L, D" D’aprés le CSSA, )" f,, converge simplement sur R*
&€ x
Théoréme

SiVn € N, f,, est paire (resp. impaire, T-périodique, croissante, décroissante, convexe) et
si la suite ) f,, converge simplement alors sa limite simple posséde les mémes propriétés

Preuve : Vn € N, f,, : A — R est convexe :
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V(x,y) € A%Vt € [0:1], fulte + (1 = t)y) < tfu(z) + (1= 1) fa(y)

En somment :

+oo “+o0 +oo
Z faltz + (1 =t)y) < tz fa(z) +(1—1) Z fn(y)
n=0 n=0 n=0
A\La convergence simple conserve des propriétés analytiques!! Mais pas la continuité : Fooo (0]

et on ne peut pas non plus intervertir avec f

fo o [0;1] — R
t = (n+ DA =f, .0
1 0 e

.l B
Mais [ fn(t)dt =n+1 WS Toe

On retiendra qu’on n’a pas le droit sans précautions d’intervertir lim et f ce qui revient a
n—-+oo

intervertir deux limites

8.1.2 Convergence uniforme

Définition

Soit Vn € N, f,, : A — F. On dit que (f,,) converge uniformément (cvu) vers f sur A si
et seulement si :

1. Vn € N, f,, — f est bornée sur A
2 tim [|fa— fllea =0

ce qui équivaut a dire que (f,,) converge vers f au sens de ||.||co, 4 :

VE > 073,”0 S N,Vn Z nO>Vt € A’an(t) _f(t)HF S €

Remarque

La convergence simple s’écrit :

Ve > 07Vt € A73n0 € N7vn > no, ||fn(t) - f(t)HF <e

Théoréme

La convergence uniforme entraine la convergence simple. La réciproque est fausse

VneN, f, : [0;1] — R .. .
! [ . [ Ly gn nEIJIrlOOfn = 0 mais || fn||oo,j0;1p = 1 donc (f,,) ne converge pas

uniformément vers 0 (ni vers une autre, car la limite uniforme est une limite simple)
Remarque graphique
Graphiquement si F' = R, (f,,) converge vers f sur A si et seulement si :
Ve > 0,3ng e N,Vn > ng, Vet € A, f(t) —e < fr(t) < f(t) + ¢

si et seulement si le graphe de f, est dans un tube de largeur 2¢ autour de celui de f
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En pratique
Pour montrer que (f,,) converge vers f sur A, on peut :
* évaluer Vn € N, ||fr, — flloo,4
* ou bien exhiber (ay,) € (RN :

(a) nEIJIrlooan =0

(b) Vn e NVt € A ||fn — fllr < an

Remarque

Il peut advenir qu’on n’ai pas convergence uniforme sur A mais seulement sur certaines
parties, & préciser, de A

Exemples

fo o+ 0] - R
r = "
0 sur [0;1[. Mais pour « € [0; 1], fixé, Vn € N,Vz € [0; o], |fu(z)] < " - 0

1. La limite simple est 0, mais f ne converge pas uniformément vers

donc (f,,) cvu vers 0 sur [0; o]
fn s R — R na 1

2. . Pour z fixé )~ =2 — OsurR
T 1+7L;Lc2x ) fn( ) nZx N ptoo +
. 1
Mais on a pas cvu sur Ry, car ||fn, — 0|[oo,r, = 3
En revanche pour a > 0 fixé, Ing € N/Vn > no,% < a. L’étude de f,, montre que

Vn > ng, fn est décroissante positive sur [a; 4+-o0[, donc || fn|oo,[as0o] = () —+> 0
n—-—+0oo

(fn) converge uniformément vers 0 sur [a; 400, Voo > 0 (mais pas sur Ry ou R

fan*) R

z o~ 2+ 1

n

Vn 2 1Ve €R,yfat 4~ el = s <

fn =1 oo r < ﬁ, (fn) converge uniformément vers |.| sur R

(fn) converge simplement sur R vers |[.|

8.1.3 Cas d’une série de fonctions

Convergence normale

Soit F' un K-evn de dimension finie, ) f,, une série de fonctions A C E — F. On dit que
> fn converge normalement, cvn sur A si et seulement si :

—+o0
D falloo,a < 400

n=0

si et seulement si 3 u,, SATP convergente telle que || fp||oo,4 < Up
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Théoréme

Si Y fn converge normalement sur A alors elle converge uniformément sur A

Preuve : si Y f,, converge normalement sur A, soit ¢t € A
Vn € N || fu (Ol < || fnllso.a

Ainsi > f,(t) converge absolument dans F donc converge, donc converge simplement sur A,
S A — F

notons pus De plus, Vn € N,Vt € A
t o z_jo falt) TCP

+o00o
> ®llr

k=n+1

+oo

pRIFAGIF

k=n-+1

—+oo

< D fillooa — 0
n—-+o0o

+
k=n-+1

1> fr(t) = S|
k=0

IN

AN

n
> fr converge uniformément vers S sur A
k=0

n
A" frn converge uniformément sur A vers S si et seulement si Y fi sur A si et seulement si
k=0

n —+oo
1> fe =D fillooa=0
k=0 k=0

“+o00
donc: || > fillooa — 0, ce quiéquivaut a
k=n4+1 n—-+00
lirf an, =0
n——+0o0
o) €RY/ o0
vte AVne N[ > fu®)llr < o

k=n+1

On majore la norme du reste par une suite de limite nulle indépendante de ¢

Exemples
¢ : A={z€C/Re(z) >1} — C
—+oo
- 2 SN k=)

n=
Vz € A Vn > 1,|fn(2)] = e Be(x)In(n
d’aprés le critére de Riemann
Ve > 0,14 € A= ||fu|lc,a = L. Il n’y a pas convergence normale sur A car la série
harmonique diverge. En revanche pour a > 1 fixé, soit A, = {z € C/Re(z) > a}
Vn > 1,Vz € Aq, | fn(2)| £ 75 SATP convergente. On a convergence normale sur A, pour

a>1

[

—mey terme général d’une SATP convergente
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fnt RE —- R
2 o C0
Va > 0, d’aprés le CSSA, 3" f(x) converge donc ) f,, converge simplement sur R
Vn > 1,Yz > 0,|fu(2)| = 55| falloo,rs = 1. En revanche, Yoo > 1,Vz > a, |f,(z )| <-L,
donc Y f,, converge normalement sur [a;+oo[,« > 1. De plus, d’aprés le CSSA, Vo >

0,vn>1
+o0 k
-1 1
| Z (kl) |§(n+1)1’
k=n-+1
Soit 5 > 0,Vz € [5; +o0[,Vn > 1

+oo k
(=1) 1
< — 0
|k:2n+1 ke = (n+1)F nodoo

2. Vn>1,

> fn converge uniformément sur [8;+oo] avec 8 > 0. On a convergence uniforme sur

; +00[, mais pas convergence normale sur [5, +oo]

5

fn : R — C
3. (ind
0 — e

||fnlloo,x = 73, donc Y f, converge normalement sur R
fn : R - C 97 périodi
o 27 périodique
0 — =
Pour 6 €]0; 27[, soit (n,p) € N x N*, on effectue une transformation d’Abel, en posant :

4. Soit

* 3 Zl
Vk € N*, By, = Zeﬁ o ei9:>|Bk|:

= By — Bx—_1. On forme la tranche de Cauchy :

+ i + +

Y y By B
Eoo k

k=1 k=n-+1 k=n+1

11 Bnip B
Br(~ — P _
2 K3 k+1)+n—|—p n+1

k=n-+1
En particulier pour n =10 :
-1
Ep:em p (%_k1 )ékkl .10 :O(%)
Pt — +1 (k+1) sin($)
Ainsi ) #, de plus pour n fixé lorsque p — 400
too  ike too
e 1 1 B
R,(6) = = By(~ — —) - —
0= 2 =2 B Pl nad
k=n+1 k=n+1
1 S | 1 2
R,(0)] < - — + =
@) Isin(%)l(kznil(k i) et (n+1)sin(2)

Soit a €]0; [, V0 € [o; 27 —
|Ra(3)] <

1
L|sm(gﬂ < ﬁn()

2 et : A . _
DS S 0 = ) % converge uniformément sur [a; 27 — o
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8.2 Théoréme de transfert

8.2.1 Continuité

Définition

Soit (fn) € AV, f,, : AC E — F. On suppose que :
1. Vn € N, f,, est continue en zq (resp. A)
2. (fn) (resp. >_ fn) converge uniformément sur A vers f (resp. S)

alors f (resp. Y. fn) est continue en zy (resp. .A). On retiendra qu’une limite uniforme
conserve la continuité

Preuve : soit g € A,Vz € A :

1F (@) = F(o)ll < |If (=) = fal@)]] + [[fn(x) = fu(zo)l| + [[fn(20) = f(o)ll

Soit € > 0, d’apres 2. : AN € N,Vn > N, [|f — fulloo,.a < §
N étant fixé (car ¢ lest), f, est continue en zp; donc Ja > 0/Vz € A, ||z — zol|lp < a =

I[fn(x) = fn(zo)llr < §
Ainsi : ||z — 2ollp < a=||f(x) — f(zo)||r < e

Corollaire

Dans (F(A, F),||-|lco,.4a) le sous-espace vectoriel des applications continues est fermé
(pour |[[.[[o,.a)

Corollaire

Soit (fn) € (F)N telle que :
1. Vn € N, f,, est continue
2. Vo € A,3V, € Va(x)/(fn) converge uniformément sur V,

alors f est continue

Preuve : pour zy € A fixé, on applique le théoréme & V,,, a la place de A

Remarque

On applique trés fréquemment le corollaire 2 dans le cas ou :

1. A =1 est un intervalle de R et V]a;b] C I,(f,) converge uniformément sur [a;b] alors la
fonction limite est continue sur les segments inclus dans I, donc sur

2. A=RP et VA > 0,(f,) converge uniformément sur B(0, A), la fonction limite est alors
continue sur RP
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Exemples

1.

. Soit A une algébre normée de dimension finie (C ou M,,(C)). Soit pour n € N,

fos 1]

— R
fooo 1] = R continue sur [0; 1] converge simplement vers 1 = 1
= 0

x = x"

qui est discontinue en 1, donc on n’a pas convergence normale sur [0; 1]

fn:.A—)
a

— nl>?
terme général d’'une SATP convergente, donc Y f,, converge normalement sur B(0, R),

est continue. On a ||f,(a)|| < %, soit R > 0:Va € B(0,R),Yn € N : ||fu(a)|| < &-

—+oo
donc exp = > f, est continue sur B(0, R),VR > 0, donc sur .4
n=0
¢ : A={z€C/Re(z) > 1} — C
; . *20:0 s VYn > 1, f,, est continue d’aprés ce qu’on vient
n=1
de voit. Pour a > 1, soit A, = {z € C/Re(z) > a},> fn converge normalement sur A,,
donc ¢ est continue sur A4,,Va > 1, donc sur A

R — R
o [; N continue. Posons a > 0 : Y f,, converge nor-
n(l‘

malement sur [o; +o0], donc ) f,, est continue sur [a; 4o0[, Var > 0, donc sur RY.

Pour n > 1, soit

+oo
elnﬂ

n=1
est continue sur [«; 27 — a], Va €]0; 7] donc sur 0; 27|
too ein@

F(o)=>"

n=1

n2

est continue sur R car converge normalement sur R

Interversions des limites

un voisinage de A, alors

car f est continue en «

SiVn € N, f,, est continue en o € A et si on a convergence uniforme de (f,,) verd f sur

lim (lim f,(2)) = lim ( lim f,(z)) = f(«)

n—+o0o r—a« Tr—a n——+o00
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8.2. THEOREME DE TRANSFERT CHAPITRE 8. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

8.2.2 Théoréme d’interversion des limites

Théoréme

SoitF un K-evn de dimension finie (complet suffirait) et Vn € N, f,, : A C E — F. Soit
a € A éventuellement +o00, on suppose que :

1. lim f,(z) =1, € F
T—r
2. (fn) converge uniformément vers f sur un voisinage B de o

Alors la suite (1,,) converge dans F vers [ € F et [ = hIJIrl l, = lim f(x)
n—-+0o0 T—a

Preuve : Montrons que la suite (I,,) est de Cauchy.
Soit &€ > 0,31 € N,Vn > ny, || fn — flloo,8 < §, de sorte que :

Vn,m > n, an - meoo,B <e

Pour n et m > nq fixés :
Vz € B, || fa(z) — frm(2)||lF <€

donc lorsque © — a, ||l — lnm|| < (1) est de Cauchy dans F' (dimension finie ou complet) donc

converge, soit | = lim [,. Soit a présent z € Bet n € N
n—+00

L= f@) <= lallr + lln = fa(@)l[F + [ fo(@) = f(@)]|F

Soit € > 0,3n € N/|[l = 1,|| < § et |[fo — flloo,s < §n étant fixé IV € Vi(z)/Vz € V, ||l —
fo(@)||p < 5 alors ||l = f(z)||p < e

Remarque

C’est une généralisation du théoréme de continuité

Corollaire

Soit 3" f,, une série de fonctions, A — F de dimension finie (complet suffirait)et o € A,
tel que :

1. Vn € N,ngrfoofn(x) =1l,eF

2. > fn converge normalement sur un voisinage B de «

alors Y [,, converge et

+oo
Zoln = g}l_r)r(llS(ac)

Exemples
¢ ¢ Jli4oo] — R
- . *‘io 1 continue sur ]1;+oc], car on a convergence normale sur les
n(l'
n=1

[a; +oo] avec a > 1. Il y a convergence normale sur [2;4o00[, donc convergence uniforme. Vn >
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lim L+ =0

ne

2, Tteo = lim
Tr—r+00
+oo 2
o) = 1= (1+ > (5)) =5, (14> g
n=3

2
Vn > 3, limgn() 0,2 <3<1

Vo > 2| gn( )| < 25 est le terme général d’une SATP convergente, > g, converge normalement
sur [2;4o0[, on peut intervertir les limites :

lim > gn(z) =0=((x )—1+—+ (2195)
3

T—+00 4= 2T

Notons que si on avait convergence uniforme de Y - sur |1; +o0o[, d’aprés le théoréme : > hm1 =
n>17""

converge, ce qui est faux

De méme, ) “— = ) ne converge pas uniformément sur R’ , car sinon la série Z hm (G2 )

converge,

absurde »
De méme } | “— ne converge pas uniformément sur |0; 27|, sinon la série harmonique convergerait

8.2.3 Intégration termes a termes

Théoréme d’intégration sur un segment

Soit (f,) une suite de fonctions de [a;b] — F de dimension finie. On suppose :
1. Vn € N, f,, est continue sur [a;b]
2. (fn) (resp. > fn) converge uniformément vers f (resp. S)

alors : hm f fal(t) f f(t)

io /ab Falt)dt = /abS(t)dt

n=0

On peut intervertir hm et f ou f et Z
n=0

Preuve : || [* f(t)dt — [ f(8)dt]] < [7||fa(t) = F@)|dt < (b a)||fn — flloojay

Exemples
1. Soit z € C\ U, I(2) = —o= [27 < at

fo02n — ¢ k . 10: ko= L — gif(t) .
. o 1f0)]e?® C* avec 0 : [0;27] — R,C 9 =T = ® . ]0;27] - U
I

§(t) = 0/ (Dg(t) = £ — UHL.

Si
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8.2. THEOREME DE TRANSFERT CHAPITRE 8. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

De plus :i@’(t):f—/fﬁéﬂ() tf(u)d —In[f(t)] +1n|f(to)]

f If] 0 f(u)
i Pt . 2 st 2
Pour f(t) = z — €', 2n-périodique, 9(271') = Oﬂ : Zzndt Oﬂ Zeeﬁdt
oit o0
\z|<1:>Vt€[0;27r],z_eit: [ th—Zze —an
o
Vn € N, f,, est continue sur [0;27], V¢t € [0;27],|fn(t)] = |2|™ terme général d’une série

géométrique absolument convergente donc > f,, converge normalement : on peut réaliser
I’interversion :

1 +0oo 2w it
o n —in o
n=0

it it elnt

+oo
e e 1
|d>1:>z_@t=‘;fjg§:§:,W =2 ()
z n=1 n=1

On a encore continuité et convergence normale, donc Y g, on peut intervertir :

1 +oo 1 27
I(z)=——) — gt =0
(z) 2 ; " /0 €
2. Soit z € [0;1]

+o0 nen +oo +oo +oo
S(sc)zz(;)Jrl—H_xZ/ tgc"dt—x/l ta:)"dtzas/olzfn(t)dt
n=0

n=0

Vn € N, f, est continue sur [0;1], V¢ € [0;1],|fn(¢)] < z™, terme général d’une SATP
convergente donc > f,, converge sur [0; 1], on peut intervertir :

1
S(x) = x/o i _ z[In(1 + tz))g = zIn(1 + 2)

14tz
. o gn ot [01] = R : . )
Par ailleurs, soit L (Dt est continue, > g, est une série alternée
T n+1
vérifiant le CSSA, donc :
+oo n+1
T 1
Vn e N,V 0;1 < —
n €N,V € [0; ]’|k21gk(x)| “n+17 n+1noteo
=n

On a bien convergence uniformément sur [0; 1], donc S est continue en 1 et

S(1) = lim S(z) = lim In(1+z) =1In(2)

x—1— z—1—
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8.2.4 Théoréme de dérivation termes a termes
Probléme

Soit (f,,) une suite de fonctions C! qui converge (au moins simplement) vers f : & quelles
conditions f est-elle C! et a-t-on f = lim f.. Il ne suffit pas que (f,) converge vers f ,
n—oo
fnt R — R
2 1
r e+ =

Si f,, est définie sur I intervalle, fixons a € I, comme f est C' :

converge vers |.| non dérivable!!!

Vz € I, fu(z) = / Lt
Pour intervertir, il suffit que (f]) converge uniformément sur les segments de I

Théoréme

Soit I un intervalle de R,a € I et (f,) une suite (resp. Y. f,) de fonctions C* : I — F
(K-ev de dimension finie). On suppose :

1. (f}) (resp. >_ f}) converge uniformément sur les segments de I vers une fonction g

(resp. > fr)
2. (fn(a)) (resp. >_ fn) converge uniformément sur les segments de I vers une fonction g
alors : (f,) (vesp. Y fn) converge uniformément sur les segments de I vers f (resp. S) C!
sur I et telle que f’ (resp. S’) =g (resp. Y. f})

Preuve : soit x € I,Vn € N

fule) = o) + | " pyde

et f! converge uniformément sur [a;z] vers g, donc on peut intervertir :

n—-+oo n—-+oo

lim () = T fula)+ [ gl = (2

Par ailleurs, soit J un segment de I et J' un segment de I contenant J et a

Ve e\ ful@) — F@) < Nfulo) \|+||/ (f — ) (t)dt]
< lole) = F@I+ [ 1~ a0
< {lfula) = F@)l]+ LTI, — glloos

(fn) converge uniformément vers f sur les segments de I. Par ailleurs, g est C° sur I car la limite
uniforme des (f/) continue et

Ve el, f(x /f
festClet f'=g
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Cas d’une série de fonctions

Soit Y fy, la série de fonctions : I — F
1. Si les conditions suivantes sont vérifiées :
(a) Vn €N, f,, est C!
(b) > fI converge uniformément sur les segments de I

(¢) > fn converge simplement sur I
+oo +oo
Alors S= Y foestClsur I et "= > f),
n=0 n=0

2. Si les conditions suivantes sont vérifiées :
(a) Vn €N, f,, est CP (avec p € NU {c0})

(b) VE € [|0;p]],> #$¥) converge uniformément sur les segments de T

+oo +oo (k)
Alors S = Y fn est CP sur I et Vk € [|0;p]], S®) = 3 fa
n=0

n=0

Exemples
¢ : ]+ — R
1. +oo 1 +oo
€ = Zl nT 21 fn
¥n > 1, f, est C et Vk € N, Vo > 1, f{F) = (Z1n00)*
Soit [a;b] C]1;+o0o[,Va € [a;b], |£F (2)] < (lnf;))k = O(—2), terme général d’une SATP

1
n 2
convergente, donc Y f,gk) converge normalement sur les segments de |1; +oo[, donc ¢ est
C™ sur ]1;+o00 et Vk € N,Vx > 1

= — In{n k
n=1

f+ Ry — R
+oo (—n" +oo +oo
x — z_:l ne 2_:1 9n = z_:l(_l)nfn
Vn > 1,g, est CooeitV:E>07Vk'7€N -

—In(n))*
o0 () = (-1yr )"
n
. § . . Ri — R
Soit [a;b] C RY et x € [a;b]. Etudions . @

tT

On a ¢/(t) = 0 (k — 2In(t))
Posons N = E(en )+, pour n > N,Vx € [a;b], |g£tk+)1(x)| < \g,(lk)(x)|. D’apreés le CSSA :

) SIC (k) In(n + 1)
Zgn (x) converge et | Z gp (@) < lgnir(@)] < T e noieo 0
n>1 p=n+l
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D’aprés le théoréme de dérivation termes a termes, f est C*° car ) g,(lk) converge unifor-
mément sur les segments de R*

W>07VkeN7f<k><x>=§W

3
—

v : R — A
. . ) . . . . Yoo o
3. Soit A une algébre normée de dimension finie et a € A. Soit t o explta) = 50 L
n=0
YneN, f, = ttf,n est C®sur Ret Vi € R, f/ (1) = %
" jal "

Soit R >0,¥n > 1,t € [=R; R], ||f4(1)]] < S50
> fl converge normalement sur les segments de R et > f,, converge simplement sur R, ¢
est C! sur R

too th—lgn

VEER, G (t) = ji = ae(t) = e(t)a

o (n—1

Ainsi par récurrence ¢ est C*°. Par exemple, si M € M,,(C), ¢ : t — ™ est C> sur R et
@' (t) = M exp(tM) = exp(tM)M

8.3 Théorémes d’approximation uniforme

8.3.1 Théoréme de Weierstrass

Toute fonction continue sur un segment (compact suffirait) est limite uniforme d’une
suite de fonctions polynomes

L’espace des fonctions polynomes est dense dans C([a; b, K) muni de ||.||oo, [a; b]
Vf € C(la;b],K),Ve > 0,3P € K[X]/Vz € [a;b],|f(x) — P(x)| < e

Preuve : on étudie le cas ou [a;b] = [0;1], f € C°([0;1],K). Soit € [0;1] et Vk € N, X,
variable aléatoire, X}, — B(x)
P(Xk = 1) =X
P(X,=0) =1-2
On a, B(Xy) =z et V(Xy) = E(X?) — B(Xg)? =2(1 —z)

Vo= o3 X = B(Y) =0, V(%) = V(3 Xi) = — > V(X) = ”“";—29”2
k=1 1 k=1
(nY,) = B(n,z), Y, prend les valeurs £ /k € [|0;n]
P(Y, = %) = (Z) 2k (1 — z)n*
"k "L\ ks o K
BU) = X FDPI, =2 = BG) - ) =3 ()1 =075 - s
k=0 k=0
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f étant continue sur [0;1] elle y est bornée est uniformément continue, d’aprés le théoréme de
Heine. Soit € > 0,

Ja > 0/¥(z1;20) € [0;1]%, |21 — 22| < @ = |f(21) — flz2)| <

UL OIS DI ) EXCE L MO ST DR (Y EN(ERRI RO

ke[losn]],| £ —z|<a ke[losn]], | —z|>a

Z Z)xk(l —z)"F = P(Y, —z| > a)

kel|0inl].| £ —z|>a

Finalement : |[E(f(Y,)) — f(z)— < § + IRATES

Ine € N,n > np = || Ul | < £

Vn > ng,Va € [0;1], |[E(f(Y,)) — f(z)] <e. Or E(f(Y,)) est un polynome en z, dit polynoéme de
Bernstein. Par transformation affine, on se raméne au cas général sur [a; b

Application

Soit f € C([a;b],K), si Vn € N, ff t" f(t)dt = 0. Par combinaison linéaire :
b
VP e C[X],/ P)f(t)dt =0

Soit (P,) € C[X]/ lim [|Py = flloc,fait) = 0

Ve € a8, P00 — FOFO < [ Fllusn % [1Po — Fllaast, (Puf) converge uniformément
vers | f|? sur [a;b], on peut intervertir :

d’ott |f|> =0 sur [a;b] et f =0

Remarque

On utilise fréquemment le théoréme de Weierstrass pour montrer une propriété portant sur
des fonctions continues sur [|a;b|], on le vérifie d’abord pour les polynomes, puis on passe a la
limite uniforme
A\Ce théoréme ne s’applique plus en dehors d’un segment !!! En effet on a le lemme : si (P,) €
K[X]Y converge uniformément sur R vers f alors f est une fonction polynomiale
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Preuve : ||P, — f|le — 0, donc |[|Ppy1— Pn|] — 0
n——+00 n— 00

(Pn4+1 — P,) est bornée sur R, c’est un polyndome constant. Par récurrence

Vn € N,3Ja,, € N/P, = Py + ap, a0y = P (0) — Po(0) —  f(0) — Py(0) =

n—-+oo

d'ot, Vz e R, P, (z) — PFPo(z)+a=f(z)=f=P +acKX]

n—-+o0o

Exemple

P,: R

>

exp est limite uniforme sur les segments de R (mais pas sur R) de

=~
I
=

8.3.2 Approximations uniformes des fonctions Cy, sur [a; ]

Théoréme

L’espace &([a;b], E) des fonctions en escalier est dense dans C([a;b], F)

Toute fonction continue par morceaux de [a;b] — E,K espace vectoriel normé de
dimension finie est limite uniforme sur [a;b] d’une suite de fonctions en escalier

Ve CQy([a;b],K),Ve > 0,3p € E([a;b],K)/
vt € [a; 0], [[f(t) — ()] < €

Preuve : cf cours de MPSI

Remarque

De méme qu’avec le théoréme de Weierstrass pour montrer un résultat portant sur les fonc-
tions C?\/l sur un segment, on le vérifie d’abord pour les fonctions en escaliers puis on passe, si
possible, & la limite uniforme

Lemme de Riemann-Lebesgue (HP)

Soit f € CRy([a;b],K), A € R

b
lim / ft)eMdt =0
[A|=+4o0 Jq

Preuve : si f est constante, f =c¢

b
VA # 0, ceMdt = e — ’)‘a ) = /ce”‘tdt <— — 0
” / (e || e
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Par combinaison linéaire, c’est vrai pour les fonctions en escalier sur [a; b]
Soit f continue par morceaux, € > 0

3 € &([aib) K)/IIf — elle < 55—

Il vient : VA € R

b
H / F(t)eMd|

IN

H / )dt] + | / (t)dt]

(b—a)If — lloo + | / (et

IN

o € R/ = do, || [} p(t)e™dt] < § = || [, f(t)e™dt] < e

Lemme de Riemann-Lebesgue généralisé (HP)

Soit g une fonction T-périodique, continue de R — C, T > 0. Soit f : [a;b] — C, C},. Alors :

b
i [ 00

La méthode consiste a vérifier le résultat pour les fonctions constantes, puis & approcher uniformé-
ment f par des fonctions en escaliers. Reste & majorer 'intégrale, en choisissant une subdivision
adaptée

8.3.3 Théoréme de Weierstrass trigonométrique (HP)
Produit de convolution d’une fonction périodique

Soient f,g € C3_ = {f : R — C continues 27-périodique }.
fxg: R — C
2
T o e of x —t)g(t)dt
On a les propriétés suivantes :

1. fxgeCd
2. f €Y, alors f est uniformément continue sur R
3. f est bornée

4. f % g est 27 périodique et uniformément continue

On pose

5. Le produit de convolution est commutatif

Approximation de 1’unité

On pose : Qx(t) = cx (W2 avec ¢ € R/ [ Qu(t)dt =1
Les propriétés utiles de Q; sont :
1. Qy >0

2. - f Qr(s)ds =
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3. V4§ €]0; 7], f[77r:7r]\[76;5] Qr(s)ds k_)—_~_>oo 0
On dit que c’est une approximation de I'unité

k k
1 T . ik ™ . .
P.(t) = 1) = — t— s)ds = pti(t—s) _ Z3k —ijs Jgotit
W) = (@0 = 3 [ F6Qu(t=s)ds = 30 e = 37 P [ papeoase
j=—k j=—k
c’est un polynome trigonométrique 2m-périodique
Théoréme de Weierstrass-trigonométrique

L’espace des polynomes trigonométriques 2m-périodique est dense pour ||.[| dans C3.
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9.1 Rayon de convergence

9.1.1 Introduction

Les grecs savaient que si |z| < 1:

1 =

l—zzzzn

n=0

Par ailleurs on sait que : Vz € C
+oo g

exp(z) = Z Z'

n=0
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9.1. RAYON DE CONVERGENCE CHAPITRE 9. SERIES ENTIERES

) too 22n+1
sin(z) = nz::o(—l) 2t

On s’intéresse aux problémes suivants :

* Etant donné (a,,) € CN, pour quelles valeurs de z € C, " a,,2" converge-t-elle ? (cela revient
a étudier la convergence simple)

* Quelles propriétés analytiques la fonction somme vérifie-t-elle ?

* Etant donné une fonction f : A C C — C peut-t-on écrire et sur quel domaine a-t-on un
développement en série entiére (DSE)

9.1.2 Définition du rayon de convergence

Lemme d’Abel

Soit (a,) € CN, soit 7 > 0/(a,r™) est bornée. Alors Vp € [0;7],

Z anpp™ converge absolument

Preuve : |a,p"| = |a,r"| x [2]" = O((2)"), donc
+oo
Z lanp™| < 400
n=0
Définition

Soit (a,) € CN, R = sup{r > 0/(a,r") est bornée } € R
R s’appelle le rayon de convergence de la série entiére 3 a,,z"
z| < R:) a,z"™ converge absolument, disque ouvert de convergence
Ona:Vze(C,{H 2 an & d &

|z| > R: > anz™ divergence grossiére
On ne peut rien dire généralement si |z| = R, cercle de convergence

Preuve : si |z| < R,3r > 0/|z| < r et (a,r™) est bornée, d’aprés le lemme d’Abel, 3" a,z"
converge absolument
si |z| > R, (apz™) n’est pas bornée donc ne tend pas vers 0, divergence grossiére

Remarque fondamentale
Soit zg € C
1. Y anz{ converge = |zo| < R
2. > apzl diverge = |20l > R

3. > apzy est semi-convergente = |zg| = R
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CHAPITRE 9. SERIES ENTIERES 9.1. RAYON DE CONVERGENCE

s
//' T~ Divergence
- B ~ Grossidre
¢
/ a \
/ h
/ 2 Converasncs \
’f Absolue \\ Semi-convergence
/ \ \ slon les cas
| |
| ot ‘
) 5 | " 3 2 ] o 1 2 3 3 & & 7
| |
/
f
B /
\ /
\ /
\ 2 /
. -4- ~
\\ //
-

Utilisation de la régle de d’Alembert
Soit (a,) € CN :

—+oo
* ou bien, Ing € N/Vn > ng,a, =0 alors R =400 et > a,z" € C,[X]

n=0
* oubien Jo : N — N strictement croissante telle que : Vk € N, o (k) # 0 et Vn € N\o(N), a,, =
0
Pour z # 0, on pose , u, = \aa(n)z"(”” > 0.Sidl = lirf il sil > 1,3 ap2™ converge
n—-+oo UYn
absolument

Sil>1:> anz™ diverge grossiérement

Théoréme

SivVneN,a, #0etsi I = lim ||| eRy
n——+oo "

Alors le rayon de convergence de Y- a,2" vaut §

Preuve : ici, 0 = idy et u, = |a, 2"

el _ 2Ty G
Unp, (lnzn (7%

X |z = llz| =L
n—-+oo

L

1

Si |z| < 1 converge absolument L R_1
Si |z| > ¢ diverge grossiérement !

Exemples
1. Y nlz™, EIE Wz—l—oo,R:O
2. Y2, lim (ni—’l),zo,Reroo

n—-+o0o
3. > 2", .

m + =1, R=1,il y a divergence sur tout le cercle de convergence

lim 1
n——+00
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9.1. RAYON DE CONVERGENCE CHAPITRE 9. SERIES ENTIERES

4. an—:l,nglfoo% = 1,R = 1. Il y a divergence pour z = 1 et convergence pour z =

e? 0 €]0;27[. De méme Y an;:% ,R =1,il y a convergence pour z = €* /0 # 0y + 2k
i

et divergence, si z = e

5 > 57’;, hr_"l_l (71-7&721)2 =1,R =1.11 y a convergence sur tout le cercle de convergence
n—-+oo

6. 3 nien! a, =psipée{nl/neN}
' "~ "la, =0 sinon

Pour z # 0, on forme u, = |n!z™| >0

Un+1 _ <n+ 1)|Z|(n+1)!—n! — <n+ 1>|Z|n><7l!
u

n

donc R =1 et on a divergence sur tout le cercle de convergence :

|z] < 1:%L 5 0,5 nlz" converge absolument
Un  n—+oo

|z] >1: %2 — 0,5 nl2" diverge

Un  n—+oco
7. 3(=2)"2%", si n = 3k, a, = az, = (—2)* = (~2)5, sinon a,, =0

Pour z # 0, soit u, = [(—2)"2°"|, " = 2[2|*, donc [2| < \%@ = > (—2)"2%" converge

absolument
Si |z > V/2 alors Y (—2)"z%" diverge donc R = /2, d’aprés la régle de d’Alembert

8. agy, = 2", aspt1 = —3. Si Y a,2™ converge absolument, alors par sommabilité :
ZQ”M% et 23|z|2’”rl converge

donc R =

~ N

\ {0}/Vn € N,a,, = F(n), par exemple, a,, = %
deg(P) = k,y(P) =

:SiF:%avec eg(P) =k y(P)=a#0
deg(Q) =1,7(Q) =b#0

k—1 n —
fand ~ I Il5 £ 0= |22 — 1R =1

9. 3F € C(X

9.1.3 Propriétés élémentaires

Théoréme

Soit A € C*, si Y a,2™ a pour rayon de convergence R alors > a,Az" a pour rayon de

convergence R, et Y A"a,,z" a pour rayon de convergence %

Preuve : comme X\ # 0, a, 2" converge < > Aa,z" converge
Si|z] < TI;I’ [Az] < R= > A"a,z™ converge absolument

Si |z] > TI/\%I’ [Az| > R= > A"a,z" diverge
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CHAPITRE 9. SERIES ENTIERES 9.1. RAYON DE CONVERGENCE

Comparaison

Soit > a,z™ de rayon de convergence R, et > b,z" de rayon de convergence R,
1. Vn e N, |a,| < |bn| = Ro > Ry

2. |an| = O(|bn]) = Ra > Ry

3. lan| ~ [bn| = Ra = Rs

Preuve :
1. |z| < Rp = |anz"| < |bpz"|, donc > a,z" converge absolument, donc R, > Ry

2. IM > 0,3ne € N,VYn > nyg, |a,| < M|b,|, puis on applique 1.

N |an|~|bn|;»{'“' (ba)

|bn‘ = O(‘an‘)
Exemples
z
1. an = [t"sin(t)dt,Vt € [0; 5]t < sin(t) < 1, par concavité :
0
L(E)n—&-l < (z)n+1
m(n+2)"2 - " T n4102
. Cntl _ 1 bnti _ _2
nEInILloo Cn nEIJIrloc bn 27 Ra ™

2. 4, =2+ (-1)"VneN1<a, <3,R, =1

3. an =1+¢em 0 €]0;2n[,Vn € N,|a,| <2= R, > 1
> a, diverge, car le terme général ne tend pas vers 0, il y a divergence grossiére, z = 1,
donc R, =1

Troncature

Soit Y a, 2™ une série entiére de rayon de convergence R,. Alors la série Y a,2" (définie

n>ngo
=0sin<ng—1
. ) a pour rayon de convergence R,
=a, sin > ng

/

a

! n n

par E a,z avec{ ,

a
n
> n4n, 2™ converge a pour rayon de convergence R,

Preuve : ) a,z" converge < ) a,z" converge

n>ng n>0
Et si 2 £ 0, Y @pin 2™ converge < > apiny 2"t converge & Y a,2" converge
n>0 n>0 n>ng
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9.1. RAYON DE CONVERGENCE CHAPITRE 9. SERIES ENTIERES

Sommes de Cauchy

Soient > a,z™ et > b, 2" deux séries entiéres de rayon de convergence R, et Ry. Le rayon
de convergence Rg de Y (an + by, )z" vérifie :

Rg > min(Ra, Rb)

Si de plus R, # Rp alors Rg = min(R,, Rp)

Preuve : si |z| < min(Rg, Rp), Y anz™ et Y b,z™ convergent, donc > (a, + b,)z", ainsi Rg >
min(R,, Ryp)

> bpz™ converge

Si R, < Ry, soit z € C/|z| €] Rq, Ry|: { = > (an + b,)2" diverge

> anz™ diverge
Ainsi Rs < R,, finalement Rg = R,

ASi R, = Ry, on ne peut rien dire :
an=b,=1,R, =Ry =1
ap=1=—-b,, Ry, =Ry=1et Rg =+00

Produit de Cauchy

Soit

n
Cp = g apqug arpbn_k
k=0

ptHq=n

Le rayon de convergence R, de ) ¢, 2" vérifie R, > min(R,, Rp). De plus si |z| < min(Rq, Rs)

+oo +oo +oo
chz" = (Z apz?) x (Z byz?)

n=0 p=0 q=0

Preuve : si [z| < min(R,, Ry)), la famille (a,27b,27)(,,q)cn2 est sommable, en regroupant

L={(p,0) eN*/p+q=n}, N’ =] I,

neN
+o00 o0 +o00 400
Z( Z apb 2Pt = Z 2" = (Z apzP) x (Z byz?)
n=0 (p,q)€ln n=0 p=0 q=0
AMeéme lorsque R, # Ry, on peut avoir R, > min(R,, Ryp)
ag =1
Soit < a; =—-1R, =4
Vp>2,a,=0

quN,bq:].,Rb:].
C():aob():l

Vn €N, ¢, = Z axby_r = agb, + a1b,_1 =0
k=0
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CHAPITRE 9. SERIES ENTIERES 9.2. PROPRIETES ANALYTIQUES

donc R, = 400 > min(R,, Ryp)

Dérivation formelle

Si > a,z™ a pour rayon de convergence R,, alors la série entiére dite "dérivée formelle"
n A H. n a, n+1 (N nimit]
S(n+1)api12™ a l.e meme rayon de convergence, ainsi que donapz", Y oz ("primitive
formelle") et la sréie entiére dérivée p-iéme formelle

(n+p)! n
>y e

n>0

Preuve : par troncature > (n + 1)a, 2™ a le méme rayon de convergence que »_ na,z", R,
Comme Vn € N*,|a,| < |nay|, Ry > R,,. De plus, soit z € C/|z| < R, et r €]|z]; Ra[. On a :

z
[nan2"| = lanr™| > nf| " = olanr™|)

donc > na,z™ converge absolument et R/ = R,. Le reste s’en déduit immédiatement

9.2 Propriétés analytiques

9.2.1 Convergence normale sur les compacts du disque ouverts

Théoréme

Soit > a,2™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Soit p < R, la série de
fonctions Y a,2™ =Y fn(z) convergence normalement sur D(0, p) et plus généralement sur
les compacts du disque ouverts de convergence (mais pas a priori sur le disque ouvert!!!)

Preuve : soit z € D(0,p),¥n € N, |a,z"| < |an|p™, terme général d’'une SATP convergente car
p < R. Plus généralement si K compact non vide tel que K C D(0, p)
Soit p = max,c |z|, atteint car ||.|| continue sur K, p < R et K C D(0,p)
ASi Y Jan|R" < +00, on a méme convergence normale sur D(0, p). Ce n’est pas forcément le

cas!! cfa, =1, R =1,|fl|loc,n(0,1) = 1

Convergence radiale d’Abel (HP)

Soit 3 a,2™ une série entiére de rayon de convergence. Soit zg € C, |z9| = R. On suppose
que Y anzy est convergente. Notons en cas de convergence :

+oo
S(z) = Z anz"

n=0

Alors tlin%S (tzg) = S(z0), la fonction somme est continue sur [0; o]
—
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9.2. PROPRIETES ANALYTIQUES CHAPITRE 9. SERIES ENTIERES

fo: [0;1] — C
t —  ant™zy
sur [0; 1[. Pour ce faire, effectuons une transformation d’Abel, en posant :

Preuve : Vn € N, et montrons que »_ f, converge uniformément

VnGN,Bn:Zajzg n_>—+>000
j=mn

car Zajzg converge. Il vient : Vn € N, a,2" = B, — B,_1,Vt € [0;1[,Vn € N

+oo +oo +oo
Y ant"zy = Y "B, — > t""'B.
n=N n=N n=N
+00 +o0
- Sen oS,
n=N
= tVBy+ Z — " HB,
n=N-+1

Soit € > 0, lirJrr1 B, =0,3ng € N,Vn > ng,|By,| < §,Yn > ng, Vt € [0;1]
n——+0oo

+00 c 400 c
n.n N n+1 n
||Zant 2l > 5T Z (t _t)§
n=N n=N+1
= tNe
< €

> fn converge uniformément sur [0; 1[, on peut appliquer le théoréme d’interversion des limites

Remarques

De méme on peut montrer qu’on a converger uniformément sur un secteur angulaire. Pour 6,
. o

fixé S [O, 5[

zZ— 20

Dy, = {z € D(0, R)/Arg(

) €] = fo; bo[}

Pour une série alternée, on utilise fréquemment ce résultat. On majore le reste en utilisant le

CSSA

20

+oo
1> ant"R"| < lan [tV RY < an|RY

n=N

Exemple

ntn

oo
Zn—&—l’ =1

3
o

convergence pour t = 1. D’aprés le CSSA :

+oo ( 1)ntn N
VN e N,Vt € [0;1], || Z | <
n=N

0
Nl S Ntlnotee
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Il y a convergence uniforme sur [0; 1] et
lim S(t) = S(1)
t—1-

ez,ne

Soit 0 €]0; 27[, on sait par transformation d’Abel que >

—, d’apres le théoreme

+oo tneina 1+ in6

. e

lim = g

t—1 n n
n

n=1 =1

On peut calculer S(¢) en dérivant termes & termes, > t" e converge normalement sur [0; a]

avec a < 1, donc S est dérivable sur [0; a],Va < 1, donc sur [0;1]. S'(¢) =
en séparant parties réelles et imaginaires, en tenant compte de S(0) =0

g3 . .o, .
1.7 qu’on primitive

9.2.2 Continuité, dérivabilité

Continuité

Soit Y a, 2™ une série entiére de rayon de convergence R, alors la fonction somme

“+o0
S(t) = Z an2"”
n=0

est continue sur le disque ouvert D(0, R)

Preuve : Vn € N,z +— a,2™ est continue, on a convergence normale sur les compacts de
D(0,R) : S est continue sur les compacts du disque ouvert D(0, R), donc sur D(0, R)
Corollaire

Avec les mémes notations, S est continue sur | — R; R[, le théoréme de convergence radiale
garantit que si S converge en —R ou R, elle y est continue en tant que fonction d’une variable
réelle

Dérivabilité

La fonction somme d’une série entiére
—+o0
S(t) = E ant™
n=0

de rayon de convergence R > 0 est C* sur intervalle ouvert de convergence | — R; R[ et
Vp € N,Vt €] — R; R]

“+o00 —+o00

n! e (n+p)! n
S(P)(t) = Z mant LS Z Ta’rH—pt
n=p p): n=0 ’
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Preuve : pour Fui]= f; R : a(C;f” C=. On sait que Vp € N, le rayon de convergence
n
de
(n+p)!
Z ol A pt”
n>0 :

est R et on a convergence sur les segments de | — R; R[

Corollaire

S (0)

VpeN,a, = ol

Unicité du développement en série entiéres

Soit
“+oo “+o0
Si(t) = ant™ et Sy(t) =Y but"
n=0 n=0

de rayon de convergence respectif R; et Ry. On suppose qu’il existe r > 0/Vt €]—r;r[, S1(t) =
Sa(t). Alors Vn € N, a,, = b, (S1 = S3 partout ou elles sont définies)

(n) (n)
Preuve : Vn € N, a,, = SlT(O) = SzT(t) = b,

Remarque

Si deux séries entiéres coincident au voisinage de 0, leurs coefficients sont égaux et elles sont
égales. On dit qu’on a unicité du développement en série entiére

Développement limité

Vn € N, S admet un dl,,(0) :

S(z) = Z arz® + o(z"1h)
k=0

Preuve : on peut écrire :

n —+oo
S(z) = E agz™ + 2" E Apint12"”
k=0 k=0
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Primitivation

Soit
—+oo
S(z) = Z anz"
n=0

la fonction d’une série entiére de rayon de convergence R > 0, F une primitive de S sur

]—R;R[,on a
+o0 a Zn+1
YVt €] — R;R[,F(t) = = F(0
- RALFD) = 32 5 )
Preuve : définissons
+oo
a
G(t)=F(0 —g
0=FO)+3 0
série entiére de rayon de convergence R (primitive formelle de F), G est C! sur | — R; R| et

G'(t) = S(t). Comme G(0) = F(0) alors

Vt €] — R; R, G(t) = F(t)

Exemples
1.
1 X
Viel - 11, — = "
€ =Ll =>t
n=0
En primitivant :
Vi e]l—1;1,In(1 —¢) = —fﬂ In(1+1¢) = fﬂtnﬂ
Y —n+1’ —n+l

Par continuité de In en 2 :

= n+1
2.
1 =
Vtel-1;1 = —t2)P
&~ 11y = (8
p=0
too 2p+1
12p
arctan(t) = pz:%(—l)p i1
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9.3 Développements en séries entiéres

9.3.1 Position du probléme

Définition

On dit qu’une fonction f : A C C — C est développable en série entiére (DSE), au
voisinage de zg (ou en z9) € A si et seulement si :

+oo
3Ry > 0,3(an) € CV/Vh € C,|h| < Ro = f(z0+h) =Y anh”
n=0

De méme pour un DSE réel, en se limitant & h €] — Ro; Ro|

Exemples
1.
+oo on
Vz € C,exp(z) = ZO )
2. fo €= ?,soitzoe(C*ethe(C/zo—l—h;éO
z — >
1 1 1
= — X

Pour |h| < |20], ||%|| <1

Cas réel

Pratiquement, on peut toujours se ramener & un DSE en 0, en formant g(h) = f(to + h). Sl
existe R > 0 et (a,) € CN/Vh €] — R; R|,

+oo
F) =Y ant"
n=0

notons que Ry < R, rayon de convergence de Y a,,z". f est nécessairement, C* au voisinage de

0 et
f™(0)
n!

vn e N, a, =

(n)
On forme dans ce cas, la série dite de Mac-Laurin de f, > fTSZ”), dont on évalue le rayon de

convergence de R, reste alors & vérifier qu’il existe Ry < R/Vt €] — Ry; Ro]

n!

IX £(n)
n=0
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Probléme

Ce n’est pas parce que f est C* et que sa série de Mac-Laurin a un rayon de convergence
R > 0, qu’on a forcément :

2 £(n)
vt €] - Roj Rol, £() = S LW

o n!
f: R — R
Exemple T exp(fx—lz),:r #0
0 = 0

vn € N, f((0) = 0. La série de Mac-Laurin (série nulle) a un rayon de convergence infini, mais
f ne coincide avec cette série qu’en 0, donc n’est pas DSE

9.3.2 Propriétés

Théorémes

1. Unicité : si f est DSE au voisinage de 0 avec :
+o00
Vt €] = RiR[, f(t) Y ant”
n=0

(n)
alors ce développement est unique et Vn € N, a,, = fT(O)

2. Avec les mémes hypothéses, f admet un di,,(0) :

ft) = Zn: apt® + O™t

k=0

3. Si f est paire (resp. impaire) alors les coefficients Vn € N, as, 1 = 0 (resp. as, = 0)

Preuve : 3. si f est paire :

+oo +oo
Vi €] = RiR[, f(—t) = > (=D)"ant™ = f(1) = Y ant”
n=0 n=0

Par unicité du développement en série entiére : ¥n € N, a,, = (—1)"a,

Combinaison linéaire, produit de Cauchy

Si f et g sont DSE au voisinage de 0 avec :

+oo
Vt el —rirl, f(t) = Zant"
n=0
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Vt€r2,r2 thn

On pose r = min(ry,72), YA € C,Af + g et fg sont DSE, et V¢ €] —r,r|

+oo

Af+9)(t) =Y (Aan +bu)t"

n=0

oo n
= Z(Z akbn,k)t”

n=0 k=0

Dérivation, primitivation

Si f est DSE au voisinage de 0 avec

“+o0
Vi€l = RiR[f(1) =) ant"
n=0

alors f’ (resp. Vp € N, f)) est DSE avec

+oo

Vt el = RiR[, f'(t) = Y _(n+ 1)an1t"

n=0

—+oo
n+p)!
=3 WP,

n=0
Si F est une primitive de f sur | — R; R[, F est DSE et :

a
R;R § — gt
Vit €] — [, F )+ |

Composition (HP)
Principe général

Soit f et g DSE au voisinage de 0, avec g(0) =0

Yz € D(0,r), Zan

Yu € D(0, ), Zbu bo=0
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g étant continue en 0, pour |u| suffisamment petit, |g(u)| < §

+o00 400 +o0 +00
flg(w) = Z Gn (Z bpu”)" = Z Gn Z Cn ptt”
n=0 p=0 n=0 p=0

Cn,p, coefficients du produit de Cauchy. On veut appliquer le théoréme de Fubini. Pour ce faire,
on forme :

“+oo +o0 ~+oco
F(2) =Y lanle™ et glu) =Y [bplz" = Vn € N,g(u)" =Y cqpu?
n=0 p=0 p=0
G(0) = 0 et g continue en 0, donc 33 > 0/|u| < B = [§(u)| < §
B +oo +oo
F@) =" lanl > enplulf < +o0
n=0 p=0

car |g(|ul)| < r. Or les régles du produit de Cauchy impliquent que :V(n,p) € N2, |c, | < ¢np,
donc si |u] < 8 :
+00 +o00 +o0o +oo

3N lancnpu”l <O lanlenplul?) < +oo

n=0 p=0 n=0 p=0

Ainsi la famille (uncp puP) (5 p)en2 est sommable, d’aprés le théoréeme de Fubini :

+o0o +oo

Fo) =33 anen pu?

p=0n=0

donc f o g est DSE en 0.0n remarque que lorsque les (b,) sont positifs : g =g et ¢y p = cnp
Exemple

z 1 1
- +oozn7f(u)_1+u
1+ Z T

n=1

e —1

9.3.3 Développement obtenu par la formule de Taylor
Exemple : (1 +¢)*
f: =140 — C

t o (14t)e
Vt>-1,VpeN, fP(t) = ala—1)(a —p+1)(1 +t)>P
Posons Vp € N, a,, = f(l;(o) = O‘(a_l)“z;l(a_pﬂ) #0, car a« ¢ N

Soit « € C\ N et est C™

|apta| _ la—pl

|ap| p+1 potoo

D’apreés le régle de d’Alembert, R = 1. Fixons ¢ €] — 1; 1] et formons pour n € N

- (p) ¢ —u)" t — )"
Rn,f(t) = f(t)_z f '(O) tP = A (tT)f(n-i-l)(u)du _ /O (t ) a(a—l)(a—n)(l—l—u)o‘_"_ldu
p=0 ’

p: n!
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Soit I 0:¢] = i _]%H est décroissante sur [0;¢], g(t) = 0

U T Tt

ala—1)...(a—n ! " o ala—1)(a=n)| . [* o
(o) < ORI gyt < HOZDA0 =y [ ppetay

Le rayon de convergence de > WCZ” est 1 d’aprés la régle de d’Alembert :

lafa —1)...(a — n)|C|t|" —0

lim
n—-+oo n!
Finalement :
+oo
. _ f(p)(()) v
vt el - LA S = )
p=0
y L1l o Rafa—1).(a—n+1),
tE]—,[,( +t> _ZO nl 13
1 _ _ _q1yn
Casa=—- VneN* 2ol 1)“7;?“ ntl) _ (2212(75!2)7;)!
+oo
1 (=1)™(2n)!
vtel-1;1 = — "
€l-L1l = T;) 221 ()2
diverge en —1 et en 1, d’aprés le CSSA. Par conséquent :
+oo
1 2nl)
vt €] — 1;1], = "
] [ V1 —t2 ; 22"(7’7/!)2
En primitivant sachent que arcsin(0) =0 :
“+ o0
. : (2n)! 2n41
Yz € [—1, 1],&1’08111(1‘) = Z m
n=0
qui converge en —1 et en 1
(a—n+1) _ (=) }(2n—2)!
T 22n—In((n—1)!)2

1 _
Cas a = B Vn € N* o(a 1)”7'1!

S (=Dren)!

Viel - L[ VI+i=1+) 92n+1(n!)2(n + 1)
n=0

Remarque pour o € N, (1 +¢)® est polynomial et R = 00
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Fonctions trigonométriques

On définit sur C,

exp(iz) — exp(—iz)
2

exp(iz) + exp(—iz)
2

Vz € cos(z) = et sin(z) =

exp(z) — exp(—2)
2

Vz € C,ch(z) = exp(2) +26xp(—z) et sh(z) =

Ces applications sont DSE (cf infra)

Théoréme

cos(z) = ch(iz) ch(z) = cos(iz)
Vz € C, {sin(z) _ %sh(iz) Vz € C, {sh(z) — Lgin(iz)

Vz e C\ (g + 7Z), tan(z) = +th(iz) et Vz € C\ z(g + 7Z), th(z) = 1 tan(iz)

9.3.4 Développements en série entiéres usuels

Vz € C,exp(z) = Z —

n=0

+oo 2n

Vz € C,ch(z) = Z o)l

n=0

“+o0
22n+1

Vz € C,sh(z) = Zom

too nZQn
Vz € C,cos(z) = Z ((12)71)'

n=0

+oo (_1)nz2n+1

Vz € C,sin(z) = Z
— (2n+ 1)

+oo
1
n=0

Vn € N,Vz € B(0,1) 1—%("“9),2”
’ ) 7(1_Z)p+1 = D
too
YV € [—1;1[,111(1—:1/;):—23L
n=1
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+oo (_1)n+1xn

Vo € [-11[In(1+2) =)

n=1

n

+oo (71)nx2n+1

Vo € [-1;1], arctan(z) = Z
= 2n+1

+oo
. (2n)! 2n+1
Vz € [-1;1],arcsin(x) = E PP TYARIC IO nt
=2 n(n!)2(2n + 1)

“+oo

™ (2n)!
Vo € [_1, 1],arCCOS<.'L') = 5 — Z mx2n+l
n=0 ’

Vo € RVa €] — L[ (1+2)" = io (Z)ﬂ <Z) - 7;nl‘[l(o[ 1)

n=0 =0
|
Vo el —1;1[,V1 2271—12)2”(n')xn
+oo
Wr €] - 1], ——m — 3 @n)!_n

/ 2 12
l-z n=0 2 "L(n_)

142 too g2+l

l—z):n:02n+l

1
Vr €] — 1;1[, argth(z) = 3 In(

Vo € [-1;1],argsh(z) =In(vVa?+1+z) = Ji.f(—l)"&w%Jrl
»2,arg - = 22n(n)2(2n + 1)

2n
Va € C,argch(z) =In(z + Va Z 2n)!
n=0

9.3.5 Fractions rationnelles
Méthode générale

Soit F' € C(X)/ 0 n’est pas un pole de F’
F=§,(P,Q) € CIX] x (C[X]\ {0}), P A Q =1,Q(0) # 0,deg(Q) > 1

T

Qx) = [J(x - a)™

i=1

(X ZZ e

i=1 j=1
On se raméne a développer = )k ,aeC k>1

b e b
Coar ) T

[
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DSE sur D(0, «) par produit de Cauchy. Par ailleurs,

1 X ktn—1 n
Vte]—1;1[,(lt)kzz< 1 )t

Par unicité, Vz € D(0,|a|) :

1 _+§ k+n—1)\ 2"
Q-2F Z\ k-1 Jar

Par combinaison linéaire f est DSE sur D(0, R)/R = mini<;<,(|a;|) > 0

Vz € D(0, R), Zan

“+o0o
Si le rayon de convergence R’ de S(z) = > anz™ était > R, soit a;, un pole de module R, S

n=
serait définie continue en ¢, , absurde donc R’ = R

Remarque

Pour obtenir les coefficients du développement, on a intérét & écrire :
Vz € D(0, R), Z anz
et identifier

Exemple

+oo +o0 +o00
1+Z+Z2 Zanz el1=1+z+2" Zan =S+ Y a2+ Y oe
n=0 n=1 n=2

Par unicité du DSE, Vn > 2,a,, + ay—1 + Gp_o =0

ao =1 a3p =1
ap+a =0 =dqazpy =-1
aq =-1 a3p+2 = 0

Autre méthode :

1 1 . o0 +oo “+o00
1—|—z—|—z2:1—z3:>1_Z:(1_23)E anznzg anz"—g Ani32"
n=0 n=0 n=3
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9.3.6 Développement obtenu a partir d’une équation différentielle /
fonctionnelle

Equation différentielle

Soit une équation différentielle linéaire de la forme :
ao(t)y" + a1 (t)y’ + az(t)y = b(t) (9.1)

ou agp, ay, az sont des fonctions polynomiales en t et b est DSE sur | — R; R|
“+o0
Vt €] = R R[b(t) = ) Bat"
n=0

Si f est DSE et solution de (9.1) au voisinage de 0, avec Vt €] — R; R|,
+oo
FO) =" ant"
n=0

alors on peut évaluer le coefficient en ™ de ag(t)f"(t) + a1 (t)f'(t) + a2(t) f(t), par unicité ce
coefficient vaut (,,. On obtient alors des relations de récurrence sur les (o, )nen

Exemple
Soit f(t) = arcsin(t)? est DSE sur [—1; 1], par produit de Cauchy, 3(a,,) € RY/
“+oo

Vte [~151), f(1) = > ant™,¥n € Nyagn1 =0

n=0

: ’ __ 2arcsin(t) " 2 2t arcsin(t)
On a par ailleurs, f'(t) = i et f (t) =152 + e

(L= 2)f"(t) =tf'(t) + 2= (1= £2)f"(t) — tf'(t) = 2

400 “+oo +oo
) = Z nopt" "t = tf'(t) = Z napt” = Z na,t"
n=1 n=0

n=1
+o00 “+oo 400 +oo
£ =Y (D) (n42)an ot = Y n(n—1ant" 2 = () = Y nn—1axt" =Y n(n—1)axt"
n=0 n=2 n=2 n=0
Ainsi,
+oo
(L= () = tf'(t) = Y _((n+1)(n+2)ani2 — (n(n— 1) + n)a, )t" =2
n=0

Vt €] — 1; 1], par uniciteé :

n=0:2ay — 4oy = 2. Notons que : o9 = f(0) =0et ag = f/(0) =0
n2

Yn>1,ap12 = man

Par récurrence, Vp € N, agp 1 =0 et Vp > 1:

@p—2)%x..x2  2271((p— 1))
2p) % . x4x3 27 (2p)!

Qop =
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De plus pour z # 0 et p > 1, soit :
up = gy 2| > 0

Up+1l __

|2 Q2(p+1)
Up

22— 12
o2p (2p+1)(2p+3) oo

|z

|z| <1:) u, converge

=R=1
|z] > 1:) u, diverge

D’aprés la régle de d’Alembert : {

Remarque

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz justifie que si une fonction des DSE est solution de (9.1)
sur | — R; R], et vérifie le méme produit de Cauchy que f alors f = g sur | — R; R|

Equation fonctionnelle

Soit une suite (o) vérifiant une relation de récurrence. Pour calculer les (), il est intéressant
de former la série génératrice de la suite (ay,) :

+oo
= E ap2"
n=0

si le rayon de convergence de S(z) est strictement positif alors la relation de récurrence vérifiée
par les (a, ) procure une équation fonctionnelle ou différentielle satisfaite par S. Réciproquement,
f est solution de cette équation et est DSE avec

“+o0
Z) = Z ’YnZn
n=0

l’équation fournit une relation de récurrence sur les (), qui permet le cas échéant d’identifier
les (77L) aux (O‘n)

Exemple

Calculer le terme général de la suite définie par ag = 1 et
n
Vn €N, ani1 = Z O Qp—k

Soit S(z) la série génératrice associée a la suite (a,). Supposons que le rayon de convergence R
de S est strictement positif. Alors :

4o n
vz e D(0,R),S —1—Zan+1z Z Zaka _p)2" T = 28(2)2
n=0 k=0
Vt €] — R;R[,tS(t)* = S(t) +1=0
A=1-— 4t si [t < min(R; 1) = a,3e(t) € {1;-1}/S(t) = VI
Vt €]l —a;al,e(t) = % continue a valeurs dans {—1;1}, donc constante sur ]0; «f et ] —a; 0].
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Or S est continue en 0, donc V¢ €] —

Réciproquement, formons

11— yI—@

2t

a[\{0},&(t) = —L et 5(0) =
R

P Tial

t
0

= )l (—4t)mtt X (2n)! 11

= "oVt e] — - -
ZtZQthQQ"H ] Zz)(nw(nﬂ) A i

Comme Vit €] — %; %[,tf(t)2 = f(t) — 1. On a par produit de Cauchy : vy =1

donc par récurrence :

n
Vn € N,’Yn+1 = Z’Vk’)’nfkr

(2n)!
Vn € N, =y =
L T EI R
Remarque
f est C> sur RY et sur ] — ; [ car somme d’une série entiére. De méme

est C* sur R, donc

De méme,

Ve € R, f(z) =

classe

fi(z)

<

2

(

x

)

vz € R", sin(z) -i:.o (—1)Pz?
x (2p+ 1)
p=0
sinc: R — R
r Si“x(z) I’est aussi
0 1
— R : R — R
sin(x) fl N R f2 e’—1
— - . Posons . et T -
ev—1 x = sinc(zx) x
— 1 0 1
+°° pl.Qp +oo n

> S

p:0

SEE D MY ey

elles sont C* sur R, donc f aussi d’aprés les théorémes généraux de la
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9.4 Séries génératrices

9.4.1 Définition

Définition

Soit (€2, T, P) un espace probabilisé. X : Q@ — N une variable aléatoire discréte dans N.
On note :

+oo
Vne€N,p,=P(X=n)>0,Y py=1
n=0

tX: Q — R
w = tXW
On définit la fonction génératrice de la variable aléatoire X :

Soit ¢t € [—1;1] et la variable aléatoire discréte

+oo
Gx(t) = E(t*) =) pat"
n=0

c’est une série entiére de rayon de converge supérieur ou égal a 1

Preuve :

+oo +oo
Vit e [—1;1], an|t|” < an =1< 400
n=0 n=0

donc tX a une espérance finie et sa série génératrice a un rayon de convergence supérieur ou égal

al

Loi de Bernoulli

X < B(p),po=1—p,p1=petVn>2,p, =0

Gx(t)=1—p+pt,R =400

Loi binomiale

X < B(n,p),Vk € [|0;nl], pr. = (Z)pk(l —p)"k ¥m >n,p, =0

Gx(t) =) <n)p’“(1 —p)" " = (1 —p+pt)", R = +oo
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Loi de Poisson

X < P(\),¥n e N, p, =e 2L

n!

+o0
A\
Gxlt) = St = NN = o
n=0 :

Loi géométrique

X < G(p),po=0,Yn>1,p,=(1—p)" 1p

—+00
¢
vt € [-1;1], Gx () nEZOZp( Tt =T a B

9.4.2 Propriétés

Propriétés analytiques

Gx est continue sur [—1;1] et C* sur | — 1;1]

Preuve : comme Gx (1) = 1, la série converge normalement sur [—1;1] donc y est continue.
De plus, Gx est C* sur | — R; R[D] — 1;1]

Remarque

On peut avoir R=1:

VneN" P(X=0)=0et P(X =n) =

(n)?

Corollaire

Si 2 variables aléatoires discrétes ont méme fonction génératrice, elles ont la méme loi.
La fonction génératrice caractérise la loi de probabilité

(n)
Preuve : Vn € N, p,, = Gﬁfl(o)

Si Gx = Gy alors Yn € N, P(X =n) = P(Y =n)

Remarque

Ce résultat permet d’identifier la loi d’une variable aléatoire & partir de sa fonction génératrice
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Théoréme

Si X et Y sont deux variables discrétes indépendantes, on a :

Gxt+y = GxGy

Preuve : Vt € [-1;1],Gx1vy(t) = E@XTY) = E@tXtY). Or t¥ et t¥ sont indépendantes,
donc :
Gxiy(t) =Bt tY) = E@*)E(tY) = Gx(t)Gy (1)

Corollaire

Si X, ..., X, sont des variables aléatoires discrétes indépendantes alors :

n
6o ~1l6x
=0 =1

M=

Loi binomiale
X1 — B(n1,p) et X9 — B(nz,p) indépendantes :
Gx,1x,(t) = Gx, ()Gx,(t) = (1 —p+pt)" (1 —p+pt)"* = (1 —p+pt)™ "
c’est la fonction génératrice d’une v.a : X — B(n; + ne,p) = X; + Xo < B(ny + na,p)

Loi de Poisson
X1 <= P(M) et Xo < P(\2) indépendantes :
Gx,+x,(t) = eP1t (=D

Par caractérisation : X; + X5 < P(A1 + A2)

Théoréme

Soit X v.a.d & valeurs dans N
1. X a une espérance finie & lim G (t) =1 € R < Gx dérivable en 1~
t—1-

Dans ce cas :

+oo
E(X) =) np,=Gx(1)
n=0

2. X admet un moment d’ordre 2 < G x est deux fois dérivable en 1
+oo
E(X?) =) n’p, = G%(1) + G (1)
n=0

Par conséquent : V(X) = G% (1) + G (1) — (G (1))?
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Preuve :

1. X a une espérance finie = Zzg np, < 00.

+oo
Vi€l = 1[Gy (t) = > npat"

n=1

vVt € [0;1],|npnt™ Y| < np, terme général d’'une SATP convergente, donc > np,t"*

converge normalement sur [0; 1[, on peut intervertir lim et Ziﬁ'&
t—1— -

t—1—

—+o00
lim G’ (t) = > np, = B(X) € R
n=1

donc G’y est continue en 1, d’aprés le théoréme de prolongement de la dérivée, Gx est
dérivable en 1 et
G’ (1) = lim G5 (t)
t—1—

Supposons que G x soit dérivable en 1, soit ¢ € [0;1],

Gx(1)—Gx(t) & 1
oty = XD =@y, 120
n=1

S pn(lt4 ..+t
1—t 1—t =

fonction de ¢ croissante sur [0; 1], donc :

G’ (1) = lim p(t) = sup @(t)
t—1 te[0;1]

N
VN € N* Wt € [0;1[, Y pn(l+t+ .. +1"7) < p(t) < Gx (1)

n=1

car ce sont des SATP. N étant fixé, lorsque t — 1 :

+oo

> npn < G (1)

n=1

on a bien une espérance finie
2. De méme, en utilisant :
“+o00
Gx(t) = n(n—1)pat"

n=2

9.4.3 Processus de Galton-Watson (HP)

Soit X variable aléatoire discréte a valeurs dans N (par exemple le nombre de gargons & une
génération donnée). On suppose que P(X =0) > 0 et P(X = 0) + P(X = 1) < +00. On note
¢ la fonction génératrice de X, ¢ = Gx. On donne une suite de variables aléatoires discrétes
indépendantes de méme loi que X, X,, ,,n € N* et on définit

Zn
Zo=1et Zny1 =Y Xnp
p=1
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Z,, désigne donc le nombre de garcons a la n-iéme génération
La fonction ¢ est deux fois dérivable, si on suppose que X admet une espérance finie m :

“+o0 “+o0
Pt)=> M+ D)P(X =n+1)t">0=¢"(t)=> (n+1)(n+2)P(X =n+2)t"
n=0 n=0

© est croissante et strictement convexe sur [0; 1]. Posons désormais ¢, = Gz,

+oo
Pni1(t) = Y P(Znp1 = k)"
k=0

+oo oo l

= YO P(Z =)0 (Y Xy = k)
p=1

k=0 [=0
+o00 +00 l

= Y Y P(Zy=1P(_ Xnp=k)tF < +o0

k=0 1=0
l

+oo +oo
= Y P(Za=0>_ PO _ Xpp=htt
1=0 k=0 p

=1

Les X, , étant indépendants de méme loi :

+o00
Pni1(t) =Y P(Zy = Dp(t)' = on o o(t)
=0

On en déduit : E(Z,) = ¢),(1) = ¢ (1)), 1 (p(1)) = m™
Soit la variable aléatoire T' le plus entier n tel que Z,, =0

P(T < +00) = P(| J(T =n)) = P(| ] Z. =0) = lim P(Z,=0)= lim ¢,(0)

n——+o0o n——+oo
neN neN

On notera que Z, = 0= Z,,11 = 0, on pose u,, = p,(0) avec ug > 0. Uuptr1 = pr11(0) = ©(uy),
 étant croissante, (u,) est monotone. On a donc une limite [ vérifiant [ = (1), car

wptn = B lun) =
donc P(T < +o0) est une point fixe de . Soit ¢ un autre point fixe de ¢. Or a > 0 et
Vn € N,u, < a, donc I < a, [ est le plus petit point fixe de ¢
On pose g(x) = p(x) — x. Pour h petit :

g(1—h)=g(1) —hg'(1) + o(h) = —h(m — 1)+ o(h) <0

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, g s’annule sur ]0; +o0[, donc P(T < +o0) < 1.
Par stricte convexité, la courbe est strictement au-dessus de sa tangente sur [0;1] et ¢(z) > =z,
donc

PIT <400)=1&m<1
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10.1. INTEGRATION SUR UN SEGMENT CHAPITRE 10. INTEGRATION

10.1 Intégration sur un segment

Les grecs réalisérent les premiéres approximations de calcul d’aire, avec la méthode d’exhaus-
tion (Archimeéde, -120) : celle consiste & approcher I’aire du domaine, par celle de polygones dont
on connait I’aire. Au XVIII siécle, Leibniz établit le lien entre calcul différentiel et calcul d’aire :

b b
f:%:/l:/a f(t)dt:/a dF = F(b) — F(a)

Vers 1850, parallélement a I’axiomatisation des mathématiques, Riemann définit plus rigoureu-
sement l'intégrale : & 'aide de subdivisions, il découpe le segment et réalise une approximation
de la fonction par des fonctions en escaliers : il réalise un calcul de valeur moyenne, ’intégrale
gomme donc du point de vue analytique les aspérités / irrégularité.

En 1905, Lebesgue propose de réaliser un découpage de I’ensemble des valeurs prise par la fonc-
tion, plutét qu’un découpage de ’ensemble des valeurs prise par la variable comme dans la
théorie de Riemann. Ce point de vue est plus riche que la théorie précédente. Par exemple, on

peut calculer dans ce cadre :
b
| vl
a

Ce point de vue plus statistique est directement lié & la théorie de la mesure en probabilité. En
effet, un ensemble dénombrable est négligeable devant un ensemble plus que dénombrable, donc :

b
[ xalne=o

On notera que plus généralement, la théorie de Lebesgue s’étend aux espaces complets

10.1.1 Définition
Soit [a;b] C R, E un K-evn de dimension finie et f : [a;b] — E,C%,([a; b], E)

1. Si f € &([a; 0], E) soit o = (ao; ...; ap) adaptée & f, avec
ViHO;p - 1|]’f|]ai;ai+1[ =M€er
On définit :

p—1
/ [ = Z(ai-i-l —ai)X;
[asb] i=0
2. Si f est quelconque alors on forme (p,,) une suite de fonctions en escaliers qui converge
uniformément vers f sur [a;b]. On a :

Wonm) €N [ = [l < [ ew=onl < (6= @llen = ol
[a;b] [a;b] a;b
(¢n) converge uniformément donc est une suite de Cauchy pour ||.||oo, ( f[a,b] ©n) est
aussi de Cauchy pour ||.||, donc elle converge car on est en dimension finie. En outre,
si (¢,) est une autre suite de fonctions en escaliers qui converge uniformément vers f,
on a:

_ < (b — _
1 o= [ el < O=alion vl 7 0

a
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On peut ainsi définit :

f= lim ©n
/[a;b] 100 Jlasb)

On notera que pour les fonctions en escaliers, 'intégrale est linéaire et || f[a.b] on] <
f[a;b] llonl]

10.1.2 Propriétés

Théoréme

1. Linéarité : V(f,g,)) € C3([a; 0], E)* x K

/ Af+g:A/ f+/ g
[a;b] [a;b] [a;b]

c’est une forme linéaire sur F
2. Positivité : si £ =R

fz0= f=0
[a;b

]
f<g :>/ f< / g
(a;0] [a:b]

3. Relation de Chasles : on pose,
. b
sia<b: [ f(t)dt= —f[a;b] !
. b
sia>b: [ ft)dt = f[a;b] f

de plus : [ f(t)dt =0
b c c
/a F(t)dt + /b F(#)dt = / oy

On a alors :
4. Si 'ensemble {t € [a;b]/f(t) # g(t)} est fini alors :

Jou? = o
) S

On ne modifie pas 'intégrale lorsqu’on modifie la valeur de f en nombre fini de points

5. Si f est positive et f; f(t)dt = 0 alors f est nulle en tout point de continuité. Si de
plus f est continue, alors f =0
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Inégalité de la moyenne

Si f € CRy([a; bl, B)

A T O
[a;0] [a;0]

Preuve : soit (¢,,) une suite de fonctions en escaliers qui convergent uniformément vers f sur
[a; b], on a priori :

1 o< [ leallet lim [ o= [ g
[a;0] [a3] o0 Jash) [a;]

5

Par ailleurs : V¢ € [a; 0], [[|pn ()] = [[f (O] < [[(pn = HON < [[(n = ) (E)lso,fasp)
Donc, (||¢n||) converge uniformément vers || f|| sur [a;b] et lirf f[a_b] llonll = f[a_b} £l
n—-+00 ’ ’

1l s’ensuit que : || f[a;b] fll < f[a;b] I£]]
Enfin, Vt € [a; 0], [| f(t)[| < [|f]lco,[a;t), donc

J 11 G0l Sl

3

A\Si on ne connait pas les positions respectives de a et b, on a seulement :

I/abfll < /ablflll

Soit f continue [a;b] — C, supposons que :

b b
| / F(t)dt| = / ()]

Posons f;f = pe? avec p = |f: f| > 0. 11 vient :

b b b
p= [ seta=| [ s = [ i

Re(p) = p = [, Re(p(t)e)dt = [} |f(t)|dt, car Re(f, f) = [, Re(f)

Par conséquent, f:(|f(t)| — Re(f(t))e~)dt = 0, car Vz € C,Re(z) < |2, avec égalité si et
seulement si z € R, alors V¢ € [a;b], donc f(t)e™™ € Ry et f(t) = |f(t)]e?’, f a un argument
constant sur [a;b]. Dans le cas particulier ou f est & valeurs réelles continue :

Cas d’égalité, si £ =C

b b
‘/ 1l :/ |f] & f garde un signe constant
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Théoréme

Soit F un K-evn de dimension finie et u € L(E, F). Si f : [a;b] — E est C},, on a :

U(/:f)/ab’LL(f)

Preuve : u est continue car F est de dimension finie. Soit (p,) € &([a;b], E) qui converge
uniformément vers f sur [a;b]. Par linéarité de u : Vn € N, u(f; on) = f; u(on)
N . b b
Par continuité de u : nErJrrloou(fa on) = [, u(f)

Par ailleurs, Vn € N, u o ¢, est en escalier et
||uo Pn —UO f”oo,[a;b] = H“(‘Pn - f)HOO,[a;b] < |HU|H : H‘Pn - fHOO — 0

n——+oo

u o ,, converge uniformément vers u o f et

b b
lim uown:/uof
a

n—-+oo a

Corollaire

1. Si (e1;...;e,) est une base de E et si Vt € [a; b],

f@t) = Zfz‘(t)ei

/abf:/abifiei:é([lbfi)ei

/abfz/abRe(f)Jri/abIm(f)

2. Si E = C alors,

e E — K
. ; ) : P f o ani .
Preuve : pour i € [|1;pl], soit =Y zje; o est linéaire, donc :
j=1
b b b b P b P b
([ n=[aer=[ s [ 1= pa=Y([ fe
a a a a i=1 a i=1 a
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10.1.3 Sommes de Riemann

Définition

Soit o = (ao, ..., ap) € 3X([a;b]) une subdivision de [a;b] et Vi € [|0;p|],& € [ai;ait1]. On
dit que (0,€) = ((ag; ..., ap), (€0, .-, &p)) est une subdivision pointée. Soit f € CQ,([a;b], E),

on définit :
p

S(f.(0,8)) = Z(@iﬂ —ai) f(&)

=0

somme de Riemann associée a f, (0, &)

Théoréme

Soit f € C([a; ], E). Soit € > 0, 3a > 0/V(0, £) subdivision, pointée de [a;b], si §(0) < «
alors

b
w/f—aﬁw@mge

La somme de Riemann tend vers l'intégrale lorsque le pas de la subdivision tend vers 0

Preuve : si f € C%,([a;b], E), on a :

b p—1 Qi1
1] r=steal=13 [ ¢ - fea

Par inégalité de la moyenne :
b p ait1
I f=5 @)l < 1f(8) = f(&)lldt
J >,

f étant uniformément continue sur [a;b]. Soit € > 0,3 > 0/V(z;y) € [a;b],

3

-yl < a = f@) - fWIl <

Si (o) < « alors || fff = 5(f,(0,9)| <e,sifeCly(lasd], E) le seul probléme est que les &;
peuvent étre des points de discontinuité de f, mais cela n’advient que pour un nombre fixé de
points, on majore pour ces points :

[(@is1 —ai) f(&)N < 6(o)]|fllow

Subdivision réguliére

Soit n € N* et 0 = (a + h®=%)g<k<; € B([a;b]). On définit

b* n—1 b* n
St =D flar) et Sap = “;yww

n
k=0
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D’aprés le théoréme :

b
lim S;, = EIE SQ,nZ/ f
n oo a

n—-+oo

c’est la méthode des rectangles. On a la majoration du reste suivante :

—a b —a)?
0N fa - [ s < MO=E
k=0 @

Il est généralement plus efficace d’utiliser la méthode des trapézes, en formant, :

1
Tn = 5(51,71 + 52771)

Ma(b—a)?

Dans ce cas le reste est majoré par 3
12n

10.1.4 Intégrales et primitives

Intégrales de fonctions de la borne supérieure

Soi I unintervallede Ret f: I — E,CY,, fixons a € I, on définit : Fa: i : I
intégrale fonction de la borne supérieure ‘
1. F, est continue
2. En tout point xo ou f est continue, F,, est dérivable et : F!(xo) = f(x0)

3. Si f €Ck, (vesp. C*) alors F, est i1t (vesp. CFF1)

Preuve :

L. Soit My = SUPye(po—agszo-+ao)ns IIf ()], ot ag > 0 est tel que [vo — ap;xo + ] N I est
compact. V& € [xg — ag;xo + o] N T

[Fa(z) = Falzo)|| < Mo|x — o] — 0

rT—rT0o

2. Pour z # z,

|Fa() — Falo — (& — w0) fzo)] = | / f(awo))dt] < | / 1£(t) — £ (o)l dt]

Soit € > 0 et o > 0/t — zo| < v alors || f(t) — f(zo)] <&, il vient :

Fa _Fa(xO)

| = 0| < a = [|Fa(2) = Fa(zo = (z —20) f(20)]| < elz — 20| = |——
— o

—flzo) <
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Théoréme fondamental de 1’intégration

Si f est continue sur I, elle y admet des primitives et deux primitives de f ne différe que
d’une constante

Preuve : soit a € I, F, primitive de f. Si F est une autre primitivede f : (F—F,) = f—f =0
sur I, donc F — F, € E

Corollaire

Soit f € C%([a;b], E), soit F : [a;b] — E continue en C},, tel que en tout point de
continuité de f : F/ = f. On a

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a) = [F(t)]}

Preuve : soit 7 = (ao; ...;a,) adaptée a f Vi € [|0;p — 1], f; continue sur [a;; a;41] :

b P—1 e P—l e
[roa=3 [ rwa=Y [ hwa
a i=0 Y @i i=0 Jai

Or f est continue sur [a;;a;4+1] et dérivable sur lai;aip1| avec F = fl D’aprés le corollaire,
3c € BNz €lai;aip[, F(x) = [ fi(t)dt + C;, d’ot par continuité de F' sur [a;; a;1]

/ o= Flai) - Fla)

i
En sommant on obtient le résultat souhaité
Remarque
le théoréme fondamental de l'intégration se généralise aux fonction continues par morceaux

et C/l\/[ continue, telle que en tout point de continuité de f, F = f, ¢’est une primitive généralisée

Intégration par parties

Soient f et g € C3,([a;b], E), on a :

b b
/f’(t)g(t)dt:[f(t)g(t)]ﬁf/ ft)g' (t)dt
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Changement de variable

Soit f et ¢ deux fonctions continue, ¢ étant C' :

10.2 Intégration sur un intervalle

10.2.1 Définitions

Soit I = [a;+oo] (resp. | — oo;al, [a; b],]a; b],]a; b, (a,b) € R. Soit f: I — K,C},. Pour tout
segment [«; 5] C I, on peut définir si possible fI f. A cette fin on observe le comportement de

ff f(t)dt lorsque « ou § tend vers une des bornes de

Définition

On dit que f oo f converge si et seulement si lim f ¥ f existe dans K
a T—+o00 v ®

Remarque

En termes d’aires, cela revient a dire que l'aire sous la courbe tend vers une limite finie
lorsqu’une borne de Iintégrale tend vers une borne de I. On rencontrera deux types de difficultés :

1. lorsqu’une des bornes de I est infini

2. lorsque f n’a pas de limite en une borne finie de I

Exemples

1.

donc l'intégrale diverge

donc l'intégrale converge

Plus généralement pour o > 1 :
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3.
et — T
e arctan(z) —— o
On en déduit :
/+OO dt
— =T
oo 1+ t2
4. fox sin(t)dt = 1 — cos(x) n’a pas de limite en +oo donc f0+°° sin(t)dt diverge (n’a pas de
limite)
5. )
Vo > o,/ m(8)dt = [t1n(t) — ) = 2ln(2) —z — 1 —» —1
. rz—0t
donc
1
/ In(t)dt = —1
0
6.
Lat
Ve >0, | —=—-In(r) — +o0
- t z—0+t
donc lintégrale diverge
7.
Yz >0 /1‘”—2—2\/5 — 2
’ . \/{f N z—0+
donc l’intégrale converge.
Plus généralement, si o < 1 :
[
o t* 1—-a
8. : g
Ve < 1, =2-2V1—-2—2
v A V11—t * z—1
L’intégrale converge :
1
/ dt _o
0 1-1¢
9. En revanche, fol 4 diverge
10.
Toodt O at
Vz € [0; 1[,/0 — = arcsin(z) v g et /x Vg = —arcsin(x) T g
Par conséquent
/1 dt
_1V1—t2
T e—)\m
1L VA0, [feMdt =5 = 5= —— 3
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+o0o 1
VA > o,/ e Mdt = —
0 A

ASi fjof f converge alors :

+oo T 0 x
/ f= lim f= lim / f +/ f
o T—+00 —x T— 00 —x 0

La réciproque est fausse!!! N .
x . o] . o0
Vo >0, [ tdt=0 el 0, mais [~ tdt diverge car [ tdt = +o0

Oun a par exemple A lirf fo%w sin(t)dt = 0, mais cette intégrale n’a pas de limite en oo (2 méthodes
—+00

deux calculs donnent deux résultats différents dans ce cas)

Convergence absolue

Soit f : I — K,C%,, on dit que l'intégrale | ; [ converge absolument, ou que f est
intégrable sur I et on note

/|f\ < 4o & / |f| convergence
I I

Si [, |f] converge absolument alors [, f converge

Preuve : si K = R, définissons f* = max(f,0), f~ = max(—f,0) de sorte que :
{f :f+_f:>{f+ :f+2|f\

o= T =
[T et f~ sont C}, positives et f+ < |f| et f= < |f]- Si I = [a;400[ (resp. ]a;b]...) formons :
F(z) =[] 1f(t)]at
Veel,{ Fi(z) = [ fH(t)dt
Fy(x) = [ f~(t)dt
On a Vi€ [|1;2]], Fi(z) < F(z) et F; et F sont croissantes sur I (resp. décroissante). Comme F
admet une limite finie en 400 (resp. a), on a :

+oo
Vo € 1,Vi € [|1;2|],Fi(x)§F(:v)§/ |f| = sup F(x)
a xel

donc F; admet une limite finie quand & — +oo (resp. a™) et aussi [ f = Fi(x) — Fa(x) (resp.

Ji = Fi(z) - Fa(x)
[ 1= [ reny+i [ amis)

Si K=C : on écrit Vax € I
Or |Re(f)] < |f| et |[Im(f)| < |f|. De méme que précédemment, [~ Re(f) et [ Im(f)
converge absolument donc converge et aussi fjoo f
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Contre-exemple

On peut avoir convergence sans convergence absolue : on dit alors qu’il y a semi-convergence :

[+ [1;+00] — R
T G
wxL [ = [ re g
1 1 E(z)
E(z)— - E
(15

= dt—|—/ dt
Z / B E@)
E(ar) 1 z B(z)

1
= Z / (=1 dt
et B E@)
or, |f;(x) ( E12m<* dt| = | 1) (m — E(z))| € 5/ Ainsi Jlim [i f existe et vaut
400
71 n
(=1) = In(2)
n=1 n
En revanche,
iy}
VN >1
- ’/1 1= z:lan oo

+ .
donc fl > f est semi-convergente

A Comme pour les séries, il ne suffit pas que f(t) tjoo 0 pour f0+°° f(t

)dt converge. De plus,

cette condition n est pas nécessaire (c’est la grande différence entre série et intégrale), on peut

avoir f > 0, f t)dt converge et f ne tend pas vers 0 en +oc.
continues / Vm > 2 f( ) =n, f affine sur [n — Z5;n] et sur [nyn +
des ([n — %,n])
“+o0
Ji f converge car f >0et Vo >1, [ f(t)dt > L= %2
n=1
De plus
NJrﬁ N 1 2
Hat=S = — ——1
[T oa=30 0
donc
“+oo 2
/ FOdt =" —1
. 6

320

Soit f affine par morceaux
=], enfin f nulle en dehors
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10.2.2 Cas d’une fonction & valeurs positives

Théoréme

Soit f : I = [a;b] (resp. Ja;b]) — Ry,CQy et Vo € I, F(x) = [ f(t)dt (resp. ff f(t)dt).
Alors f est croissante (resp. décroissante) et

/f converge < 3IM >0/Nx € I, F(x) < M
I

Dans ce cas, [, f = lilil [ f =supF(z) (resp. lim F(z))
z—b—

zel r—at

Remarque

En cas de divergence, lim F(z) = +oo. On notera que le reste pour f : I — K, si flf
z—b—

converge alors
b

lim f=0
z—b

xr
. xT . —+o00 . —+o00
(resp. ;11)1}1 J. [ =0).Par exemple, si [ f converge alors xgr—‘,l:loo [, f =0, c’est le reste d’une

intégrale convergente. Toujours si f : I — R+,C9\A, on a

/f = sup /f €R
I J segment c1J/J

de maniére analogue & la sommabilité

Comparaisons

Soient f: I —Rietg: I — R, CY,

f<g o
1. : = f intégrable
g intégrable

De plus :

/If§/19<+oo

2. Si I = [a;b] (resp. Ja; b)) si f(t) = O(g(t))
/1 g converge = /I f converge

/ f diverge = / g diverge
T I
3. Si f(t) ~ g(t) alors :

/ f converge < / g converge
I I
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Preuve :

L. Si [, g converge alors : F(z) = [ f (resp. ff), G)=["f
Ve € I,F(z) < G(z) < [; g, daprés le théoréme, [, f converge. Par contraposée, si [, f
diverge alors [, g diverge

2. AM > 0,3c € I/Vt € [¢;b]: f(t) < Mg(t), (I = [a;b]). Alors,

Vz € [¢;b], /j f(t)dt < /acf(t)dt + M/; g(t)dt < /acf(t)dt + M/Cbg(t)dt <M

.. b
Ainsi [ g converge

3. f(t) ~g(t) = F(t) = O(g(t)) et g(t) = O(f(t))

Critére de Riemann

1. Si I = [a;+o0]
+oo t
/ 7 converge < a <1
2. SiI=]ajbl,aeR
bt
/ — — converge & o <1
a (t - a)a

3. Soit f: I — R4, C,i=[a;+00]

Ja>1, f(t) = O(t%) = /f converge
I

Ja <1, f(t) = O(tia) = /f diverge
I

ft) ~ g,/jf converge < a > 1
I =la;bl,a € R
dJa <1, f(t) = O((t _la)a) = /If converge
B> 1.£(1) = O(; fa)a) N /If diverge
K
fO)~ g [ 1 a<
Preuve :

1. Ve > a,a# 1, F(z) = faw f% = xl,ah_a) — al,ah_a), converge si o > 1, diverge si @ < 1
b xr
N td% =In(2) Nl “+o0

2. Méme méthode

3. Découle du théoréme de comparaison
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Remarque

Soit x €]0; 1], en posany u = %,dt = -4
Lt _/i du
.t - 1 u2—a
1 dt +oo d
/ — converge <:>/ 5on converge < 2-—a>lea<l
o 1 TR

Exemples
f:]0;1] — R
t o Oy
|f(t)] ~ |In(t)| = O(%), donc [, f converge absolument

1.

fq 101 — R
2. () 5 g
t A
[f()] ~ |In(t)] = O %) et |f(1)] vl 1, d’apres le critére de Riemann, f]o;l[f converge
absolument
: R R
3. ! ; : ot f(t) = O(3%), donc d’apres le critére de Riemann :
+o0o
/ et dt
—0o0
converge

4. Fonction gamma d’Euler : soit € R, continue, positive

t =t leT!
tr—le—t — e(zfl) In(t)eft ~ 6(xfl)ln(it)

1
/ f converge < x>0
0

f(t) = O(%), donc f1+°° f converge. Ainsi, f0+°° f converge < x >0
On pose alors :

—+oo
I(z) = / t*Le~tdt
0

f: 105400 —

t P let
Yt > 0,|f(t)] = eBex)= )=t — tRe(2)=1c=t on a convergence absolue si et seulement
si Re(z) > 0, d’aprés ce qui précéde, on pose :

+oo
F(z):/ e dt
0
I R? : (ln(t))g%m*le*t est continue sur R%

IF(O)] ~ |(In()*t*=1| = |In(t)|*t*~! = |In(t)|Ft2t2 1 = O(t2 1), donc fol f converge
| = O(%), donc f1+°° f converge, donc f0+°° f converge

Soit z € C, avec Re(z) > 0 et est continue

5. Soit x > 0 et k € N,
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fo Ry = R . . o
) In(t) continue, positive sur [1; +oo[ et négative sur ]0; 1]
211
fol f converge < fol —f converge < fol |f| converge
f1+°° f converge < f1+°° |f| converge

FO)]~ [1n(t)] = (), converge

1f()] ~ 20 = O

2
t t

—+oo
/ f converge absolument
0

Remarques

Si I =]a;b] avec a € Ret si f: I — K,CQ, vérifie : f(t) = O(1), f est bornée au voisinage
de a, d’apreés le critére de Riemann, | ; [ converge absolument. C’est encore plus vrai si f a une

limite finie en a

1
1
/ sin(;)dt converge absolument
0
Si f est définie sur [a;b]

/ f converge & f converge
[asb] Jasb

10.2.3 Espace £'(I,K)

Théoréme

Soient f,g: I — K,CQ,A €K

1.
/f,/g converge =- /)xf-l—g converge
1 JI I

/I)\f+g:)\/lf+/lg

2. Si f et g sont intégrables sur I alors \f + g lest

/Ixf+g=A/If+/lg

3. Si f et g sont intégrables sur I alors \f + g lest

Jrea < f1n+ [1a

Preuve :

1. écrire si I = [a; b,
[ arra=af s+ [
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[ red<in [+ [Tl

Norme 1

Soit £!(I,K), 'ensemble des fonctions C% (I, K) intégrable. C’est un K-espace vectoriel,
muni d’une semi norme :
171 = [ 17
I

Preuve : cf. supra

Remarque
+ —
Si on se rameéne & ’ensemble des fonctions continues, ou régularisé (f(z) = %) alors
f+ [0;1] — R
||-||1 est une norme. Sinon I’axiome de séparation n’est pas vérifiée ( t — 1,sit=0)

t — 0 sinon

[1f]]x = 0 mais f 7# 0

10.2.4 Espace L*(I,K)

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient f et gC(/)V( : I — K. On suppose sue f2 et g2 sont intégrables sur I, alors :

I/IfQSWW

Si f et g sont continues alors on a égalité si et seulement si f =0 ou IN € K, g = Af

Preuve : | fg| < 3(|f|* + [g[*), donc fg € LY(I,K)
L’inégalité (et son cas d’égalité) de Cauchy-Schwarz découle du fait que ||f|lz = /[, |f]? est
issue d’un produit scalaire

Définition

Soit I un intervalle de R, on note £2 — I, K I’ensemble des fonctions de carré intégrables
sur I :{feCl: I =K/ [,|f]*<+oc}
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Théorémes

1. £2(1,K) est un K-espace vectoriel

2. ||f|l2 définit un semi-norme sur £2(I,K), une norme si on se restreint aux fonctions
continues

3. Si (f,g) € L2(I,K) alors fg € L1(I,K)

Preuve :
1. (a) £%(I,K) CC%(I,K)
(b) 0 € L2(I,K)
(¢) Y(f,9,A) € L2, K) x K,\f € L2(I,K)

[f +9l* = |f1? +1g” + 2Re(fg) < |fI* +1gI” + 2|fg]

donc f+ g € L3(I,K)
2. cf. espaces préhilbertien

3. cf. supra

Remarque

On pourrait généraliser (avec I'inégalité de Holder) aux espaces L£P(I,K), pour les fonctions

vérifiant :
/ P < +oc
I

AA priori, on peut avoir f € L1(I,K) et f ¢ L2(I,K), cf t % sur ]0; 1]
Réciproquement, on peut avoir f € L2 et f ¢ L1(I,K), cf t — % sur [1; +00]
Néanmoins, si I est borné, soit f € L£2(I,K),1 € £3(I,K, donc f = f x 1 € LYI,K) et

£2(1,K) ¢ £Y(I,K)

Restriction 4 un sous-intervalle

Soit I C I' deux intervalles de R et f : I’ — KCj. Si [}, f est convergente (resp.
absolument convergente) alors f ;[ Dest aussi, et

LY, K) c £YI,K
' ccuw, i< [ i

Preuve : soit o = inf(I), 5 = sup(I), o’ = inf(I’), 5’ = sup(]’)f@4. Onad <a<p<p.
Sio/ <afI'etpoury €l fest Cyysur [a;7], donc [ f converge. Si o= o :

vy ol
/ [ = lim / f
o z—a’ [,

existe car |, ;+ J converge. De méme pour /. f . Pour la convergence absolue, on remplace f par |f|

326 MP* B.Dufour—Jules



CHAPITRE 10. INTEGRATION 10.2. INTEGRATION SUR UN INTERVALLE

Remarque

On vérifie aisément que f € £'(I,K) si et seulement si 3M > 0/V.J segment C I, [, |f| < M.
On a alors

[ii=sw [y
I J segment cJ/J

SiIcCI'etsi [, fconverge,ona: [, f= [, fxr

10.2.5 Intégrations par parties

Définition

Soit I intervalle de R, f et gC}, et C° : I — K. Soient (a = inf(1), 3 = sup(l)) € R

Soit [z;y] C I
) Yy
[ ra=tra- [ a4

Si lim f(x)g(z), lin}af(y)g(y) existent dans K et si [, fg’ converge alors [, f'g converge et
Yy—r

| ro=trali- [ 14

avee [fglg = lim f(y)g(y) - lim f (2)g(z)

T—Qa

A\On prendra bien garde a ce que toutes les quantités écrites admettent des limites finies!!!
On peut corriger ce probléme en jouant sur la constante d’intégration de la primitive de f’

Exemples

10;n] — R
t = (1-=L)"n()
continue, |f(t)| ~ |In(t)| = O(%), d’apres le critére de Riemann, [ f(t)dt converge. Par

1. Calculer I, = [;'(1—%)" In(t)dt et en déduire sa limite. Soit /

changement de variable (cf. infra), on pose u = %, donc dt = ndu
1 1 1 In(n)
I, = n(/ (1 —w)" In(u)du + ln(n)/ (1 —uw)"du) = n(/ (1 —w)" In(u)du + )
0 0 0 n + 1
g ) 1 n _ =ty 1 pli=(—w*!
On écrit pour = €]0;1], [, (1 —w)" In(u)du = [~—F—1; — 7 [, ———du
17(17u)n+1 _

Comme 1— (1 —u)"™ ~ (n+1)u. On a lim (1 — (1 —»)""!)In(u) = 0 et lim
u—0 u—0
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1—(1— u)"

n + 1, donc f du converge

1 14 _ n+1
/ (1 —w)"In(u)du = - ! / Ll Cak) du
0 n + 1 0 u

1 ft1—ont!
= - / LA
n“rl 0 1—w

1

OkO

1 v
= — d
n+1kz_()/0v v

_Hn+1
n—+1

d'ot I,, = 5 (In(n) — Hpy1) — —v

n——+oo

2. Soit z € C/Re(z) > 1, on a vu que :

+o00o
I'(z) = / t*~te tdt
0

converge absolument. Soit z € C, tel que Re(z +1) > 1
+oo +oo
INz+1) = / te tdt = [—t7e I + z/ t*~letdt = 2T(2)
0 0

On obtient la relation : Vz E C/Re(z) > 1,T(z2+ 1) = 2T'(2)

En particulier : I'(1) = 0 e "dt =1,T(2) =1, I'(3) = 2. Par récurrence, il vient :

VneN,T'(n+1) =nl

on peut aussi I'obtenir par IPP successives
f : R+* — R
sin(t)
t — 7o
[f(t)| ~ tt—e "4 1sia<1letOsia=1,lintégrale de f converge en 0 d’aprés le critére
—

/+oo sin(t) gt — [1 - (zos(t)rrOO N a/+oo 1 — cos(t) gt
0 ‘ 0

3. Soit « €]0;1] et

de Riemann.

to to to""'l

lfctzs(t) ~t30 t27 _) 0 et |1 coa(t)| < td _+> 0, donc [1 cos(t)]—o—oo -0

t(l
1—tfosa(t) _ O( )
Ainsi, f+oo sin )dt converge. On a:

+oo o +0 1 _ fog
/ sin(t) gt — a/ 1 — cos(?) it
0 0

(A (A

On peut montrer (intégrale de Dirichlet) que :

+oo 3
/ sin(t) gt —
0

T
to 2
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Remarque : de méme pour « €]0;1], +°O s gy converge, donc aussi fo ‘;:, intégrale de
Fresnel o,
vt > 0, |SI?§t)| > S”;@ = 172‘;1(2'5) f+°° C°2Sta dt convergence par IPP. fo 7 AL diverge d’aprés
le critére de Riemann donc f0+ sin t) |dt diverge, ainsi que f oo “?(Et) dt
10.2.6 Changement de variables
Théoréme

r — I

Soient I et I’ deux intervalles de R, a = inf(I),b = sup(I) € R, L4
u = t=p(u)

un C!-diffeomorphisme. Soit o = lim+g0_1(t),ﬁ = lirlfl @~ 1(t), ce sont les borne de I’ dans
t—a t—b—

R.Soitf:]%]KC?WOna:

b B
/ f(t)dt converge @/ o(u) f(p(u))du converge

Dans ce cas :

/ F(t)dt = / () f(p(u))du

feLHL,K) & ¢ (fop) e L(I'K)

Preuve : Soit z >y € I,2' = p~ (z) et ¥ = p~(y). On a

/j ft)dt = /::y)) f(t)dt = /: o () f (p(w))du

donc [ f admet une limite finiequand ~ lim  [” f(t)dt € K ce qui équivaut & lim [l
r—at,y—b— ' —at,y’ —b—
K

On a égalité dans ce cas, de plus :

/xy 1= /: df ol = 5/; (f o 9)¢|

e=1si¢ >0surl
avec { ¥ d’ou le résultat

e=—1si¢ <O0surl

Remarque
On retiendra qu’un changement de variable conserve la convergence ou 1’absolue convergence
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Exemples
1.
1 +oo ,—t
F(i) = /0 Wdt, on pose u = v/t,C* — difféomorphisme
= /0+OO 26_“2du, du = %
= h e du

+
—00
= ﬁ

2. On a vu que :

On pose u = %, dt = 2du, d’ou :

/+°° sin(t) gt — /+°° sin(u)zdu
0 0

t

du converge. On pose t = \/u, C!-diffeomorphisme, dt = 2%

+o00 eiu +oo 5
—du = 2/ et dt
o Vu 0

De méme avec f0+oo cos(t?)dt et f0+°° sin(t?)dt

3. Intégrale de Fresnel : f0+°o %

10.2.7 Intégration des relations de comparaisons

Théoréme

Soit I = [a;b[,b € R, f et g: I — R, C}, positives. on suppose que f(t) = O(g(t)) (resp.
o(g(t)), ~ g(t))
1. Si g € LY(I,R), alors f € L}(I,R) et

b b b b
/ f(tydt = O / g(t)dt) (resp. of / g(t)dt), ~ / o(t)dt)

x

2. Si f ¢ LYI,R) alors g ¢ L1(I,R)

/: fe)dt = O(/j g(t)dt)(resp. O(ng(t)dt), ~ / g(t)dt)
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Preuve :
1. Si f(t) = O(g(t)),3zo € I,3IM > 0/Vx € [20;b[,0 < f(z) < Mg(x), alors

0< /bf(t)dt < M/bg(t)dt

et fzb = O(ffg(t)dt). De méme pour les autres cas
2. Supposons f(t) = o(g(t)). Soit € > 0,3xo € I/Va > 29,0 < f(x) < Sg(x). Alors :

vxzxo,/:fz/:oﬁ/m:fS/:Ofﬂt;/x:g

Or g n’est pas intégrable et positive, donc 31013%) [Tg=4occet Iz e INe >z, [[° < [Tg
Alors Vz > max(zg,z1),0 < f; f< €f;g

Exemples

1. Chercher un équivalent en +o0o de f;oo e~ du, e = O(u—g), Iintégrale converge d’aprés
le critére de Riemann. Soit x > 0, par IPP :

+oo +oo —u? —u? +oo —u? —? +oo
—u? ue le o 1 e e 2
/z e " du= /z ” du = [—5 " [ —5/95 7du = —|—o(/m e " du)

— 22

4o _,2
donc [ e " du ~ S

2. Equivalent de [ et dt

T 1 T —¢2 1 t2 2
2 +2 te +2 le - 1/ €

dt = dt dt = dt + = — - —dt
[ = [t [ Emas [ Far T [ G

Or [/ é = o[, e’ dt), don

1t 0

T et2 6_12
1 t 2r x—+oo

3. Soit 0<a<bet = [®e =g

: Ryx — R
Soit / : Ly ettt continue positive

t
|F(t)] ~i0 b —aet |f(t)] = Otoo()
D’aprés le critére de Riemann, 'intégrale I converge absolument. Soit € > 0

+oo _—at —bt +oo _—at +oo —bt
e —e e e
/ - dt = / dt — / —dt
€ t € t £ t

I
T
o1

8
®
|°
e
joW

S

|
T

+
8
®
|°
S

QU

<
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Or % ~ Loet 1=¢=% < 1, donc 1= est bornée au voisinage de 0. IM > 0/Yu €

10;1],|1=—| < M. 1 vient, pour be < 1 :

be — be be — be —
u d v—1 b v—1
/ e—du:/ —u—I—/ ¢ duzln(f)—l—/ ¢ du
ag U ae u age u a age u

donc I = 1In(2)

u

10.3 Comparaison séries-intégrales

10.3.1 Relation de Chasles

Soit a € R, f : [a;+00[— K,CQ,. Soit (ay) € [a;+oo[V, suite croissante qui tend vers
+00. On pose o = a et Vk € Ny uy, = fo”““ f()dt

1. Si fa f(t)dt converge alors > uy, converge

+oo +o00
ug = f)dt
el

La réciproque est généralement fausse, cependant :

2. Si f >0etsi) ug converge alors f:oo converge et

400 +00
U = f@)de
Xl

Preuve :
1. Soit N € N

Zuk [ s o [ o

par composition des limltes. La réciproque est fausse, cf f(t) = sin(¢) n’est pas intégrable,
mais pur oy = 2k, > uy, converge et f0+oo sin(t)dt diverge!!!

—+oo
2. Si f>0etsi [ f(t)dt diverge alors :
a

lim /QIj f(t)dt = 400

r—+00

donc hIJIrl > h_ouk = +oo. Par contraposée, si la SATP Y uy, converge alors f f)de
n—
converge

Exemples

1. Soit oy = km,up = fa:“ mdt foﬂ [sin(] 7, > (k+1 fo sin(t)dt = (k+1)7r

+k7r
t
La série > k+1 diverge donc > uy, aussi f smt( )

|dt diverge
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(k+1)m sm(t) dt

2. Onavuquel = f0+°° su\lf(t) dt converge. Déterminer le signe de 1. Posons uy, = [,

comme I converge > uy converge. I = Zk:o up, (ug,) est du signe de (—1)% et

(k+1)m sin(t)

up| = dt
|u| | . i |
(k+1)7 ¢
_ / |s1n( ) dt
km \/i
T sin(u) i
= —au
vu+ km
. sin(u) sin(u) . _ oL
Yu € [0;7],0 < Wor < s donc Vk € N, Jug1] < |ugl, IITOOUk = 0 car l'inté
grale converge. D’aprés le CSSA, I est du signe de ug, donc elle est positive
f @ Ry — R

3. Soit o > 2 et continue positive. On a au mieux 1o <

t —> Trte —

1
1+t sin(t)]
f(t) <1, le critére de Riemann ne permet pas de conclure directement. Pour k£ > 1, soit

ap =km — 5 et uy, = f(j:“ f(t)dt. Comme f est positive,

+o00
/ f(¥)dt converge < / t)dt converge < Zuk converge
0

[ est croissante sur [k7 — T ; kn] et décroissante sur [k7; k7 4 §]. Soit 0 < B < 7, il vient

k4B k4B kn+ % z
0< uy :/k f+/ f+/k £ < Flhm — )T+ 280+ flhm + Bi) T

km—PB 7+ Bk

s
o — P

Or f(km+ Bk) = 1+(k7r+Bkl)asin(ﬁk) = f(km — Bx). Posons B = ki%, S > 1,3 By converge,

f(km + Br) ~ ) = at% donc > f(km+ Bx) et > f(km — Bx) convergent, donc f est
intégrable sur R+

10.3.2 Cas d’une fonction positive décroissante

Théoréme

Soit f : [a;+o00[— R,CQ, positive et décroissante. On a Vk € Nk > a :

k+1
fli+1) < /k F(0)dt < £()

Posons v, = f(n) — I"H f(®)dt, il vient 0 < v, < f(n) — f(n 4+ 1) qui est le terme général

d’une série télescopique convergente car f admet une limite finie en 400
Ainsi Y v, converge et Y f(n) converge si et seulement si f;oo f(t)dt converge. On peut
encadrer les restes des sommes partielles en cas de convergence ou divergence

Exemple

Trouver un équivalent quand x — 1~ de

—+oo

J@) =Y ~In(1 - 2"

n=1
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Pour z € [0;1],|f(x)] ~ 2™, terme général d’une série convergente f est définie sur [0;1]
Notons que Vt € [0;1]

+o00 tk
—In(l1—-1¢) = — < 2t
NS S
k=1
pour t suffisamment petit, Jag > 0/ si t € [0;a], | — In(1 — ¢)| < 2¢, pour a € [0;1[,3N;y €

N,Vn > Ny,a™ < ag,Vt € [0;a],Vn < Ny, | — In(1 — t™)| < 2t™ < 2a™,>" —In(1 — ") converge
normalement sur [0; a], donc est continue sur [0; 1]
g @ Ryx — R

t = —In(l-2"
g(t) = In(t(— In(z)) + o(t)) = In(t(— In(x))) + o(1) = O(%),g € LRy *,R)
11 vient ¥n > 0,g(n +1) < f:“ g(t)dt < g(n)

En sommant, f(z) +In(1 — ) < [[7 g(t)dt < f(x)

Fixons z € [0; 1] et posons g est continue positive décroissante,

+o0 Foo
/1 o(t)dt < f() < /1 g(t)dt — n(1 - z)

“+o0 “+o0
/ o(t)dt :(/ CIn(1— et gy
1 1

1 [t
= —— —In(1 —e™")du
111(33) /ln(m) ( )

I
~ / —In(1 —e ")du
0

1—2x

d’ott, —In(1 — ) = o(1%;), donc

Jo
0

1—x

fx) ~

Remarque fOJrOO —In(l —e *)du = fo wdv = %2

Cas ou [ change de signe

Soit f,C* : [a; +0o[— C, on souhaite comparer la convergence de Y f(n) avec celle d’une
Vintégrale. On pose F(z) = [ f(t)dt est C?, on a :

n+1
VYn > a,F(n+1) — F(n) :f(n)Jr/ (n+1—=28)f'(t)dt = f(n) + w,

[wy| < f:H |f'(t)|dt. Si f" € L (]a; +o0],C), Y. wy, convergence absolument, donc converge

et
Z f(n) converge < (/ f(t)dt)nen converge

n>a
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Exemple

Nature de 3 3200 On pose Vi > 1, f(t) = S0 — prpy = 1eosVD) _ sin(/D) _ (1)
donc f' € £([a; +oo[,C)

t U

admet une limite finie quand n — +o00. Donc la série ) % converge

10.4 Théoréme de convergence dominée

10.4.1 Le théoréme

Contexte

Soit I un intervalle de R, (f,) une suite de fonctions C}, intégrables I — K. On souhaite

intervertir nll)rfoo et [;, i.e écrire si possible [, nETOO fn= nEToo J; fn
fo o 1051 = R
Dans le cas général, on a pas le droit d’intervertir sans précautions (cf. t = (n+ 1)
I 0

converge simplement vers 0 mais fol fa(t)dt =1, lirJrrl f01 fat)dt =1 # fol lirf fa(t)dt =0
n—-+00 n—-+0o0o

Si I est un segment, on a le droit d’intervertir en cas de convergence uniforme. On écrit :

Lbfn—[lbflé(b—a)llfn—fllm

fn + R — R
Cela n’est hélas pas suffisant si I n’est pas bornée. Si on prend t = % sit € [0;n?]
t = 0 sinon
|ful <L, donc (f,) converge simplement vers 0, mais [, fn = n nShe —+00
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Théoréme de convergence dominée de Lebesgue

Soit I un intervalle de R, (f,,) une suite de fonctions CS)M : I — K. On suppose que :
1. La suite (f,) converge simplement vers fCQ,: 1 — K

2. dp: I — R, intégrable sur I positive /Vn € N,|f,| < ¢, c’est ’hypothése de domina-
tion
Alors Vn € N, (f,,) € LY(I,K) et f € LY(I,K)

ngrfoo/lfn(t)dt:/lf(t)dt

Remarque

On appelle ¢ "chapeau" intégrable qui domine toutes les (f,)

Chapeau intégrable

Exemples

1. Soit f:[0;1] — C continue et I,, = fol f™dt
vt € [0;1], EIE f(&™) = f(0) et lirf f(1™) = f(1) par continuité de f en 0. De plus
n o0 n—-+0o0

Vn € N, | f(t")] < || flloo constante intégrable sur [0;1], d’aprés le TCD,

lim /Of(t")dt:/o lim f(t")dt = f(0)

n—-+oo n—-+oo

On notera que sur un intervalle borné, il suffit de dominée par une constante

(5 n . : : n _ ; S ( T\ —
2. I, = [,2 sin(t)"dt,Vt € [0; 5 ,ngrj_loo(sm(t)) = 07n11£100(sm(2)) =1
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g : [0
donc (sin™) converge simplement vers t

3

R
0
1

111

3

2
Vn € N, |sin(t)"| < 1, intégrable sur [0; 5], d’aprés le TCD, lim I =0
n—-+o0o

2 X\ 2, )
t > 1+ —)" = SR> 14t
Vt>0,Yn € Nx, (1+ —) Z(k>(n) >1+

k=0

donc (Hiiz)L < ﬁ intégrable sur R,.. D’aprés le TCD :

+oo 2
lim I, = / et dt
n—-+00 0

Par ailleurs, en posant u = ﬁ7 dt = /ndu

+oo 5 z
I, = \/ﬁ/ (diu = \/ﬁ/ cos(0)?"2df = \/ﬁ/ sin(t)?"2dt ~ /ny [ ﬁ
0 0 0

1+ u?)n

On a posé : = cos(6)?

Par parité :

1 _ 1
14+u? = 1+tan(6)?

Cas ou l’intervalle d’intégration dépend de n

Soit I, = [ ;. Jn(t)dt, pour appliquer le théoréme, on forme J = (J J, et on écrit

neN
In:/XJnfn:/fn
J J

ou f, = fn sur J,, 0 sinon
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Exemples
LI, = [ (1= L) n(t)dt, J]0;n] =R%
neN
t = (1—=L)"In(t)sit<n estC},.
t = Osit>n

Soit ¢t > 0 fixé, pour n > t, fo(t) = (1 — £)"In(t) = exp(nln(l — L)In(t) —

n——+00
e~'In(t),CORY), [ fu(t)| ~ [In(t)| = O(z) converge
De plus, Vn > 1,Vt > 0sit <mn,

|fn(8)] = exp(nIn(1 — %)I In(t)| < e™*|In(t)|

car Vo > 1,In(1 + z) < z, c’est encore vrai si t > n,e”!|In(t)| est C° positive sur R*
1

e”'|In(t)] ~ |In(t)| = Oo(\/%

) et ()

o RL o R

donc £ = e~t|In(t)

est intégrable sur R% , d’apres le TCD

“+o0
lim I, = / e In(t)dt = —
0

-1.44 |

2. Vn>1,1, = [Y"(1 - L)rdt

fn : R+ — R
On pose : t = (1- %)"ln(t) sit<./n est C?Vl positive. Soit t > 0 fixé,
0 0 sinon

dng € N/Vn > ng,t < /n
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est C3, (R4, R). Par ailleurs, Vn > 1,Vt > 0,t < \/n, | f,(t)| = exp(nln(1 — %) <e
D’aprés le TCD, e=** € £!(R4,R), donc

+oo 2
lim I, :/ et dt
0

n—-+oo

En posant t = y/ncos(f) et dt = —/nsin(6)dd
I, = \/ﬁ/2 sin(9)*"T1do = ?
0

A\On retiendra ’analogue entre le TCD et le théoréme d’interversion des limites en cas de

convergence normale,
+oo
lim E fn(t) E lim f,,(¢)
t—a t—)a
n=0

deés que 3(a,) ERY /Vn e NVt € 1

—+oo

)] < ap et Zan < 400

n=0

Jim [ pode= [ i g0

désque e : I — R/Vn e N,Vt € 1,|f,(t)] < ¢(t) indépendant du parametre et [, [o(t)]dt <
+00

10.4.2 Théoréme d’intégration termes a termes

Théoréme

Soit I un intervalle de R, Y f,, série de fonctions de I — K. on suppose :
1. Vn € N, f,, est intégrable sur I

2. > fn converge simplement vers S : [ — K C?\/[

3. Soit pour n € N,u,, = [, |fn(t)|dt, la SATP )" uy, f2f|fn| < 400

Alors S est intégrable sur I et ) |, ; fn converge, avec

/an t)dt = / dt:i/lfn(t)dt

n=0

+oo
Preuve :généralement pour intervertir > et [ ; revient a écrire :
k=0

+oo +oo
> / fult)dt = / IVOT
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si ces écritures ont un sens, ce qui signifie :

N—+oco N%+u>1 N%+a>1

N N
lim ) / fult)dt = /S(t)dt & lim [ S@t)= > fut)dt =0« lim [ Ry(t)=0
n=0"1 I n=0
Montrons d’abord que S € £1(I,K). Pour ce faire, on va montrer pour tout segment J C I
+00
JAECIZED o
I n=0

Mais pour ¢t € I, on peut avoir

+o00
D falt)] = +oo
n=0

Posons donc : Vt € J,¥n € N, g,,(t) = min( Y | fx(t)],|S(®)]),C%
k=0

Dans R, on a :

+oo
[S@ <Y I
k=0

+o0 n
SO = Y 15lt)] = ga®) = D 1] —_1S(1)
k=0 k=0

|S(t)| < Z | fx(t)] pour n suffisamment grand Z [f(@)] > |S(#)] et gn(t) =|S(t)]
k=0 k=0

Ainsi (g,,) converge simplement sur J vers |S|,C%, et Vn € N,0 < g, < |S| € £L}(J,K) car |S| C%,
sur J segment. D’aprés le TCD, lirJrr1 fJ lgn| = fJ |S], or
n—r+0o0o

n n +oo
IR TAED DY MITED S ATAED DY ATARRES
7 k=0""7 k=0"1 k=01

“+ o0
Lorsque n — 400, [;|S| < 3 up < 400. Ceci valant pour tout segment J C I, S € L(1,K) et
k=0

+oo
/|5| <Y u
I k=0

Ce résultat s’applique en remplagant S par Ry (t) € L1(I,K) et

“+o0
Ry| < [ |RNn| < — 0
[ani< [irni2 S w o

k=N+1

En pratique

On dispose a présent de 2 théorémes d’intégration termes & termes :
1. Sur un segment [a;b], pour une série de fonctions sur [a; b] qui converge uniformément

2. Sur un intervalle quelconque
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Remarque
On utilise fréquemment ce résultat pour calculer [, S(t)dt (S C}, € £L1(I,K)) : on développe
S en série de fonctions f,, et on intervertit. Dans le cas ou Vk € N, fi, > 0, on peut invoquer

le TCD pour les sommes partielles, car (S,) = Z fx(t) converge vers S et par positivité,

0<S, <SeLYK)

Exemples
1. Calculer
1 1
1 In(1—

1:/ In®) _/ (=) 5,

en posant u = 1 —t,du = —dt. L’intégrale I converge car
In(¢ 1 In(t

0< g ~o = In(t) = O(—) et 11mii1

vt €]0; 1, Zt" (—In(t

On pose f,(t) = t"(— ln( )),CQy sur J0; 1]
De plus |f, (1) = 00(%) et fu(®)] — 0= f, € £1(]0:1[,K). Formons, sachant f, > 0
—

1 t’n+1 1 1 tn+1
n — ntdt = —1In(t —dt
wo= [ a = B emol+ [ e
1 1
= /tndt
n+1 /g
_ 1
- (n+1)2

>, converge, donc on peut intervertir,

+oo

1 s
I:ZWZC(Q):F

n=0

) ) o (01 —» Ry
2. [, a%dz = [ e*™@dz. Soit z o ern@ 0 positive avec lime® ™) =1
0 N 1 z—0

X 2" In(z)"
Va €]0;1], f(z) = Zw

n!
n=0
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continue et intégrable sur |0; 1]

U, = /1 de
0

n!

i 117”111(:17)” .
- [ T

—_1\n x"‘H n 1
- ER e - i [ )
_ (_1)n+1 n ! n n—
= 0 n+1/0 2" In(z)" " da

1 1

= e — oG

> u, converge, on peut intervertir et
1 +o00o 1 nl n +oo —1)"
/xxdmz /wdxzz%
0 n=0"0 n. n=0 (n+1)
donc ,

1 +o0 n—1 1 —+oo
-1 d 1
0

n" o % n"

n=1 n=1

3. Exprimer sous forme d’une série pour a > 0

I /+°° sin(at) dt
0

et —1
S )0 400] — R 1 3 L
Soit ; oy sintan) S(t) —2 4 et S(t) < A5 = O(e™"), S est intégrable
sur R%

—t t —+oo
Yt > 0, S(t) = elLDEO;) — Z Sin(at)e—(n-‘rl)t
— €
n=0

fa(t) = sin(at)e ("Dt est CO(Ry, R) et f,(t) = O(%) donc f, € LY(R%,R). Soit

+oo “+oo t 1 +oo
0<u, = / |sin(at)|e” " Vtdt < |al / te= VGt = |a| ([ ——e (MDY Foop — / e~ (nt1)t

donc Y u,, converge, on peut intervertir

+oo +o00
I= Z/ sin(at)e” ("Dt gg
n=0"0

+o0 oo
/ sin(at)e”"Vtar = ]m(/ e aite= ()t gpy
0 0

1
= I _—
m(n—l—l—ia)
_ a
 (n+1)2+a?
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+o0 too
I= in(at)e "G =S %
/0 sin(at)e nz::o CESEE

10.5 Intégrale fonction d’un paramétre

10.5.1 Les théorémes
Position du probléme

f o IxA — C

(t,z) +—  f(t,x)
On cherche & définir F(z) [, f ; f(z,t)dt, I'intégrale fonction du paramétre z, et & étudier les pro-
priétés de F

Soit I un intervalle de R, A C C et

Théoréme de continuité

IxA — C

(t,x) — f(t,z)

1. Vo € At — f(t,x) est continue par morceaux

2. Vte I,z — f(t, x) est continue

3. 3¢ : I — Ry intégrable positive sur I/V(t,z) € I x A, |f(t,z)| < ¢(t), hypothése de
domination (indépendante du paramétre)

Alors Ao ¢ est continue sur A
x = [, f(tx)dt

Soit f , On Suppose :

Preuve : 3. implique que VY € At — f(t,z) € El(I K. F est donc définie sur A. Par ailleurs,
soit v € Aet (1) € AN/ hm Ty =1, Vn € N, F(z,) = [} f(t,zn)dt. En posant f,,(t) = f(t, z,),

elle est continue par morceaux intégrables sur I. Pour t € I fixé, d’apreés 2,

lim f,(t) = f(t,.%‘)

n—4oo
Yn e NVt € I, |fn(t)] < p(t), d’aprés le TCD, hIJIrl F(z,) = F(x), par caractérisation séquen-
n—-+oo

tielle de la continuité, F' est continue en x

Théoréme de Leibniz (dérivation)

f o IxA — C
(tz) — [f(t

L. Vo e At — f(t,x) € £L(1,K). On définit alors sur A, F(x) = [, f(t,x)dt

2. Vt € I,x+ f(t,x) est C'(A,C), on note sa dérivée 3L (t,x)

3. J¢1 : I — R, intégrable sur I tel que

Soit z) on suppose que

V(t,) € Tx A 2L (1,2 < r(0)

et t — g—i(t, x) est continue par morceaux sur A
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Alors F est C1(A,C) et Vo € A

F'(x)) —/Ig‘i(t,x)dt

Preuve : soit 79 € A et (h,) € RYN/Vn € Nyzg+h, € Aet lim h, =0

n—-+o0o
F(:L‘o + hn) — F(.T()) _ / f(t,LL'() + hn) - f(t7.%'0)dt
hn I hn
On pose g(z) = M, pour t fixé € I, d’apres 2 :
: _of 0
7L£T®gn(t) = a(t,xo),cM sur T
De plus d’aprés I'inégalité des accroissements finis,
of
[f(t, o+ hn) = f(t, o)l < sup  [Z=(t,2)] X |hn| < p2(t)[n]

veleoiwotha] 0T
donc |gn(t)| < p1(t), d’apres le TCD

lim F(Lﬂo‘th)*F(xo) :/5‘f
I

n—+o0o hn

%(t7 .’I’O)dt

D’aprés 2 et 3, le théoréme de continuité garantit alors que F’ est continue sur A

Corollaire

f i IxA — C
(t,z) — f(tx)

1. Vte I,x — f(t,x) est de classe CP sur A

Soit ,» € NU {400}. On suppose que :

2. Vk € [|0;p|],Vz € A, t — %(t,x) est continue par morceaux

3. Vk € [|0;p]],3px : T — Ry intégrable sur I/¥(t,z) € I x A, |24 (t,x)| < @i(t),
hypothése de domination indépendante du paramétre x
A — C

v o F(a)= [ f(t,z)de ot de classe CPet Vi € [[0pl], Vo € A
—JI ’

On peut définir

FO)(z) = / OF 4 )t
I

oxk

Remarque essentielle

Parfois on n’a pas domination Vz € A, mais seulement sur des segments [a;b] C A. Dans ce
cas, la fonction F' étant de classe CP sur les segments de A, elle l'est encore sur A
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Etude de la fonction gamma

Soit pour z € C, Re(z) >0
+o0
I'(z) :/ t*~letdt
0

. *
Fo C(: il};‘* : tz7§:€7t est continue , | f(z,t)| = tFe(z)~le=t,
Y

Soit a > 0 et Dy p = {z € C/a < Re(z) < b}

Soit

ettt > 1
1ot it >1

Vo € Doy, Vt > 0,|f(2,1)] <
<

dot V¢ > 0,]f(z,t)] < (t*7 ! +¢*"1)e~" fonction intégrale sur RY sur R%. I est continue sur Dg
d’aprés le théoréme de continuité, donc sur {z € C/Re(z) > 0}. De plus V¢ > 0,z +— f(z,t) est

C™® sur R7. V(x,t) € (]Rj_)Q &(w,t) _ (ln(t))kt:rfleft

) Dk

Soit [a;b] C R%,Va € [a;b],Vt > 0

k
TT | < | ime) B 1 )e = O

1 _
- oo [n()Feet = O

$2

t%*l)

¢y, est intégrable sur R d’apres le critére de Riemann.. I' est C*° sur les segments de R donc

R . 1 vient :
—+o0

Vo > 0,1 (z) = / t*Un(t)ke~tdt
0

I'(1) = [ I(t)etdt = lim ['(1— L) In(t)dt = —

t
0 n—+00 n
400
IM(z) = / t* Hn(t)%etdt > 0
0

T est strictement convexe, on a I'(1) = T'(2). D’aprés le théoréme de Rolle,
Je €]1;2[/T(c) =0
On a établit que Va > 0,T'(x + 1) = 2'(x), ce qui entrainait Yn € N,T'(n 4+ 1) = n!

ry_ et 1

€T x

De plus par croissance de IV, Vz > 2
I'(z)=T(2) + / I'(t)dt > 1+T"(2)(x — 2)
2

L(z) _ =T (x — 1) — 400 On a de plus le dévelop-

z z T—r+00

donc lim I'(z) = 400, de plus Vo > 1,
x——+0

pement suivant :

1 . -
m xe kl;[l(l—i- k)
+oo z
In(L(@) = ~In(e) ~7e > (n(1+ &~ )
k=0
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FIGURE 10.1 — La fonction gamma d’Euler et son prolongement sur R \ Z~

Ce qui permet d’en déduire :

Mz) 1 R
T(z) *’E*Vﬂ;k(km)

Enfin In(T)" = 1%' = In(T)" = %;p"z

Vo > 0,|I(z)]

—+oo
|/ In(t)t* et dt|

0

—+o0
/ |In(t)|Vte—le—tVtr—le—tdt
0

—+oo —+oo
/ In(t)2t*—le—tdt / tr—le—tdt
0 0

d’ouT’(z)? < T”(x)I'(x), donc In(T) est convexe. On peut montrer que In(T") est I'unique fonction
g telle que :

IN

IN

1. g est convexe sur R%}
2. Ve >0,9(x —1) — g(z) = In(z)
3. g(1)=0
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Remarque

I fllL = [; If] (resp. || fll2 = 1/ [; | f|?) s’appelle la norme de convergence en moyenne (resp.

en moyenne quadratique). On dit que (f,,) converge en moyenne sur I vers f si et seulement si

lim [, fu— /] =0

n—+-+oo

10.5.2 Calcul d’intégrale & paramétre
Remarque essentielle

Pour calculer une intégrale & paramétre, on a trés souvent intérét a la dérivée une ou plusieurs
fois, pour faire apparaitre :

* ou bien une fonction qu’on sait calculer

* ou bien une équation différentielle

Transformée de Laplace

Soit f continue par morceaux : R% — C, soit a € R, on suppose que L{ f}(a) = OJFOO e~ f(t)dt
converge (resp. converge absolument). On a verra dans les compléments que Vb > a :

L{f}(b) = /+OO e Pt f(t)dt converge
0 e

En cas de convergence absolue de £L{f}(a),Vb > a,Vt >0
e < e ] [ 2@

Comme YVt > 0,b — e % f(t) est continue L£{f} est continue sur [a;+oco[. De méme pour la
dérivation

Exemple

R xR: — R

(:E,t) N G*”sinc(t) est continue Vz >

L{sinc}(p) = f0+oo e‘pt%dt. Soit
0,t > 0,|f(z,t)] < e = O (%) et f(z,t) — 1
t—0

L{sinc} est définie. On a vu qu’on a semi-convergence en 0. Pour z > 0, soit

(n+1)7 in(t
om [ st

nm

—InTm

donc ) uy, et L{sinc} aussi, Dyygincy = Ry et a > 0,Vx > a,Vt > 0,Vk € N
YVt > 0,z +— f(z,t) est continue et Vk € N,Vx > 0,V¢t > 0

/ |sin(u)|du — 400
T Jo

n——+oo

k
%(w,tﬂ = |(-1)Ft" e " sin(t)] < tF e € LY(RY,R)
T
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L{sinc}(p) = 0+ooe Ptgin(t)dt = —Im(fJroo —tlp—) = L
d’ott en comparant les limites en +oo, 3¢ € R/Vz > 0 ﬁ{smc}( ) = 5 — arctan(p)
ALe théoréme de continuité ne s’applique en 0!!! Cependant on peut poser Yz > 0

(n+1)7 in(t
Un(p) :/ 67’”%6&

|e*pt%| < 1 est intégrable sur [n7; (n+ 1)7] donc u, est continue en 0. D’apreés la relation de
Chasles :

L{sinc}(p Z Un (P

est une série alternée car reste de signe constant sur les segments de la forme [n7; (n + 1)7] :

(n+1)7 ™ .
[un (p) :/ efpt|snl( )‘dt *pm/ e*puism(u) du
n 0

- U+ nmw

— ,—p(n+l)m T —pu Sin(“) du <
()] = 07 [ e S < fu )

d’ott YN € N,¥p > 0

—+o0
T 1
U, < |u x)| < <
3w < a0 < G €

Ainsi ) u, converge uniformément sur Ry et L{sinc} est continue en 0, d’ou

Foo ;
t
/ sin( )dt 7
o t 2

Transformée de Fourier
Soit f € LY(R), on définit
A +m .
for= [ rwe

R? = C .
(#)eiat Va € R,t — h(z,t) est continue par morceaux et |h(z,t)| =

(z,1) = f(t
|£(t)] intégrable donc t + h(z,t) € L}(R)

Soit

f(x) est définie sur R et continue

Vt € R,z — h(x,t) est continue et |h(z,t)| = |f(t)], ce qui justifie la continuité de f

Soit ¢ > 0,34 >0/ fR\H;” |f(t)|dt < 5 e

1
veeRIf@| < [ foe+

Ainsi 3X > 0/]z| > X, |f(z)] < e
lim f(z) =

|z]| =400
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T T T T T T T T
35 3 25 2 -15 -1 0.5 o o0& 18 2 25 3 35

Fi1GURE 10.2 — Fonction porte couramment utilisé en traitement du signal

Exemples
X[-1;1] - R — R
1. t — 1silz|<1 € LY(R,R)
t = 0 sinon
1 .
>%(w)=/ e dt = 2siz=0
-1
—ixt
€ .
= [ . ]!, sinon
_ 2sin(:c)
x
R - R
2 ! 2 €LY (R)
t = e 2

A +oo 12 )
flz) = / ez et

— 00

. 2
Vi€ R,z — e e~z = h(x,t est de classe C*°
3 . 2 2
Gl t) = | —ite™ e | = |tle™ € L(R)
D’aprés le théoréme de Leibniz, f est de classe C' sur R et

o [t —2 it o oo L o [T L2 i 2
fl(x) =14 —ze~Te Wdt =i(le”Te ™Y + iz e~ Te dt) = —xf(x)

— 00 — 00
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a 12 .
Va € R, f(x) = Ce™ "z, c’est un vecteur propre de la transformée de Fourier :

£(0) = /%o e T dt = \/5/:0 e du = /2

— 00

Ve e R, f(z) = e %

10.5.3 Théorémes de Fubini

Fubini sur un pavé

Soit f : [a;b] X [¢;d] — R ou C continue. On a :

/ab(/cd fla, t)dt)dx = /cd(/ab f(z, t)dr)dt = //[a;b]x[c;d} Fla, t)dzdt

Preuve : Fi(z) = f (z,t)dt est définie sur [a;b] et continue car Vt € [¢;d],t — f(x,t) est
continue et |f(z, t)\ < |Iflloo 1ntegrable sur [c;d]. Soit n > 1

b_aZFl
k=1

9Ib—a—
¢ ydt = / )" gn(t)dt
n
c k=1

Vi € [¢;d], gn(t) —> fj flz,t)dz, |gn(t)] < | flleo(b— a) intégrable sur [c;d] d’aprés le TCD et

n—-+oo
le CDR :
b b pd
/Fl(x,t)da: = //f(x,t)dtdm

/cd/abf(x,t)dxdt

Sur un intervalle quelconque (HP)

Soient I et J deux intervalles, sous réserve que les quantités écrites aient un sens, f :

IxJ—C,si
//|f(x7t)|dxdt ou //\f(x,t)|dtdx<+oo
1Jg JJI

Alors on peut intervertir :

[ [ ot~ [ [ sz~ [ [ soaa
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10.6 Compléments
10.6.1 Intégrale de Dirichlet (HP)

I:/ Sln(t)dt
0 t
D, : R — C

On a établit dans le cours que cette intégrale convergeait. On pose PN i cikt

k=—n
noyau de Dirichlet. D’apreés les théorémes généraux de la classe, cette application est de classe
C™ elle est aussi paire et 2m-périodique :

_t)zze—ikt Zezkt+zei:n>

k=—n k=—n

t+2ﬂ' Z ezk(t+27r — Z eikt:Dn(t)

k=—n k=—n
—7m‘, _ ei(n+1)t Sin(2n+1t)
vVt € R\ 27Z, D, ( . = 2
\ m Z e 1 — et SIH(%)
k=—n
L[ Dt = Z/ IRV S LI
2 ) " G k=—n *”e o k=—n,k#0 ik

™ 1 ™
/ ~ Y b wdt ==
0 2 —T

udonc%:@
u

2n+1
On pose u, = [, 2 = 2ntl

2

2n+l o T o n+1
un:/ ’ bm()dt_g/ wd“
0 0

2

: R — C sin(%)—%
Soit ® N 2 1 , Sp(u) — @

u  sin(%)

—2u
T 2r ~g 4+ — 0
gsin(g "0 73 0%

¢ est prolongeable en 0 en une fonction C! notée @, car elle y admet un dl; (0)

2 1cos(y) 1
2

I —_—— —— J—
wlu) = u? JrQSm(%) u—0 12

T 2n+1 cos(Ztly) cos(Zutly) -
/0 sin(2 L) p(u)du = (<52 o(u)lf - / N2 W oy du — 0
2 2

2 n—-+o0o

1 [ sin(Zxtly 1 (™ 2 1
unzf/ I(uQ)du:(/ si(n+ d+/D u)du)
2 Jo 2°Jo

“+oo
t
/ sin g — ™

2
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10.6.2 Transformée de Laplace (HP)
Définition

Soit f € C},4(Ry4,C), on définit la transformée de Laplace de la fonction f :
+oo
L) = [ = Flp)
0

Linéarité

Soient f,g € C3,(R4,C)

+00 +oo +oo
LO o)) = / PN (1) +(t))dt = A / (1)t + / e Pg(t)dt = AL{FH(p)+L{g} (p)
0 0 0
Injectivité
Soit g(t) = j;f e P f(u)du, continue dérivable Cj,, soit X >0

X X
/ MRt = / e~ (=) (1)t gy

0 0

X
_ / ef(fbfa)tg/(t)dt
0
X
= @+ [ b= @ g
0

b's
= g(X)em =X ¢ (h—q) / e~ 0= Dtg(1)dt
0

“+o0
—  (b—a) / e~ 0=ty (t)dt
0

X—+4+o0

“+o0
Wb > a, L{f}(b) = (b—a) / e (=)t g (1)t
0
On a vu ci-avant dans le cours que la transformée de Laplace d’une fonction continue était elle
h @ [0;1] — C
méme continue. On définit u = g(—In(u))siu#0

0 = L{f}@
lim g(—In(u)) = £(a), h € C°([0; 1])

z—0

+o0
Ve >0,L{f}(u+2z) = :c/o e “tg(t)dt
1
= x/ u¥g(—In(u))du
0
= x/ h(u)u™ tdu
0

Pour montrer I’injectivité de la transformée de Laplace, on va montrer que L{f} =0= f =0
car c’est une application linéaire. On le vérifie aisément pour les monomes, puis par linéarité
pour ’ensemble des polynémes. On considére ensuite de polynémes qui converge uniformément
vers h, il en existe d’aprés le théoréme de Weierstrass, ce qui permet ensuite de conclure
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Transformée de Laplace d’une dérivée

Soit f : R — C de classe C!, il vient par intégration par parties :

+o0
C{F YD) = [P DI +p / e P f(t)dt = pC{f}(p) — £(0)

Ce qui se généralise pour f de classe C" :

n—1

L{f Y p) = p"L{fHp) = D p T FR(0)

k=0

Transformée de Laplace d’une intégrale avec borne fonction d’un paramétre

Soit f une fonction positive continue sur [0;+oo[, Va > 0, on montre par intégration par
parties :

t 1 1 a
cf / F@)aho) = LU0 - / f(x)de

Dérivée d’une transformée de Laplace

Soit f une fonction continue pour laquelle la transformée de Laplace est définie. Les hypo-
théses du théoréme de convergence dominée de Lebesgue étant vérifiées, alors

Lt f(t) = (=1)"L{f} ™ (p)

10.6.3 Analyse complexe (HP)
Fonction analytique

Soit U un ouvert de C, on dit que f : U — C est analytique si et seulement si Vzg € U, f est
développable en série entiére au voisinage de z

Fonctions holomorphes

Soit U ouvert connexe par arcs de C, f : U — C, pour 2o € C, on dit que f est dérivable au
sens complexe si et seulement si :

lim f(z0+h) — f(z0)
h—0,heC h

= f'(=0) € C

On dit que f est C' au sens complexe (holomorphe) sur U si et seulement si elle est décroissante
au sens complexe sur U et f’ continue

Intégrale curviligne

f: I — C continue et v : [a;b] — U continue dérivable & dérivée continue par morceaux. On
pose

b
/ f(2)dz = / SO (1)t
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Si f = F' (Fest de classe C! au sens complexe)

b
/ f(2)dz = / F/(4()) (t)dt = F(7(b)) — F((a)

Si y(a) = ~(b) alors v est un lacet, fv f(z)dz =0 Soit f: D(0, R) — C une fonction de classe C*
au sens complexe sur D(0, R). Soit z € D(0, R) et on veut montrer la formule de Cauchy,

27 it 27 it
f(Z)/ L dt= J(re”) retdt
0

rett — z o ret—z
On définie ¢ [0;1] x [0;27]  — c © conti .
n défini 1) = f(AZJr(TleZ)L):BZ )eit €st continue e
g§Q¢y: (e ' Az + (1= Are't) = —reil f'(Az + (1 = Are'h)
ret —z

[0; 1] x [0; 27] est un compact et % y est continue, donc :

aM = sup |ﬁ()\,t)|

(Ast)ef0:1]x[0;27] OA
donc M étant intégrable, d’aprés le théoréme de dérivation, on montre que F’(\) = 0, donc F

est constante sur [0; 1] et par continuité de F' aussi en 1, donc F'(0) = F(1), en découle la formule
de Cauchy énoncée ci-avant.

27 it 27 27 00 _p
re dt z .
vm<n/ . ﬁ:/ 44i7:/ S Zemintgy
o Tret—z o 1—2— 0 rh

n n=0

| n

terme général d’'une SATP convergente, on peut intervertir série et

rn

+OO n :
On a ‘ Z %e—z7zt| < |z
n=0

intégraleiz

27 +00 o , +00 P 2m ]
/ E 76_1"tdt = E ey / e_mtdt
0 n=0 r n=0 r 0

T i +oo T
f(z) i ? f(ret)Teitdt:Z 1 ( 2 f(re”)emtdt)z”

T or reit — z 2mrm
0 oyt 0

donc f est développable en série entiére

Cl o C>

On a ainsi démontré que si f est de classe C! sur U alors elle y est analytiques, par conséquent
elle y est C*°. La réciproque est immédiate. On retrouve la méme formule pour les coefficients
du développement en séries entiéres que dans le cas réel
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10.6.4 Transformation de Fourrier

R — C

T fjooj f(t)et=tdt

On cherche & reconstituer f connaissant f. Si f est continue et f € £1(R). On veut évaluer en
fonction de f :

Soit f € L£L}(R) on rappelle la définition : !

o) = [ e s

définit car continue et f € L£*(R). Mais dans ce cas, on ne peut pas appliquer le théoréme de
Fubini car z — e**(t=%) n’est pas intégrable sur R. Pour pallier cet inconvénient, on forme pour
u€eR

Gu()\):/Rf(x)efiz"ef)‘lx‘dz

Le théoréme de continuité montre (|f(z)e~@te=Ml| = | f(x)e | < |f(z)] € LY(R)) que G,
est définie positive.

Gu(/\) = /R(/R f(t)eiztdt)eim(tfu)B,Ade

On définit : F(x,t) = f(t)eitei*=we= Mzl continue sur R2. Les hypothéses du théoréme de
Fubini sont vérifiées :

Gu(\) = /R /R e t=w ezl (1) dadt

+oo 0
I = / ez(i(tfu)f)\)dx + / 6$(i(t7u)+)\)dx
0 —0o0

1 1
= M titt—w T tit—w
B 2
EE e—

d’ou
Gu(y) = A——iﬂ——fww

oo 2
= / mf(v+u)dv

e 2 _ 7+°°>\(f(u+v)—f(u))
Gu()\)—Q/_OO mdv = 2/ Ep dv

A t) S
A2 + v2

— 00

Gy(\) —2f(u)m

I
—

— 00

Soit € > 0,3a > 0, si |[v| < a alors |f(u+v) — f(u)| < & . Supposons de plus f bornée sur R

St v) = fv) / flu+tv) = f(v)
-2 = 2 =~ 7 -7 AT e JAE
IGu(N) — 27 f (u))| | At R\[_w]A Jepn
2X [ dv < dv
< =/ = A _w
~ Ar /,CY)\2—5-1)2+8”fH /,OOAQ—H)Q
< ¢
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Ainsi |Gy (N\) — 27 f(u)| < e, par continuité, quand A — 0

—+oo

olw) =20f(u) = [ fla)e s

— 00

On a injectivité de la transformée de Fourrier : si f est continue, bornée et intégrable alors
f=0=f=0
On suppose dorénavant que f est de classe C? et que f, f' et f” € L1(R).

1
_ — / d /
W@.MMIAf@ﬂSAUI
donc f est bornée sur R

I

Lemme si f et f/ € L1(R) alors lﬁlf(t) =0.Soit X € R
t

X “+00
1) =10+ [ rwa — 10+ [ o

f admet une limite [ en +o00, or f est intégrable donc [ = 0, d’aprés le critére de Riemann :

[ et =10z - L [ pestar = - L [ poeta

e iz
donc f(zx) = =& [, f'(t)e’™dt et |f(x)| < & [,|f"| Aot f € LY(R), la formule d’inversion
S apphque
Calculons la transformée de Fourier de e~ ot a > 0

) . 1 1 2
f(w):/efamemdt: _ - =
R

a+ix a—ir a?—x?

La formule d’inversion fournit :

+o0 2
_ a —
2me~lul = 5 5€ W
a® +x

— 00

10.6.5 Séries de Fourier
Définition

Soit f une fonction continue par morceaux (intégrable sur [0; 27] suffirait) 2m-périodique, on
cherche & écrire (en un sens & préciser)

t) = g et = co + cret + c_1e” 4 o 4 c_ge 2 4 .
keZ

La fréquence d’une harmonique est un multiple entier de la fréquence du fondamental. Comme
e, + R —

t —
L’idée de Fourier est par orthogonalité que les

pour e(z%t pour k € Z est orthonormée pour (f|g) = 027r fg

1 ikt
Ck:(5k|f)=§ ; ft)e "*tdt
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Notons G = Vect[eg]rez combinaison linéaire fini de €, polynomes trigonométriques 2m-périodique.
Soit f continue par morceaux 2m pério@ique. Jg continue 27 périodique / || f —g[l2 < 5. D’apres
le théoréeme de Weierstrass trigonométrique, 3h € G/|lg —hlloc < 5 et [[g—hll2 < [lg— Dl < 5,
d’ot finalement [|f — hl[s < ¢

G est dense dans CQ ,,

Formule de Parseval

Sl =5 [ 1P

kEZ

Calcul de ((2p)

Soit f: R — R, 27-périodique impaire telle que Vt €]0; [, f(¢t) = 1 et f(0) =0 = f(x)

oe-

06

0.44

0.2

024

044

064

0E4

F1GURE 10.3 — Fonction créneau
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wlh) = o5 [ s

= % 7; f(t) cos(kt)dt — i /7; f(t) sin(kt)dt
= —?z OTr f(t) sin(kt)dt

1 .
= 7;/0 sin(kt)dt
= 0sik=0
i cos(kt)
= 7k

|0 sinon

Or 5= [T |f(®)|?dt = 1, la formule de

2r J—m

Onaco=0cetVpeZcoy(f) =0et copy1 =
Parseval permet alors de conclure que :

2
2p+1)7”

+oo 7_[_2
@=>%
n=1

Plus généralement, en démontrant les deux lemmes suivants : une fonction continue par morceaux
27 périodique admet une primitive 27 périodique si et seulement si fo% ft)dt =0 et cx(g') =
ikcy(g). On peut alors généraliser par récurrence, on trouve alors

(— 1)p+1 szﬂ-Q;vQQp— 1
(2p)!

Vp e N, ((2p) =

ou B,, désigne les nombres de Bernoulli
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11.1 Produit scalaire

11.1.1 Définition

Définition

() : E?

Soit E un R-espace vectoriel, on dit que (@

néaire symétrique (fbs) si et seulement si :
1. V(z;y;2) € B3, VX € R, (A\x + y|2) = Mz|2) + (y|2)
2. V(wyy) € E% (zly) = (ylz)

5
) = (z[y)

est une forme bili-
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Formes quadratiques

. . E —- R . .
On lui associe forme quadratique associée
x = (z|x)

Produit scalaire

Une forme bilinéaire symétrique est un produit scalaire si et seulement si sa forme qua-
dratique associée est définie positive

1. V(z;9;2) € B3, VA € R, (A\x + y|2) = Mz|2) + (y|2)
2. V(z;y) € E?, (2]y) = (ylv)
3. Vx € E, (z|z) =q(x) >0
4. Ve e E,(zlx)=0=2=0
On a donc Vz € E'\ {0}, (z]z) >0

Norme associée a un produit scalaire

On définie la norme quadratique associée au produit scalaire :

[zll2 = V/(zlz) = Vq(x)

Produit scalaire complexe (HP)

Si E est un C-espace vectoriel, on dit que (.|.) : E? — C est un produit scalaire complexe
si et seulement si :

1. (.].) est linéaire par rapport a la seconde variable

2. Y(z;y) € E?, (y|z) = (z|y)
3. Vo e B\ {0}, (z|z) >0

Exemples
(|) : (R™)2 — R

((x1552n), (Y15 -50n)) — 2 il
i=1

1. Produit scalaire canonique de R™,

2. Produit scalaire canonique de C™

(2135 20), (Y153 Yn)) = Z:c‘lyl

Dans les 2 cas
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() 12 — R
3. Dans 2, oo suites de carré sommables, série convergente car

(uplvn) = D upvn
n=0
+oo

|unvn| < %(|un|2 + |Un|2) (resp. Z u_nvn)
n=0

4. Soit E = C([a;b],R)

b b
(flg) = / fgydt  (resp. / F()g(t)de)

5. Soit E = L2(I)NCO(I)
(flg) =/Ifg (resp. /Ifg

6. Soit I intervalle de R et w : I — R, continue positive (ou qui ne s’annule qu’en un nombre
fini de points) et telle que :

VEk € N t — tFw(k) € £1(1)

On définit sur R[X] (resp. C[X])

(PIQ) = /P t)dt ( resp. /PQw

Soit P € R[X] P|P J; P( t)dt >0
(P|IP)=0= fI 2w(t)dt = 0 :> P2 =0= P =0, car w > 0 sur une partie infinie. On
dit que (.].) est un produit scalaire a poids. Sur I = [0;1], on peut w =1 et
Plo)- | Po
[051]
Sur I =] — 1;1], on peut prendre w(t) = 11%2
1
P(t)Q(t)
P = ———=dt
Pl - [ T
Sur R, on prend w(t) = e~*
+oo
(PlQ) = P(t)Q(t)e " dt

0

Sur R, on prend w(t) = e~ 7

+o0 2
(PIQ) = / P(HQ(t)e

—0o0
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11.1.2 Propriétés

Propriétés générales

1. V(\,z) € R x E,q(Ax) = M\2q(z) (resp. |A\|?q(x)). En particulier : ¢(—x) = q(x) et
[Azllz = [A] x |22

2. Vx € E,(2|0) = (0]z) =0 et ¢(0) =0

3. Identités de polarisation :
=+ ylI* = llz[* + ly|* + 2(z]y) (resp. 2Re(z[y))
lz = yll2 = llz[I* + [lyl|* — 2(z]y)
(zly) = %(le +yl? = llzl* = llylI*) = i(llx +yl? =z —yl*)
4. Identité du parallélogramme :

lz + yl* + llz — yl* = 2([l=[* + llylI*)

Inégalité de Cauchy-Schwarz, Minkowski

Soit (.|.) une forme bilinéaire symétrique positive sur F, on a V(z;y) € E?
L |(z|y)] < |z]l2 % |lyll2 Cauchy-Schwartz
2. [z +yll2 < |lzll2 + llyll2 Minkowski

Si de plus (.|.) est un produit scalaire on a égalité dans Cauchy-Schwartz si et seulement si
(z;y) est lice. Pour Minkowski si et seulement si =0 ou IA > 0,y = Az

Preuve :
R — R
A gl Ay) = Izl + Alyl* + 2M(2]y)
C’est un trinéme du second degré en A de signe constant sur R
A =A(zly)? — 4flz)? x [ly]* < 0= [(z]y)] < [|l=[l]ly]
2. o +yl? = ll=l” + llyl* + 2(zly) < =1+ lylI* + 2ll=llly] = (] + ly])>
Cas d’égalité : si (.].) est un produit scalaire, si on a égalité dans Cauchy-Schwartz,

1. Onnote ¢(z) = (z|z) = ||x||2. Formons

A=0= I ER/|lz+ Nyl =0
donc x = A\gy, réciproque immédiate.

Pour Minkowski (zly) = e[|yl done 3 € R/z = uy et (xly) = Mzl]? = [zlly]l = 0, d'on
w>0

Cas complexe

C’est encore vrai pour un produit scalaire complexe, on le démontre en posant :
i0
(zly) = [(z[y)le"
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donc |(z|y)| = e (z]y) = (e”|y) € Ry.
On forme alors foioR = . R
A= g€z 4+ My) = [|lz)? 4 20 (xly)| + Nyl > 0

Exemple

Si (an), (by) €12

+oo “+o00 400 +oo
n=0

n=0 n=0 n=0

Remarque

L’inégalité de Minkowski, montre que ||.||2 est une norme (semi-norme dans le cas d’une forme
quadratique positive)

11.1.3 Orthogonalité

Définitions

Soit (.].) une forme bilinéaire symétrique sur E
1. V(zyy) e B2,z Ly < (zly) =0
2. Soit A une partie de E, on définit :

At ={x € E/Va € A, (z]a) =0} = ﬂ at
acA

3. On dit que deux parties de E, A et B sont orthogonales si et seulement si V(a;b) €
A x B, (a|b) = 0 si et seulement si A C B si et seulement si B C A

Propriétés

1. {0} = E et si (.|.) est un produit scalaire, E+ = {0}
2. Si A C Balors Bt C A+

3. Pour toute partie A de E, A" est un sous-espace vectoriel de E,
Al =Veet(A+  Ac (AH)*t
4. Si F et G sont deux sous-espace vectoriel de E

(F+G)t=Ftnet FL4Gtc(Fna)*t

Preuve :
1. Vz € E,(z]|0) = 0 donc = € {0}* et {0} = E.Si x € E+,(z|z) = 0 = 2 = 0 (produit
scalaire)
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2. AC B, soit z € Btetac ACB,(z|a) =0, donc x € A+

3. Va€ E,at = {z € E/(a]z) = 0} = Ker(f,), avec f, = (a|x) sous-espace vectoriel de E et
AJ_ — m at
acA
Remarque : si a # 0, f, # 0 (car f,(a) = ||a||? > 0) donc a* est un hyperplan. D’autre part
A C Vect(A), donc Vect(A)t € Atetsiz € AL, Vn € N,V(a1;...;a,) € A%, V(155 \,) €

RTL
(.T| i)\lal> = i)\l(aﬂal) =0
i=1 i=1

car z € At et 2 € (Vect(A))*. Enfin, Va € A,Vx € AL, (z|z) = 0 donc a € A+

F CF+G
4. = F+GrcFinGt
{G cCF+G ( )
Soit x € FX NG+, V(y,2) € F x G, (z|y + 2) = (z|y) + (z]2) = 0,7 € (F + G)*
F F
Enfin 41 ¢ C = FLUuGt c (FNG)t et FX+ Gt =Vect(FFUGY) C (FNG)*
FNGcaG
AEn dimension infinie, on peut avoir F' ¢ (F+)+, soit dans R[X]
1
Pla)= | PoQw
0
H = XR[X]={XP/P e R[X]} ={A € R[X]/A(0) =0}
hyperplan, noyau de la forme linéaire non nulle A — A(0). Soit P € H*, comme XP € H
1
(P|IXP)=0 :/ tP(t)%dt
0
+ tP(t)? est nulle sur ]0;1], donc P = 0 (s’annule sur ]0;1]). Ainsi H+ = {0} et
H g (HY)*" =R[X]
Remarque

Si E est un espace muni d’un produit scalaire, on dit que c’est un espace préhilbertien,
euclidien s’il est de dimension finie. Un espace hilbertien est un espace complet muni d’un produit
scalaire

11.1.4 Familles orthogonales

Définition

Soit (E, ||.||2) un espace préhilbertien, on dit que (z;);er est orthogonale (resp. orthonor-
mée) :

L V(i j) € I?i#j= (xilr;) =0

2. resp. V(’Lh]) € 12, (l’7|l’j) = 61',]'

Une famille orthonormée est une famille o tout les vecteurs ont la méme norme, 1
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Théoréme

Une famille orthogonale ne comprenant pas 0 (en particulier une famille orthonormée)
est libre

Preuve : soit (\;) € RY) (a support fini, {i € I/\; # 0} est fini)

> Ami=0 = Viel (x| Nai)=0

el iel
= ) Mzl =0
iel
= Nlz*=0
= )\j =0

Exemples

1. La base canonique est une b.o.n de R"

2. Dans 2, soit pour p € N, €, = (6, p)nen = (0;...;0;1;0; ...; 0), (ep) est o.n. Notons que
Vectleplpen = {(un)/Ino € N,Vn > ng, u,, = 0} # 12

et (ep) n’est pas une base de [?

3. Soit E = {f € C°(R,R), 2r—périodique } muni de (f|g) = 5 fo% fg
e, : R — C

Soit n € Z, ¢ s gint

1 2 .
Y(n,m) € Z%, (enlem) = ﬂ/ etm=m)t gt
0

Or (eplem) =1sim=n= —[M

2m ](2)7T =0 SiHOIl’ (en)nez est o.n

i(m—n)

Vecteur unitaire, normalisé

On dit que x € E est unitaire (ou normalisé) si et seulement si ||z|| = 1. Pour = # 0, E
et _H%\I sont les seuls unitaires colinéaires & x

Théoréme de Pythagore

Soit (x1;...; ) une famille orthogonale, on a :

n n
1Y @ill® =l
i=1 i=1

365 MP* B.Dufour—Jules



11.1. PRODUIT SCALAIRE CHAPITRE 11. ESPACES PREHILBERTIENS

Preuve :

n n n
1D mll? = Q_wl) =)
i=1 i=1 =1

= > (wilay)
1<ij<n
n
= )l
i=1
Remarque

On a la réciproque pour n =2, on a :
1 + @ol* = [la1]* + |22 & (z1]22) =0

C’est faux pour n > 3

11.1.5 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
Théoréme

Soit (E,|.||2) un espace préhilbertien et (z1;...;2,) (resp. (,)nen) une famille libre. On
cherche a construire (f1;...; fn) (resp. (fn)nen) tel que :

1. (f1;..; fn) (resp. (fn)nen) est orthogonale

2. Vect[fr]renp (resp. € N) € Vect[zy;...; 2,]

3. La coordonnée de fj, selon zj vaut 1

Supposons qu’une telle famille existe. La matrice de (f1;...; f) dans (z1;...;2,) est alors trian-
gulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale :

1 *x
A= 0 -, x| € GLn(R)
0 0 1

donc (f1;...; fn) est une base de Vect[zy;...;x,]. De plus Vk € [|1;n]] (vesp. € N)
Vect[fr;...; fu] = Vect[z1;...;xn] = F
Nécessairement f; = x1. Soit k € [|1;n — 1] (resp. € N), supposons (f1;...; fn) définie et unique :
k
frrr = e+ Y ajnf;
j=1
Vi € (|G Kl (frralfi) = 0 & (wpaalfi) = —urllfill® car (fi;...; fn) est orthogonale si et seule-

ment si :
_ (zrsalfi)
ai,k - 2
1 £l
d’ott I'unicité en cas d’existence, réciproquement en définissant ainsi (f1;...; fn) par récurrence,
en remontant les calculs, les 3 conditions sont satisfaites
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En bref

Le procédé de Gram-Schmidt donne un procédé algorithmique pour orthonormalisé une
famille libre (x1;...;2,) ¢

—

ES
|

—
—

8
>

o
N

fi=

et Vk € [|1;n]], fx =

|l 1H

21

Pour construire une telle famille, on normalise le premier vecteur, puis pour construire les
autres, on prend le k-iéme vecteur moins la somme sur les vecteurs précédemment construit,
puis on normalise

Théoréme

Soit (21;...; xn) (resp. (z)nen) une famille libre dans un espace préhilbertie, une famille
(a1; ;) (resp. (an)nen € (R*)™ (resp. (R*)N). Il existe alors une unique famille de vecteurs

(€1;...;6n) (resp. (€n)nen)
1. VEk € [|1;n|] (resp. € N), e;, € Vect(zy)
2. La famille ¢; est orthogonale

3. La coordonnée de ¢; selon x; vaut «;

Preuve : utiliser le procédé de Gram-Schmidt

Remarque

Il existe une famille orthonormée vérifiant 1. et 2. et Vi € [|1;n|] (resp. N), la coordonnée de
g; selon o; strictement positive

Polynoémes orthogonaux

Soit (P|Q) = [; P( w(t)dt un produit scalaire & poids sur R[X]. On part de la base cano-
nique (X™)nen, on se donne (an)neN € (R*)N. 3I(P,) orthogonale telle que Vn € N,deg(P,) =n
et la coordonnée de P, est a,,. Vn € N, P, admet une n racines simples € 1
Preuve : notons d’abors que Vn > 1, P, € Vect[Po, i Pu_q]t = Ry, _1[X]*. Notons (aq;...;ap)
les racines avec changement de signe de P, sur I (si P, ne s’annule par sur I ,p =10). Soit

P

QX)=]][(X —),Q=1sip=0

i=1
Si n = 0 ’énoncé est vrai
Sin > 1, supposons p < n — 1. Comme Vi € [|1;p|], ; est racine de P,, de multiplicité impaire
alors PQ garde un signe constant sur [ et

(QIP,) = /I(QPn)(t)w(t)dt =0

QP,w est continue de signe constant sur I. Ainsi V¢ € I, (P,Q)(¢t)w(t) = 0 donc P,Q = 0, car w
est non nulle sur une partie infinie. Nécessairement p = n
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Formule de Rodrigue

H(ﬂna7naAn) € Rn/vn eN

Bnpn-&-Q - (X - fYn)Pn—i-l - AnPn

Preuve : deg(X P,11) = n + 2, donc I(\g;...; Ana2) € (R*)"H3, tel que

n+2
XPui1=) AP,
1=0

Sin > 1, soit j € [|0;n — 1]]
(XPualP) = [ PO OOyt = (Pra | XP) =0
I

car P,y1 € R,[X]*. Par ailleurs, par orthogonalité,
(X Pos1lPy) = N[ Pj|P =0=X; =0
Polynémes de Legendre

Soit pour n € N, L, = 5 ((X2—1)")(™)_ Par conséquent Vn € N, deg L,, = net v(L,) = 2!

2nn!

(PIL.) — /:P@MAﬂﬁ
1 1

= G (POWE =D)L = [Py - 1pm) e Da

21! -1

D /1 PM(#)(t? — 1)"dt

2nnl )

(_1)n n 2 n
= P - 1))

Le calcul montre alors que la famille (L,,),ecn est orthogonale et que

2
2n+1

ILall3 =

De plus, par récurrence triviale et en appliquant le théoréme de Rolle, on obtient que L,, admet
n racines simples sur R

En utilisant le fait que pour un produit scalaire a poids on est (X P|Q) = (P|XQ), on montre
que :

n -+ 2 2

— "L,
3 T

XLpy1 = —_—
i 2n+1)|[ L, 13

1 2 1
La famille (L, n2+ ) est une famille totale, d’aprés le théoréme de Weierstrass, car Vect(L, n2+ )

est dense dans (C°([—1;1],R), ||.||), donc pour ||.||2
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\.
\
\‘ LK ’ Ve
\\ T 0.44 /’ //
\ I / //"
AN /
T / T T T T T T T
A1 79 08 \ 04 02 0z 04 // 06 /, 08 1
/ Y d
/ . 02
/ < ey
’,r’ ~— 0.4 -/{_)_//' ~—~
/ N

Lorsqu’on s’'impose Vn € N,v(P,,) = 1, 8, = 1 par identification et
[ Pana]?

Remarque
On a généralement pour un produit scalaire a poids : (A|BC) = (AB|C)
(X P, n+1 |P n)

(XPuya|Po) = Yal Pasa|* = v =
. La formule de Rodrigue permet donc de calculer les (P,) par

(XPnJrl‘Pn)

De méme An = HPTL”2
récurrence
pour (P, Q) € R[X]?, en posant t = cos(f), dt = —sin(0)db, 0 €]0; |

1

Exemple
I=]-1;1[w(t) = AR
et 0 <sinf =+/1—¢?
1
P)Q(t)
PlO) = RAA AN
(Plo) - [ S
Soit T}, le n-iéme polynome de Tchebychev, deg(T},) = n, y(T,,) = 2" et Ty =1
Vn # m, (T,|Tm) = / cos(nf) cos(md)dfd = 0
0
T
2

(T,) est I'unique suite de polyndmes orthogonaux tel que Vn € N*, v(T},) = 2"~}
do =

dt = /7T P(cos0)Q(cos 6)db
0

T 1+ cos(2nd)
2

Ici T2 =2XT, 11 — T,. Enfin
T2 = / cos(nf)?df = /
0 0
MP* B.Dufour—Jules
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Lemme des Mines (HP)
Soit E un espace euclidien, (e1;...; e,) une famille libre telle que

P

Vo € E,|jz||* = Z(m|ei)2

i=1

p
Soit @ € Vect[er;...ep]t, ||z]|? = Y. (z]ei)? = 0 = = 0, donc la famille est génératrice. Soit

. =1
J €l pl]
P p
lel1? = (ejlen)* = llesI* + > (ejlen)* > lle;l*
1=1 i=1,i#j

donc |le;|| < 1. Soit H = Veect[e;]i;, hyperplan. Soit « unitaire orthogonal 4 H : Vi # j, (z]e;) = 0

P

lzl® =D (zlen)? = (ale;)® = 1 < [lz]lles

i=1

donc ||e;]|> =1 = |le;|| = 1, donc en reportant, Vi # j(e;le;) = 0

11.1.6 Bases orthonormeées

Théoréme

Soit (E,|.||) un espace préhilbertien de dimension finie n € N*. D’aprés le procédé de

Gram-Schmidyt, il existe une b.o.n de E
n n
1. Soit * € E,z = Y m;e; alors z; = (e;]z) et ||z]|> = Y. 2? (|z;)* dans le cas d’un
i=1 i=1
produit scalaire)

2. Soit (x;y) € E?, ot alors

n n
(zly) = Z%‘yz‘ (resp. Zfz‘yz‘)
=1 =1

Preuve :
L Vj e [[Linll (ejlx) = X zilejles) =ajet 2P = > wajlele;) = 3 af
=1 (.)€l 1;n[]? =1
n n
2. (zly) = 21 , 19€i$j(€i|ej) =Y Ty
1=17j=
Remarque

Le produit scalaire dans une b.o.n s’exprime comme le produit scalaire canonique dans la
base canonique de R™
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11.2 Supplémentaire orthogonal

11.2.1 Existence éventuelle

Théoréme

Soit (E,||.]|) un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de E
1. On a toujours F N F*+ = {0} et F C (FH)*
2. Si E=F@F*, onnote E=F @ [+ (somme directe orthogonale). On a alors

F = (FJ_)J_

Dans ce cas on dit que F posséde un unique supplémentaire orthogonal : F+

Preuve :

L.Size FNF (z[2) =0=2=0

2. Si E=F @ F*, soit x € (F*)*, on peut décomposer : z = x; + 22/x1 € F et 2o € '+
Comme z € (F)L, (z]z2) = 0 = (z1]z2) + ||l22/|?, donc 29 = 0 et z = x; € F. Ainsi
F=(Ft)t
A\En dimension finie, on a toujours E = F®F+. Ce n’est pas forcément le cas en dimension
infinie ! ¢f R[X] muni de (P|Q) = fol P#)Q(t)dt. Onavuque XR[X|=H,H ¢ (HY)! =
R[X] donc H n’admet pas de supplémentaire orthogonal (H+ = {0})

Projections et symétries orthogonale

Soit F un sous-espace vectoriel de E admettant un supplémentaire orthogonal. On peut
définir pr la projection orthogonale sur F (parallélement & F ) et sy la symétrie orthogonale
(parallélement & F1), x — pp(z) € F+. D’aprés le théoréme de Pythagore :

1]1* = llpr @)II* + |2 = pr()|* = llsF (=)
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11.2.2 Caractérisation métrique

Théoréme

Soit (E,||.]|) espace préhilbertien, F un sous-espace vectoriel de E. Les propositions sui-
vantes sont équivalentes :

1. F admet un supplémentaire orthogonal

2.Vzxe E,Jye F/||lz—y|| =d(xz,F)
Dans ce cas, y = pr(x) et c’est 'unique vecteur de F vérifiant 2.

Preuve :
1. = 2. soit « € E, on peut définir pgr(z), soit z € F', on veut montrer que ||z — pp(z)|| < ||z — ||
- eF
On a 2= pr(@) d’aprés le théoréme de Pythagore

r—pp(z) € Ft
lz = 21* = & = pr@)I* + Iz = pr(@)|* > |lz — pr(2)|?
On a égalité si et seulement si ||z — pr(7)||? =0 & 2 = pp(x). Ainsi
d(z, F) = |lz — pr(2)]|
2. = 1. Soit * € E et y € F/d(z,F) = ||z — y|. Montrons que = —y € F+. Soit z € F

VieRy+tzeF = |lz—(y+t2)|> >z —yl
= o —yl? = 2t(x — yl2) + 2|12]* > ||z — y|?
= 2z —y|z) + 12> >0
= t||z||2—2(x—y\z) >0,Vt >0

quand t — 0, (x — y|z) < 0. Ce résultat vaut aussi pour —z, donc (z — y|z) = 0, d’on

t=y+z—yycFetycFor—ycFt=>E=FagFt

Cas de la dimension finie

Soit F un sous-espace de E. Soit (£1;...;¢,) une b.o.n de F. On a
1. Vx € B,z — Y (ci|r)e; € F+
i=1

3

2. E=F@F* pr(z) =Y (ci|r)e;
i=1

3. d(x, F)? = ||z = pr(z)|* = [lz|* = llpr(2)]* = =] — Zl(&-lfm)2

1=

n
Preuve : soit 2’ = x — Y (g;|7)e;, comme F = Vect|ey;...;€,], pour montrer ' € F1 il suffit
i=1
n
de montrer que Vj € [|1;n[], (g;]z") = 0. Or (&}[2") = (gj|z) — _ (eilz) (g]ei) = (e5]z) —(g]x) =0
=1

?
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donc ¢’ € FL. Ainsi

Vo€ B,z = Z(Eﬂx)a'i + 2/, donc E=F @ F*
i=1

et pr(x) = Y (ei|z)e;. Enfin, d’aprés le théoréme de Pythagore
i=1

lpr(@)|? + llz = pr(2)|* = |||

Exemples

1. Droite vectorielle : F' = Vect[u], ||u|| =1 alors Vz € E,pp(z) = (u|z)u

2. Orthogonal d’une droite : pp.(z) = x — pr(x) =  — (z|u)u. On notera que :

Ve € E,x = pp(x) + ppa(x)

Remarque

Pour un produit scalaire complexe, on a :
n
lz = pe(@)|* =Y (eilx)?
i=1

Inégalité de Bessel

Soit (8’il en existe) (&;);cr une famille orthonormée dénombrable (donc E est de dimension
infinie). Alors ((g;|7)?)icr est sommable et

> (eil2)? < Jlalf?

i€l

Preuve : soit J partie finie de I et F' = Vect(e;)ies. On peut appliquer la proposition précé-

dente A F :
> (Eil)? = lpr@)” = l)? = lz = pr(2)|® < ||?
ieJ

ce qui établit la sommabilité et 'inégalité de Bessel

11.2.3 Famille totale

Théoréme-définition

Soit (E,||.|l2) un espace préhilbertien, (g;);c; une famille orthonormée. Notons G =
Vectleiier
Vz € E, Z(ai|x)2 = ||z||2 égalité de Parseval < G = F
iel
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Dans ce cas, on dit que la famille (g;);cs est totale, on a si I = N*

||Z sila)es —ala — 0
+oo

La série Y (gi|z)e; converge vers = en ||.||2

Preuve : quitté & énumérer I, on peut supposer I = N*. Notons Vn € N*| F,, = Vect[e1;...;€,),G =

U FE,
n>1
n n

Vo € E,pr, (@) = ) _(aile)e et Jal* =) (eile)® = |z —pr(2)]?

i=1 =1

SiG=F :soit e > 0,3y € G/||lz —yll2 < Ve et IN € N/y € Fy, alors |z — pp, (2)||3 <
lz—yl3 <e

n

lz)® =D (eil2)® < €

=1
N N
doit Vn > N, [lz]* — e < 3 (eil2)? < 3 (eil2)? < |z
i=1 L

=1

n +oo

Jim Y (ele)? = Y (i) = ol

i=1 i=1

N
Réciproque : soit z € E,3IN € N/||z|? — ¢ < Y (ei]x)? < ||z et
E— i=1

N
lz = pr, (@)|° = ll|* =D (eil2)* < &
i=1
Ceci prouve que : E = G, enfin
n n
2 2 2
e = S = el - D), 0
Exemples
+oo
1. Dans /% muni de ||(u,)|]2 = 1/ > u2. Soit pour p € N, e, = (0, p)nen est o.n, soit
n=0

G = Vect[ep|pen = { suites réelles nulles & partir d’un certain rang }
Soit u = (uy)nen € 2. Soit pour N € N, Viy = (U5 N )nen Ol Uy N = Uy, sin < N et 0 sinon

lu—vnll2 =
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Ainsi lim vy = u au sens de ||.||2 et G = 2. Ici I'égalité de Parseval s’écrit :
N—+oc0o

—+oo

—+oo
[ull3 =D up = (enlu)?
n=0

n=0

2. Soit segment [a;b] et w : [a;b] — Ry continue tel que {t € [a;b]/w(t) > 0} est infini. Soit
E =C%a;b],R) muni de :

b
(flg) = / gDyt

[a;0] — R .
+ o gn G = Vect|fn]nen, famille ortho-

normale obtenu par le procédé de Gram-Schmidt, est ’ensemble des fonctions polynomes
sur [a;b]. Soit f € E, d’apreés le théoréme de Weierstrass,

semi-norme sur E. Soit pour n € N, Jr

H(Pn) € GN/” _1> +OOHPn - f”oo,[a;b] =0

b
1P = £113 = / (Po = H)®)*w(t)dt < (b= a)llwlloc, | Pn = flZ @)

Dans (E, ||.|[2),G = E et (fu)nen est totale dans E

Théoréme

Si la famille (e;)ics est totale dans (E, |.||2), soit G = Vect[e;]icr alors G+ = {0} et si
(z,y) € E? vérifient Vi € I, (x]e;) = (yle;) alors z =y

Preuve : si z € G, ||z]|2 = Y. (]e;)? = 0 donc = = 0, puis on applique & z — y
iel
On a la réciproque dans les espaces de Hilbert

11.2.4 Déterminant de Gram (HP)

Définition

Soit (E,||.]|]2) un espace préhilbertien, (z1;...;x,) € EP. on lui associe la matrice de
Gram :

(@ilz1)  (zalze) ... (z1]zp)
Gram(zy;..;xp) = (362!961) (w222) . € M,y(R)
(xpixl) ‘ (xpixp)

matrice symétrique et Gram(z1;...;2,) = det(Gram(z1;...;xp))
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Théoréme

1. (z1;...;xp) est libre si et seulement si Gram(z1;...;x,) # 0, ce qu’on suppose par la
suite. On note F' = Vect[z:;...z))
(z1ler) ... (xpler)
2. Soit (€1;...;6p) une b.on de F et P =P,,_,,, = : :
(x1lep) oo (xplep)
On a Gram(z1;...;xp) = P x P. Gram(z1;...;x,) = (det(P))? > 0
3. Soit (eq;...;ep) b.om de F obtenu par le procédé de Gram-Schmidt & partir de
(z1;...;2p). Alors :
(z1]er) *
P = 0 *
0 0 (zplep)

p p

Gram(z1;...;xp) = [] (zilei)? < 11 |lzi|* c’est l'inégalité de Hadamard avec égalité si
i=1 i=1

et seulement si (z1;...;x,) est orthogonale

4. Soit x € F,on a :

Gram(z1;...;p)

d(z, F) = \/Gram(x;xl; e Tp)

Preuve :
1. Soit (A1;...;Ap) € RP, notons Ci;...;Cp les colonnes de Gram(zy;...;xp) si i Aix; =
) i=1
(@) ) (sl 2 Ave)
Comme Vj € [|1;p]],C; = : - Alors 3 A0 =0= :
(a?p|9€j) = (wp‘ Zp:lAixi)

P P P
Réciproquement : si Y \;C; = 0 alors Vj € [|1;p|], (z;] Y Niwi) = 0 et || Y Nwif|3 = 0
i=1 i=1 i=1

p
d’ou Z )\ixi =0
=1

(2

2. (i, ) € 116l (walay) = 3 (wilew) (exley) = [PPLi

3. L’inégalité et le cas 1’égalité proviennent de Cauchy-Schwartz et on a égalité si et seulement
si Vi € [|1;p|], z; et e; sont colinéaires, (x1;...;xp) est orthogonale

4. Soit pr(z) la projection orthogonale de z sur F :  — pr(x) € F+ = {z1;...;2,}*
(zlz)  (zalz) .o (pl7)

gram(z; x1;...;2p) = (w|lz1)  (z1|T1)

(@) (gpler) .. (zplzy)
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P
Sipp(z) = Z_:l Aiz; effectuons Cp «— Cyp — M Ch — ... — A0
e _ (@ —pr(@)|z) *
Gram(z;z1;..50p) = 0 Gram(wr; ... 2p)

(x — pr(z)|z)Gram(xy; ...;zp)

= |z —pr()|?*Gram(z1;....; zp)
d’ott
d(x, F) = Gram(z;z1;...;Tp)
Gram(z1;...;zp)
Remarques

1. Si F est un hyperplan, soit e normalisé orthogonal & F : z —pp(z) = (z|e)e. Par conséquent :
d(z,F) = [lz — pr(2)|| = [(z]e)]
2. Dans le cas de 2 vecteurs :

1 (z]y)

Gram(@y) = |Gy Jyl?

= llzl*lyll* = (=ly)* = 0

avec 0 si et seulement si (x,y) est liée. On retrouve Cauchy-Schwartz
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12.1 Généralités

12.1.1 Définitions

Définition

On appelle espace euclidien (F, (.|.)) tout espace préhilbertien de dimension finie. Dans
un tel espace, il existe des bases orthonormées (obtenu par le procédé de Gram-Schmidt a
partir d’une base). Soit B = (ey;...;e,) une b.on de E
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Produit scalaire dans une b.o.n

n T hn
yie;-Onpose: X = | I |,etY =
=1

K2

n
x=) wie; ety =
i=1

T Yn

(zly) =Dz ='XY =YX € M1, (R) =R
i=1

Théorémes

1. Tout sous-espace vectoriel F de E admet un supplémentaire orthogonal, on a : F =
F ot Ftet dim Ft = dim E — dim F = codimg(F)
F+G)r =FtnGgt

2. Soient F et G deux sous-espaces vectoriel de E, on a :
P {(FrwG)L N

Preuve :

1. F est de dimension finie, donc E = F @* F+ et F = (F+)L. Le premier point implique
que dim F+ = dim E — dim F

2. On a toujours le premier point ainsi que l'inclusion F* + G+ C (FNG)*
De plus ici, FNG = (FH)L N (GH)L = (F+GH)L Alors (FNG)t = (FH+GH)H)t =
Ft+Gt
12.1.2 Théoréme de représentation des formes linéaires

Théoréme

Soit E un espace euclidien et E* = L(E,R), espace des formes linéaires de E dans

R. On adim E* = dimE. Soit a € E et 7% ° E = R forme linéaire. Alors
x — (a]z)

p + EF — B

est un isomorphisme
a }_> <)O(L

Vfe E* lae€ E/Nx € E,p(x) = (a|z)

Preuve : V(\,a,b,7) € R x B3, prai0(z) = (Aa+blx) = A a|z) + (b]z) = Apa(x) + ¢p(x) donc
 est linéaire. De plus si a € ker ¢ alors ¢, =0 et Vo € E, (alz) =0=|jal|? =0=a =0, ¢ est
injective, donc bijective en dimension finie, c’est un isomorphisme
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Remarque

ker ¢, = {a}*. En outre,

Ve € B, [pa(2)] < [(alz)] < [l

a

d’ott |||@alll < |la]l- Si a = 0, on a égalité et si a # 0, on a pour x = W,|<pa(a:)| = |la]| =
Healll = llal

Equation d’un Hyperplan vectoriel

Soit H un hyperplan de E et a € H+ \ {0}, H+ = Vect[a] et H = {a}*. Soit a =
> aje;, Ve = > x,e; €E

=1 =1

xEH©(a|x):O©Zaixi:O
i=1

12.2 Isométries

12.2.1 Définition, propriétés élémentaires

Définition

Soit E un espace euclidien et v € £(E). On dit que c’est une isométrie vectorielle (ou
endomorphisme orthogonal) si et seulement si :

L Vz € E, |Ju(z)] = [l
2. V(z;y) € E?, lu(z) — u(y)| = llz — yl|
3. Y(z;y) € E?, (u(z)lu(y)) = (z]y)

Preuve :
L= 2. flu(z) —uw@)| = [lu(z —y)| = llz -y
2. = 3. \(f(r;)y) € B2, (u(x)lu(y)) = 3 ([u(z) —u@)l]® + [lu(z) +u@)]*) = |z —yl* + [z +y|*) =
Ty
3. = L (u(@)|u(z)) = (zz) = |lu()|| = |||

Exemples

1. ZdE et —idE
2. Soit F un sous-espace vectoriel de E et sp la symétrie orthogonale par rapport a F, Va =
T+ 19 € Efxy € Fetaoy € Ft

IsF (@)1 = llzll* + 22 = |||
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Groupe orthogonal

On définit O(FE) P’ensemble des isométries de E. C’est un sous-groupe de GL(FE) appelé
groupe orthogonal

Action d’une isométrie sur une b.o.n

Soit B = (eq;...;€e,) une b.o.n de E et u € L(E)

u € O(F) & (u(e1);...;ule,)) est une b.o.n

Preuve : cf cours de MPSI

Spectre et stabilité

1. dim E =1, O(E) = {id; —id}
2. Si F est stable par u € O(E) alors ujp € O(F) et F* est stable par u
3. u€ O(F) = Sp(u) C {1;-1}

Preuve :
1. c’est une homothétie de rapport A et Vo € E\ {0}, ||u(z)]| = [M||lz] = ||z = |A =1
2. Vz € F,|lyp(@)| = |lu(@)|| = ||lz]l,ur € O(F) C GL(F). Soit alors y € F* et z € F,

(u(y)|z) = (uy)|wr(up (2)) = (ylugp (x)) = 0 done u(y) € F*-
3. Si g est vecteur propre, F' = Vect[zo] est stable et u|p = +idp

12.2.2 Forme matricielle, O, (R)

Théoréme

Soit E un espace euclidien de dimension finie n, B = (e1;...;e,) une b.o.n de E fixée,
u € L(E) et M = matp(u). Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. ue O(E)

2. 'MM =1,

3. M est inversible et M~ =M
A MM =1,

Dans ce cas on dit que M est une matrice orthogonale, on note

On(R) = {M € M, (R)/'MM = I,,}

Preuve : cf cours de MPSI
ALa condition u € O(FE) si et seulement si ‘M M = I,, ne vaut que dans une b.o.n
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Propriétés

Soit M € M, (R), les propositions suivantes sont équivalentes :
1. M € O,(R)

2. Le systéme des vecteurs colonnes de M forme une b.o.n de R™ muni du produit scalaire
canonique

3. 'M € O,(R)

4. Le systéme des lignes de M forme une b.o.n de R™

Preuve : cf cours de MPSI

Remarque

Pour vérifier qu’une matrice appartient a O, (R), on vérifie que chaque colonne est nominalisée
et qu’elles sont deux & deux orthogonales
2 -1 -2
M=3(2 2 1|, lalf=lcl®=o|*=1
1 -2 2
(cile2) = 5(=2+4-2) = 0= (ci]es) = (c2fes)

Structure topologique de O, (R)

O, (R) est compact dans M,,(R)

Preuve : VM = (m; ;) € O,(R), Vj € [|1;n]], ;mij = 1, donc V(i,j) € [|1;n]]?, |mi ;| <
Mn(R)  — Man(R)
M — MM
est fermé. O, (R) est fermé borné en dimension finie, c¢’est un compact

1,0, (R) est bornée. De plus, soit * continue et O,,(R) = o~ *({I,,})

Structure de groupes

1. On(R) est un sous-groupe de (GL,(R), x) appelé groupe orthogonal

2. VM € O,(R),det(M) € {+1; -1}

3. Soit SO, (R) (noté aussi O;f (R)) = {M € O,,(R)/det(M) = 1}. C’est un sous-groupe
appelé groupe spécial orthogonal

4. 0, (R) = {M € O,(R)/det(M) = 1} vérifie O,(R) = O} (R) N O,, (R). Cet ensemble

n

n’a pas de structure algébrique

Preuve : cf. cours de MPSI
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Exemple
2 -1 =2
Soit M =312 2 1
1 -2 2
2 -1 =2
det(M)=35-12 2 1 |=-1,donc M € O3 (R)
1 -2 2

Structure de O(F)

Soit E un espace euclidien

1. Yu € O(E,det(u) € {—1;+1}. On dit que c’est une isométrie directe (resp. indirecte)
si et seulement si detu = +1 (resp. —1)

2. La composée de deux isométries directes est directe, de deux indirecte est directe, d’une
indirecte et d’une directe est indirecte

3. On note OT(E) = SO(E) + {u € O(F)/detu = +1} c’est un sous-groupe de O(E).
On note O~ (E) = {u € O(E)/detu = —1}

2

A\l ne suffit pas que det uw = 1 pour que u € O(E) !l ¢f M = <O

= O
"

Exemples

1. Soit H un hyperplan de E, sy la réflexion par rapport & H (symétrie orthogonale par
rapport & H). Dans une b.o.n adaptée &4 £ = H @ H*

1 0 0 O
matp(sg) = | 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 -1
det sy = —1, sy est indirecte

2. det(—idg) = (=1)3m P donc —idg est directe si et seulement si dim £ € 2N

3. Retournement ou demi-tour est une symétrie orthogonale par rapport & un sous-espace de
codimension 2. Dans une b.o.n adaptée la matrice d’un retournement est :

10 0 0 O
0O "~ 0 0 0
0 0 1 0 O
0 0 0 -1 0
0 0 0 0 -1

un demi-tour est toujours direct
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12.2.3 Etude de O,(R)

Théoréme

cosf —sinf
1. M € SO;(R) &30 € R/M = (sin9 cos 0 ) = Ry
2. V(0,0") € R?, Ry x Ryr = Ryyp. De plus R;l = R_y. Par récurrence, il vient Vn €
Z,Ry = Rpg
3. Ry = Ry < 0 = 0/'[2m]. SO5(R) est isomorphe au groupe commutatif (55 ) et a (U, x)

4. Xr, = X? —2cos(0)X + 1= (X — ) (X — e )

SpR(Rg) #@@ {950[27{} < Rg =1 ou — I

0 = m[2m]
if

Si 6 # 0[r], Ry est semblable sur C & <eo

cosf sinf
sinff —cos6

60i0> et n’a pas de valeurs propres réelles

5.MeO2‘(R)<:>396R/M:( =Sy
6. xs, = X2 —1= (X —1)(X +1) et Sp est la matrice dans la base canonique de la

9
réflexion par rapport & R Z?S 3

2

Structure de O3(F)

Soit E un plan euclidien

1. OT(E) est un sous-groupe commutatif de O(FE)

2. O~ (E) est 'ensemble des réflexions de E

3. Tout élément de OT(E) est le produit de 2 réflexions

Preuve : 3.
cosf)  sinf 1 0 cosf) —sind
So x So = (sin@ —cos@) (O —1> o (sin@ cos ) =Ry
AOT(E) est commutatif, mais pas O(E)! (Sp x Sy = R_y)
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Topologie de O, (R) (HP)

SO, (R) est connexe par arcs, mais pas O, (R), dont les composantes connexes par arcs
sont :

O,(R) = OTR U SO, (R)

Preuve : pour le premier point, on applique le théoréme de réduction, on construit un chemin
entre une matrice fixée et n’importe quelle matrice, en posant les arguments des rotations de la
forme 0t. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, det étant continu sur O,,(R), det O,,(R)
serait un intervalle de R, or det O,, = {—1;1}, donc O, (R) n’est pas connexe par arcs. Par un
raisonnement analogue au précédent on montre que O,, (R) est connexe par arcs

12.2.4 Théoréme de réduction

Lemme utile

Soit E un espace euclidien de dimension > 1,u € £L(F) alors il existe un sous-espace F
de E stable par u de dimension 1 ou 2

Preuve : si u admet une valeur propre réelle \, soit 2 un vecteur propre associé : F' = Vect|x)
convient

m

Si Sprlu] = 0, x,, s’écrit [] (X2 + axX + Bx)"™ avec rg > 1, ai — 4B < 0. D’aprés le théoréme
k=1

de Cayley-Hamilton

1_[(u2 + agu + Brid)™ =0

k=1
donc Jkg € [|1;n]]/u? + aru + Biid ne soit pas injectif (utiliser le déterminant) sinon le produit
le serait. Soit zg € Ker(u? + agyu+ Bryid) \ {0}. Soit F = Vect[zq, u(zp)],dim F = 2 car 2o # 0
et u(zo) ¢ Vect[zo] (sinon Sp(u) # ). Comme u(z0)? = —ag,u(xo) — Broxo € F. F est stable
par u

Théoréme de réduction des isométries

1. Soit u € O(E),3k € N,3(0y;...;0) € R¥, IB b.om de E

Ry, 0 0 0O O 0 O O O

0o . 0 0 0 0 0 0 0

0 0 Ry, O 0O O O 0 O

o 0 o0 -1 0 0 0 0 O

matg(u) = | 0 0 0O . 0 0 0 0

o 0 o0 o0 0 -1 0 0 O

o 0 o0 o0 0 0 1 0 O

0 0 0 0 0 0 0 0

o 0 o0 o0 0 0 0 0 1
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2. Soit M € O,(R),3P € O,(R)/P~*MP = 'PMP soit de la forme précédente. On dit

que M est orthosemblable & une telle matrice

Preuve :

1.

2.

Par récurrence sur la dimension de E

dim E = 1, dans toute b.o.n de E, mat(u) = (—1) ou (1)

Supposons la propriété vraie si dim E < n. Soit E espace euclidien tel que dim E =n + 1,

u € L(E). D’aprés le lemme, il existe F sous-espace vectoriel de dimension 1 ou 2 stable
. g 1 .

par u. Dans une b.o.n By de F, matg, (v) = (1) ou (—1), si dimF = 1 et <0 _01) si

dim F' = 2 et up est indirecte et Ry si dim F' = 2 et u|p est directe

Par ailleurs F- est stable par u et ujz € O(F+) comme dim F+ < n, d’aprés (HR), 3B,

b.o.n de F-/matg, (u r) est de la forme requise, en recollant B = B; U B; est une b.o.n de

E dans laquelle la matrice de u est de la forme requise

Considérer v € L(R™) canoniquement associée & M : u € O(R"™)

Corollaire (HP)

1. u peut s’écrire comme produit de p réflexions

2. p est le nombre minimal dont u est le produit

Soit u € O(E),p = codimg(Ker(u —idg))

Preuve :

1.
1 0 0 0O O 0 O 1 0 0 0 0O 0 O 1 0 0 0 O
0O -0 0 0 0 O o -0 0 0 0 O 0O - 0 0 0
0O 0 1 0 0 0 O O 0 1 0 0 0 O 0O 0 1 0 O
0 0 0 R 0O 0 Ol=]0 0 0 Sy 0 0 Ol=]0 0 0 S O
O 0 0o O 1 0 O O 0 0 o0 1 0 O 0O 0 0 0 1
0O 0 0 0 O -0 O 0 0 0 o0 .0 0O 0 0 0 O
0O 0 0O O O 0 1 O 0 0 0O O 0 1 0O 0 0 0 O

produits de 2 réflexions. Avec les notations des théoréme, u est le produit de 2k + s =
codim(Ker(u — idg)) réflexions

m m
Siwu=spy,0..08p, ou H; hyperplan siz € (| H; alors u(z) =z et (| H; C Ker(u—idg)
i=1 i=1
donc

Ker(u —id)* C (ﬁ H)* = in
‘ i=1

i=1

doup<m
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Corollaire

Les réflexions engendrent au sens de groupe multiplicatif O(E)

12.2.5 Orientation de I’espace

Définition

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. On choisit une base By, dite base de
référence (base canonique dans R™). Soit B une autre base de E, det B # 0

detg, B > 0 : B est directe dans E orienté par By
detp, B < 0 : B est indirecte dans E orienté par By

Orientation induite d’un hyperplan

Soit H un hyperplan de E, on choisit o € £\ H. On dit que (z1;...;2,—1) est une base
directe de H orienté par zq si et seulement si

det(zo;x15...;Tp—1) >0
Bo

Cas d’un espace euclidien

Soit E un espace euclidien orienté par une base By. Soient B; et By deux b.o.n de E et
P =Pg,5, € 0,(R), donc det P = +1. Si By et By sont toutes les 2 directes :

det P = det By = det By det By = £1
81 Bo Bl

Produit mixte

Soit (z1;...x,) € E™, on a :

%th(scl; X)) = c}selt(:lcl; v Tp) C}sezt B = dgit(ml; v Tn)

Ainsi (215 ...; 2, ) ale méme déterminant dans toutes les b.o.n.d, on ’appelle produit mixte de
(215 ...xn), DOt [X1;...;T,]. Clest le volume orienté du parallélépipéde défini par (x1;...; )

Exemple

En dimension 2, soit (e1;ez) b.omn.d d’un plan euclidien orienté, (z1;22) € E?, si 1 # 0 et
xo # 0, posons f; = ﬁ et soit fo I'unique vecteur unitaire, (f1; f2) soit une b.o.n.d
310 € [0;27[/x2 = ||z||2(f1 cosf + fasind). On a

[z2]l |22 cos €

|22 sin 6 = [|lz1]| x [[22]|sin @

[xh x2] =

Aire orientée du parallélogramme défini par (z1;z2). Le produit mixte est antisymétrique
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Lien avec le produit scalaire

En dimension 2 : (x1|x2) = ||z1]] X ||z2]|

(21, 2]? + (w1]22) = || |? ]2

Produit vectoriel

Soit E un espace euclidien orienté de dimension n > 2. Soit (x1;..;7, 1) € E" L.

. — R .
L’application : est une forme linéaire, donc Az A ... A x,,_1 €
e LT T ]
ENzeFE
[21; 3 Tn-152] = (@1 A ATp1]T)
e ,D
4
B
FIGURE 12.1 — Produit vectoriel en dimension 3
Propriétés

1. A est antisymétrique et alternée

2. 21N N1 =0 (21;..;2—1) est lice

3. Si (x1;...;2p—1) est libre 21 A ... Az, est 'unique vecteur de E tel que
(a) Vie[[l;n—1], (x1 Ao AZp—1|zi) =0
(b) [|lz1 A oo Ayt = |15 o5 Tn1]]
(¢) (z15..5@p—1;21 A ... ANZp_1) est une base directe

4. (eq;...;e,) est une b.o.n.d si et seulement si Vi € [|1;n|],e; = e;41A....Aen AerA...Aej—1
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Effet d’une isométrie

Le fait qu’une isométrie soit directe ou indirecte lui est intrinséque. Si ’espace euclidien
est orienté, une isométrie directe respecte ’orientation et une indirecte renverse 1’orientation

Rotations en dimension 2

Soit E un plan euclidien orienté. Soit u € SO(E). Soient B = (e1;e2) et B = (f1; f2)
deux b.o.n.d de E et P =Pp_,5 € SO2(R). 310 € [0;27[/matp(u) = Ry
On a matg(u) = P~1RyP = Ry € SO3(R), groupe commutatif. Ainsi u a la méme matrice
Ry dans toutes les b.o.n.d : on dit que u est la rotation d’angle orienté 6 dans le plan euclidien
orienté E

ADans une b.o.n.i B”, on vérifie matp.(u) = R_g. Dans tous les cas on a : tr(u) = 2cosf.
0 est 'unique élément € [0; 27[/Vax € E \ {0}, si y vérifie (ﬁ, y) est une b.o.n.d, on ait u(z) =
||x||(ﬁ cos 0 + ysin f)

cosf —sinf
sinf  cos@

mat(ﬁ;y)(u) =Ry = (

Produit mixte en dimension 3

On définit le produit mixte de 3 vecteurs est définit comme :

2,9, 2] = det(w,,2) = (zly A 2)

Produit vectoriel en dimension 3

x x
En dimension 3, le produit vectoriel de deux vecteursu= [y | et v = [ ¢
z 2

T ! yz' — 'z

uhv= |y | Ay | =|z2 -z

z Z xy — 2’y

Double produit vectoriel

V(u,v,w) € B3 (uAv) Aw = (ulw)v — (vjw)u
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Produit vectoriel, produit scalaire et angle

1. ¥(z,y) € E2, (ulv) = [Jul| x [|v]| cos(u, v)
2. Y(z,y) € E2,uAv = ||u| x |[v||| sin(u, v)|n, ot n est la direction de u A v définit par la
régle des trois doigts, unitaire

12.2.6 Reéduction, des isométries de I’espace

Isométries directes

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3, u € SO(E) \ {id}. On a :

1. dim Ker(u—1id) = 1,D = Ker(u—id) est une droite vectorielle appelée axe de u. Soit
P = D*. On choisit f3 unitaire € D et on oriente P par f3

2. P est stable par u et u|p est une isométrie directe de P

3. 3'0 €]0;27[/u p est la rotation d’angle 6 dans P orienté par f3. On dit alors que u est
la rotation d’axe D orientée par f3, d’angle 6

4. Soit (f1, f2) une b.o.n.d de P orienté par f3, on a

cos) —sinf O
mat(flyfz,f3)(u> = | sinf cos 0
0 0 1
tr(u) =14 2cosf
PLt=D

T4 .
1 2 r(x)

< = (%) >

s(xX)=x7-x

|
7

sor(X)=ros(X)

FIGURE 12.2 — Rotation en dimension 3

Preuve :
1. Soit B = (e1;e2;e3) une b.o.n de E et A = matg(u) € SO3(R)

det(A — I3) = det Adet(I3 — A7) = det(I3 — 'A) = —det(A — I3) =0
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Comme u # id,dim Ker(u—id) = 1 ou 2. Si on avait dim Ker(u—id) = 2 comme u € O(E) :
Ker(u —id)* est stable par u et U Ker(u—id)yt = TIdKer(u—id)-

Si wpr = idpr alors u = id, non

Si ujp, = —idpr alors u est la réflexion par rapport a Ker(u — id),detu = 1, non plus
Nécessairement dim Ker(u —id) = 1

2. D est stable par u € O(E), donc P = D% est stable par u. Dans une b.o.n adaptée a
E=P®D:

A 0
matg(u) = 0
0 0 1

et det A = detwu = 1, donc ujp € SO(P). De plus u|p # idp, sinon u = id

ALa rotation d’axe D orientée par f3 d’angle 6 est aussi la rotation d’axe D orienté par — f3
d’angle —6

Remarque

En pratique, on détermine d’abord D = Ker(u — id), on a cosf = % ce qui définit 0 au
signe prés. On choisit f3 unitaire € D et f; € {f3}* unitaire et fo = f3 A fi de sorte que (f1, f2)
soit une b.o.n.d unitaire de P orienté par f3. On a :

sinf = (u(f1)|f2) = (fs A frlu(fr)) = [f3, f1,u(f1)]

Exemple
Reconnaitre I’endomorphisme u dont la matrice dans la base canonique de R3 et A =
2 -1 -2

1

3 2 2 1 |.On vérifie que A € SO3(R). On résout :
1 -2 2

X -1 1 2 T 0
A-IL) |y ]| = (0 0 O) s 2 -1 -1 y] =10
z z 0
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1 1
_ 1 _ 1
f3_% 1 etfl_—z ?
1 1 1
Ondéﬁnitf2:f3/\f1:% 11 A (1) :% 7?

D = Vect|fs] et P =D+

(f1, f2) b.o.n.d de P orienté par f3. On a cos = % = % =0+%
0 0 1 1 0
Aflzﬁ g :% } 7Sin0:[f37fl7u(fl)}:ﬁ ]-1 (1) } :_73

7T
-
3

Remarque

u est un retournement si et seulement si dans une bonne base orthonormée sa matrice est de

-1 0 0
laforme: | 0 —1 0] sietseulement sitr(u) = —1, c’est alors la symétrie orthogonale par
0o 0 1

rapport a D
Toute rotation est le produit de 2 réflexions, les retournements engendrent SO3(R). On a :

(5905 0+ )

Isométries indirectes

Soit u une isométrie indirecte de E (euclidien orienté de dimension 3)
det(—u) = —detu =1, —u € SO(E)

Soit —u = id et u = —id (produit de 3 réflexions. Ou bien -u est une rotation d’axe D orienté
par f3, d’angle 6. Dans une b.o.n.d adaptée :

cosf —sinf O

matg(—u) = | sinf cosf 0O

0 0 1
10 0
matg(u)<R60Jr7r _01)<R90+7T (1)) 01 0
0 0 -1

u est le produit commutatif d’une rotation et d’une réflexion de plan orthogonal a 1’axe de
rotation (rotation-miroir). Notons que u est une réflexion si et seulement si tr(u) = 1. I
suffit alors d’identifier Ker(u — id)
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12.3 Endomorphismes auto-adjoint

12.3.1 Définition, propriétés

Définition

Soit E un espace euclidien et u € L(F), on dit que u est auto-adjoint ou symétrique si
et seulement si

V(w;y) € B+ (u(2)ly) = (z|u(y))

On note S(E) 'ensemble de ces endomorphismes, c’est un sous-espace vectoriel de L(E)

Exemples

1. Les homothéties

2. Les projecteurs et symétries orthogonales. En effet soit F sous-espace vectoriel de E et pp
(resp. sp) projecteur orthogonal sur F (resp. symétrie orthogonal par rapport a F). Soit
T =w1 + x2/71 € Fetay,eFt et y =y1 +y2/1m1 EFetyQGFL
(pr(2)ly) = (21ly) + (w2ly) = (21 + 22[y1) = (2[pr(y))
(sp(@)ly) = (21 — 22|y1 + y2) = (2[5 (y))

Remarque

Soit u € O(E), si u est auto-adjoint

V(wy) € B2, (zly) = (u(@)lu(y)) = (u(x)?|y)

Ceci valant V(z;y) € E,Vz € E,u(z)?> = x : > = idg, donc u est une symétrie. De plus
V(x1;29) € Ker(u —id) x Ker(u+ id)

(u(z1)]72) = (21|22) = (T1]U(T2)) = —(T1]72)

donc (z1]z2) =0, E = Ker(u — id) ® Ker(u +id) u est une symétrie orthogonale. On retiendra
qu’une isométrie auto-adjointe est une symétrie orthogonale

Caractérisation matricielle

Soit E un espace euclidien, B, b.o.n de E, u € L(FE) et A = matg(u)

u est auto-adjoint & A€ S,(R) &A= A

Preuve :

ue S(E) & V(r;y) € E? (u(@)ly) = (zuly))
& Y(X;Y) € Mui(R), (AX)Y =X (AY)
& IXTAY =X AY
s A=A
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Remarque

Si A€ 0,(R)NS,(R), alors d’apreés ce qui précéde, 'endomorphisme u canoniquement associé
est une symeétrie orthogonale

Exemples
2 =2
A= % —2 -1
1 2
c’est une réflexion

1
2| € 0,(R) N S,(R). On cherche uniquement Ker(u — id),det A = —1,
2

12.3.2 Théoréme spectral

Lemme 1

Soit u € S(FE) auto-adjoint et F stable par u, alors F* est stable par u

Preuve : soit (z;y) € F x F+, (zu(y)) = (u(z)|y) = 0 donc u(y) € F+

Lemme 2

Soit u € S(F), alors u admet au moins une valeur propre réelle

Preuve : soit B b.o.n de E et A = matg(u) € S,(R). Soit A € Spc(A) et X € M,,1(C) \
Z1
{0}/AX = AX. Tl vient : XAX = ANXX,si X = | : |, XX = |z>?>0
z, i=1
On transpose et on conjugue : ‘XAX = MXX = XXX, donc A=Xet A€ R
Ainsi Spr(A) # 0 et Sp(u) # 0

Théoréme

1. Soit E un espace euclidien et u € L(F) auto-adjoint. Alors 3(\q;...; \,) € R®, 3B b.o.n
de E, telle que

A0 0
matg(u) = 0 . 0
0 0 X,

Un endomorphisme auto-adjoint est diagonalisable dans une b.o.n
2. Soit A € S, (R),3(A1;5..;An) €R™

AM00
IPeO,(R),/PT'AP=| ¢ .
0 0 M\,
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Preuve : par récurrence sur la dimension de E. C’est vrai si dim F = 1.
Supposons que c’est vrai si dim E < n € N*. Soit E un espace euclidien de dimension n + 1 et
u € S(F). D’aprés le lemme 2, 3\ € Sp(u) et soit F' = Ker(u — Xid) # {0} est stable par u.
D’aprés le lemme 1, F'- est stable parce que dim F- < n, ujpL est auto-adjoint, d’apres I’hypo-
thése de récurrence, on peut conclure
Remarque

Les sous-espaces propres de u sont 2 4 2 orthogonaux, on peut le vérifier directement ; si
x € Ker(u— \id) et y € Ker(u — pid), A # p, u € S(E)

(u(@)]y) = Mzly) = (zluy)) = p(zly)

d’ou (z]y) =0

12.3.3 Formes quadratiques associées & un endomorphisme auto-adjoint
(HP)

Définition

Soit E un espace euclidien, v € L(F) auto-adjoint (resp. A € S,,(R) symétrique réelle).
e : E = R

(,y) = (u(z)ly) = (z|uly)) = (u(y)]z)
q : EF — R

On lui associe

T s @
o : RM?2 — R
(resp
' (X,Y) & (AX]Y)="AX = XAY € R
et ? R* = R ou on identifie M,, ;1 (R) a R"™)

X = XAX
On dit que u (resp. A) est positif ou défini positif si et seulement si q est, id est :

Vo € E, (u(z)|z) >0 ou Vz € E\ {0}, (u(x)|z) >0

(resp. VX € R",'XAX >0 ou VX € R"\ {0},'XAX > 0)
On note S;7 (R) (resp. S;F 7 (R)) I'ensemble des matrices symétriques positives (resp. définie
positive)

Théoréme de caractérisation

1. Soit u € L(F) auto-adjoint (resp. A € S,(R)) : u est positif (resp. défini positif) si et
seulement si Sp(u) C Ry (resp. Sp(u) C RY)
2. A est positive (resp. définie positive) si et seulement si Sp(A) C Ry (resp. Sp(A) C RY)

Preuve : si A € §F(R) (resp. S;FT(R)), soit A € Sp(A) et X un vecteur propre associé,
IXAX = NXX >0 (resp. > 0), donc (> 0 (resp. A > 0)
Réciproquement si Sp(A) C Ry (resp. RY), soit (e1;...;e,) une b.o.n de R™ formée de vecteurs
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propres de A, Vi € [|1;n]], Ae; = \e;
n
Soit X € R™, avec X = > z;e;. On a:

i=1
= Z )\ixiei
i=1
n
IXAX = (AX|X) = > 22)\; > 0 (resp. > 0si X #0)
i=1

Racine carrée d’un endomorphisme auto-adjoint positif

Soit A € S}H(R),3'B € S;F(R)/B? = A. On note B = /A

Preuve :

Existence d’apres le théoréme spectral, I(A1;...\,) € R, 3P € O, (R)

A0 0 A0 0
A=P 0 . 0 pPl=pr 0 . 0 ‘p
0 0 A\, 0 0 A
\/)T1 0 0 VA1 0 0
Posons B=P | o .. 0 : P e S, (R)

0
0 0 0
Sp(B) = {VA1;..; vV} C ]R+, donc BeS (R)et B

n

Unicité soit u € £L(R™) canoniquement associé a A, u € S(E) et Sp(u) C Ry. D’aprés ce qui
précede, Jv € ST(F) (auto-adjoint positif) tel que v? = u (si (e1;...e,,) est une b.o.n de vecteurs
propres de u et Vi € [|1;n|],u(e;) = \ie;, alors v(e;) = V/Ae;)

Soit x € ST(E)/w? = u = v2. Notons fi1; ...; Hp, les valeurs propres distinctes positives ou nulles
de w. Les valeurs propres de u sont u?;...; ,u% distinctes car p; > 0

Soit i € [|1;p]] et * € E,w(x) = piz = u(z) = w?(x) = p?z, donc

Ker(u — piid) C Ker(u — piid)
w est auto-adjoint donc diagonalisable et
P p
= @ Ker(w — p;id) C @ Ker(w — pZid)
i=1 i=1
somme directe car les (y?) sont deux a deux distincts. Nécessairement :
p
= @ Ker(w — p?id)
i=1
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Vi € [|1;p]], Ker(w — p;id) = Ker(w + p;id), w et u ont donc les mémes sous-espaces propres :
VA € Sp(u) : Ker(u — Xid) = Ker(w — VNid)
Ceci vaut aussi pour v :
Ker(v — Mid) = Ker(w — VXid) = Ker(u — Xid)
v et w coincident sur les sous-espaces propres de u, dont la somme vaut R"

Finalement : w=v (4 € §T(R) = B € S} (R))

12.3.4 Décomposition polaire (HP)

Théoréme

1. Soit A € GL,(R),3!(0,S) € On(R) x S;+(R)/A = SO
2. Soit A € M, (R),3(0,S) € On(R) x S} (R)/A = SO

Preuve :

1. Si S et O existent : A= SO, 'A="0'S =071, donc A’A = SOO~1S = §?
Or (A'A) = A'A, donc A'A € S, (R). De plus, si X € M,, 1(R)\ {0}

EXAAX = 1PAX)AX = ||'AX|]? > 0
car ‘A € GL,(R) et X # 0, donc "AX # 0. Ainsi A’A € S/ T (R) et nécessairement :
S=vViAAdet 0=5"4
ce qui montre I'unicité. Réciproquement, définissons ainsi S et O, S € ST (R) et A = SO
00 =851A'A18"1 = 57162971 = [, = 0 € O,(R)
On a ’analogue de la forme exponentielle pour les nombres complexes

2. Soit pour p e N*, 4, = A — %In — A. Comme Spg(A) est fini, I3pg € N*/Vp > py, 4, €

p——+oo

GL,(R). On peut décomposer A, d’aprés le 1. :
31(Sp;0p) € STT(R) x 0,(R)/A, = S,0,
Comme O, (R) est compact, on extrait : Oy, 2 0 € O,(R)
p—r—+o0

Or Vp > po, Sy(p) = A[,(p)O;(lp), la passage a l'inverse étant continu (utiliser la formule de
la comatrice ou les opérations élémentaires du pivot de Gauss-Jordan ),

lim S AO7!

prtoo () T

S, (R) est un sous-espace vectoriel de dimension finie de M,,(R), donc fermé : S € S,,(R)
vX S Mn,l(R)avp Z p07tXSU(p)X Z 0

X étant fixé, quand p — +00,'XSX >0et S € SF(R) et A= SO
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Remarque

Si A ¢ GL,(R), on a unicité pour S = v!AA, mais pas pour O (cf O, =0x I, = 0x x(—1,))

12.3.5 Réduction des endomorphismes antisymétriques (HP)

Définition

Soit E un espace euclidien, u € L£(F) est antisymétrique si et seulement si

V(zyy) € B, (u(2)ly) = —(z|u(y))

Lien avec M, (R)
Soit B = (ey;...;en) une b.o.n de E; A = matg(u)
V(i,4) € [0l aiy = (uledles) = —(eslule;) = —(ulej)les) = —ai;

d’ot1t 'A = — A, et réciproquement

Spectre
Soit A € Sp(u),z € E\ {0}/u(z) = Az, (u(z)|z) = —(z|u(z)) = 0 = A|z|]3, d’ou
Sp(u) < {0}
En dimension impaire y,(X) ~+o X", donc x, admet au moins une racine réelle en dimension

impaire, par suite dans ce cas on a : Sp(u) = {0}

Réduction des endomorphismes antisymétriques

Soit u € L(E) endomorphisme antisymétrique, alors il existe B b.o.n de E telle que :

0 —ai
al 0

0 — Qg

matg(u) = a0

Preuve : Par récurrence sur la dimension de E
dim F = 1, alors © = 0, oui
Supposons que le résultat est vrai si dim E < n. Soit E un espace euclidien tel que dim F = n+1.
On sait que u admet au moins un sous-espace propre F de dimension 1 ou 2 stable par u
dmF=1=ur=0

dim F' = 2, alors dans une b.o.n By adaptée de F, mat(ujr) = (C? —élr) € A2(R)
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Lemme F* est stable par u. Soit z € F+,Vy € F, (z|y) = 0, (u(z)]y) = —(z|u(y)) = 0, d’ott le

lemme

En appliquant I’hypothése de récurrence et en recollant les bases, on a le résultat souhaité

Exponentielle

Soit A € A, (R), la transposition étant linéaire et continue : {e?)e? = I,,. Alors

+oo

t(z

tA _

An
nl

k=0

det(fe?) = ") =1, car tr(A) =0

“+o0

=2

k=

exp A, (R) C SO, (R)

a 0

+0o 4L

exp A= Z o cosals +sinaRz =
k=0

Soit A € SO,(R),3P € O,(R),3(b;;...

Ry,
0
A=P]| O
0
0
0 —aq
ay 0
0
On pose: M =P
ag
0 —aq
aq 0
alors ‘M = P 0 —a
ag O

0

—ay,

oo oo o

400

0

o o — O

(0 —a> = aRz, donc A% = (—1)Pa® I, et A+ = (—1)Pa®** 'Rz

cosa —sina
sina cosa

:0r) € R, tel que

0

0
0 0
0 0

0

1

P—l

‘P =—M, donc M € A,(R)
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0 —ai
ail 0

0 —Qr

-1
Qg 0 P

I
b

expM =P

0
exp A, (R) = SO, (R)

12.3.6 Matrices de Gram et S;(R) (HP)
Soit A = (a; ;) € Sp(R), notons (e1;...;ey,) la base canonique de R”
ai; = (Aejle;) = tAe; = te; VAV Aej = H(VAe;)V Ae; = (V Aei|V Ae;)
Ainsi A = Gram(v/Aey;...;V/Ae,,) et d’aprés I'inégalité de Hadamard

n

0 < det A < ﬁ ||\/ZH2 = H(\/Zez‘ﬁel) = ﬁam
=1 i=1

=1

det A = H ;i & (\/Zel; et} \/Zen) est orthogonale
i=1

& Vi % 7 (\/Zei|\/Zej) =a;; = 0

< A est diagonale

Réciproquement si (z1;...z,) € EP,Gram(x1;...; 2, = ((z5]x;))i; € Sp(R).

Y1
Soit ¥ € M, (R),Y = |
Yp
p
Y Gram(zy;..;x,)Y = Z vy (xilz;) = || ZyixiHQ >0

(@9)€elltpl]? =1

donc Gram(xy;...x,) € SF(R). Si de plus (z1;...z,) est libre, Gram(xy;...;z,) € STT(R
p P p p P

12.3.7 Théoréme d’intercalation des valeurs propres (HP)

Classement des valeurs propres

Soi A = (a;;) € Sy(R), on lui associe la forme quadratique
q R™ — R
1
X=|": = (X)) =1XAX = > YilY T
- (i,5)€ll1:pl]?
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Soit F un sous-espace vectoriel de R™, on définit ¢(F) = N }r/lﬁ)}gu tX AX définie car q
€ =1
est continue sur S(0;1) compacte. Notons Ay < ... < A, les valeurs propres de A avec
multiplicité
VEk € [|Lin]], A = min o(F)
F sev de R/ dim F=k

Preuve : Soit (eg;...;e,) une b.o.n de vecteurs propres de A, avec Vi € [|1;n|], Ae; = Ae;.
Si X = zn: zie;, q(X) = tXAX = Zn: \iz?. Soit F un sous-espace vectoriel de dim = k de
R™, dim ‘l/:elct[ek; wsen] =n—k+ 1,13(1)nc F N Vectleg; ...en] # {0} (sinon la somme serait de
dimension n+1). Soit & unitaire dans F'NVect[ex; ...en], on a f:lmf =1=¢q(X)> X zn: z? =\
= ,

i=k
k
et o(F) > Ai. De plus, soit F, = Vectey;...;ex] de dimension k, VX = > x;e; € Fj, avec

=1
X2 =1
k k
q(X) = Zx\lzf < )\kZ:EZZ = Ak
i=1 i=1

d’ot ¢(Fy) = Ak, de plus g(ex) = A\x, CQFD

Remarque
k=12 = min ¢(X
1 JE q(X)
k= mn, A\, = min| x|,=1 ¢(X) = p(R")

Théoréme

Soit A = (a;,;) € Sn(R), A\ < ... < X, valeurs propres avec multiplicité. Soit A’ = (a; ;) €
Sn—1(R), 1 < ... < piy—1 ses valeurs propres. On a

AL S S A2 S SN S S A1 S S i1 S A,

On dit que les valeurs propres de A’ sont intercalées entre les valeurs propres de A. Notons
7(X') = X, bijective de R*1 — @&

Preuve : soit (ey;...e,) base canonique de R™ et G = Vect[e]ic[j1;n))\fi0} -
T

Lig—1
Soit X = 0 € G, il vient
mi(r‘rl

Tn

tXAX = Z YiY;jTiTj = tX/A/X/
(4.5)€([115pl1\{i0})?
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T
ou X' = iiﬂ*l € M,,—1(R). Soit k € [|1;n—1]|], montrons que A < ug. Soit F un sous-espace
10+1
Tp
vectoriel de dimension k de R"~! et F’ = 7(F) sous-espace vectoriel de dimension k de G donc
de R™. D’aprés ce qui précéde, max ‘X'A’X'= max 'XAX < ). Ceci valant pour

XeF,|[X]2=1  XeR|X|a=1
tout les sous-espaces vectoriels de dimension k de R*~!, Wi > A
Montrons maintenant que pg < Ap41. Soit F un sous-espace vectoriel de dimension k+1 de R"
si F'C G, o(F) 2 pugqr = i
sinon, G est un hyperplan de R™, F + G = R", d’aprés la formule de Grassmann, n = dim F' +
dimG —dimFNG,dmFNG=ket o(F) > oFNG) > pg. Ceci valant pour tout espace de
dimension k£ + 1 de R™, A1 > px

Exemples

1. (_21 _21),X—X2—4X+3—(X—1)(X—3),donc/\l—let)\g—S,pl—Q

2. (_21 _01),1/1X22X1(X(1+\ﬁ))(X(1\@)),donc)\11\/§et
/\2:1+\@avecu1:()etu2:2
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Chapitre 13

Calcul différentiel

Dans tout ce chapitre E désigne un espace vectoriel normé de dimension finie et U un
ouvert de E
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13.1. DIFFERENTIABILITE CHAPITRE 13. CALCUL DIFFERENTIEL

13.1 Différentiabilité

13.1.1 Définitions, exemples

Définition

Soit a € U, on dit que f est différentiable en a si et seulement si
e LE,F)/f(a+h) = f(a)+1(h) + o(h)

Dans ce cas ’application [ est unique, on ’appelle différentielle de f au point a et on la note
l=df,. On a:
fla+h) = f(a) + df, + o(h)

Preuve : si l1,ly € L(E, F)? vérifient :
fla+h) = f(a) +L(h) +[h]le1(h)
fla+h) = f(a) +12(h) + [|h]le2(h)
On a (I3 —l2)(h) = ||h||(e2 — €1(h). Fixons h € E, pout ¢t € R suffisamment petit, a + th € U et
(Iy = I2)(h) = ||h||(e2 — ex1(th) v 0, ceci valant Yh € E,l; =3

Remarque

Cette définition ne dépend pas de la norme, car dim E < +00

Exemples

1. Si f € L(E,F),¥(a,h) € E?, f(a+h)— f(a) = f(h), donc f est différentiable en tout point
et Va € E,df, = f

2. Pour les applications affines, f =g+ o/a € F,g € L(E,F),Va € E,df, =g
3. Si E =R, f est différentiable en a si et seulement si 3df, € L(R, F)/

fla+h) = f(a)+dfa(h) +o(h) < fla+ h) = f(a) + Ah + o(h)
si et seulement si df,(h) = f/'(a)h
4. Soit ||.|| : E — R une norme. Si elle était différentiable en , 3 € L(E, F)/
IRl = [10[] + 1(R) + [[Alle(h)

Fixons h € E,Vt € R*

[[th]| = [¢l[A]] = t1(h) + [¢][[R]|e(ht)
Pour ¢t > 0,||h]| = I(h) + ||h]|e(th) Y I(h)
Pour ¢t < 0,]||h]| = —I(h) + ||h||e(ht) Y —I(h)

donc ||h]| = —||k|| = I(h), non il suffit de prendre h # 0, on retiendra qu’une norme n’est
jamais différentiable a I’origine

5. Soit q une forme quadratique de forme bilinéaire associée . Soit a € F
qla+h) =¢(a+h,a+h) =q(a)+ q(h) + 2¢(a, h)
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Or pour h # 00,q(h) = ||h||(||h|\q(ﬁ)) = ||h|le(h), q est continue (polyndme en les coor-

données), donc bornée sur S(0;1) et si M = sup |q(z)|,|e(h)| < M| A s 0.
[l]l=1 -

Ainsi g(a + h) = q(a) + 2¢(a, h) + o(h), q est différentiable en a et df, : h — 2¢(a, h). En
particulier ||.||? est différentiable en tout point et dj 2 = 2(alh)

Remarque
La différentiabilité en un point équivaut a I’existence d’un dl; en ce point :

fla+h) = fla) = dfa(h) + o(h)

C’est la meilleure approximation linéaire de f(a + h) — f(a) quand h — 0. Dans le cas d’un
f: CcR® - R

(ziy) = flzzy)
On définit le graphe de f: T = {(z,y,2) € R3/(z,y) € U et z = f(z,y)}

fla+h,b+ k)= f(a,b) +1(h, k) + o(h, k) = f(a,b) + hao + hB + o(h, k)

graphe,

13.1.2 Dérivée directionnelle

Définition

Soit U ouvert de E, f : U — F, a € U et h € E fixé. On dit que f admet une dé-
rivée selon la direction (ou selon le vecteur ) h au point a si et seulement si 'application
|- — F

¢ = o(t) = fa+th) est dérivable en 0, on note alors ¢’(0) = Dy, f(a)

t—0 t

dérivée selon la direction h de f au point a. On se rapproche de a selon la direction h, Dy, f(a)
est la pente de f en a dans la direction de h

Théoréme

Si f est différentiable en a, alors Vh € E, f admet une dérivée selon la direction h en a et

Dy f(a) = dfa(h)

Preuve : fixons h € E, si f est différentiable en a,
fla+th) = f(a) + tdf(t) + o(th)

d’ou tlin%w = df.(h) ALa réciproque est fausse ! On peut avoir existence de Dy, f(a), Vh €
—

E, sans que f soit différentiable en a!!!

fi R o R
(wiy) = Z siy£0 Soit (h,k) € R et t # 0, f(th,th) = U= = o(t) si k # 0, ¢ est
(z;0) — 0

dérivable en 0 et ¢/(0) = Dy 1 f(0;0) = 2= ; f(th,0) = 0 si h = 0, ici Dy, 0)f(0;0) =0
f admet une dérivée directionnelle dans toutes les directions, mais Vo # 0, f(z,2%) = L ne tend
pas vers f(0,0) =0 quand = — 0, f n’est pas continue en 0, donc pas différentiable
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13.1.3 Dérivées partielles

Définition

Soit f: U CE — F,acUetB=(e;...;e,) une base de E (base canonique lorsque
E =R"™). On dit que f admet une dérivée partielle selon la i-iéme variable (ou 7 € [|1;n|]) au
point a si et seulement si elles y admet une dérivée selon le vecteur e;, on la note alors

Dif(a) = De, f(a)

Cas de R"

Dans le cas particulier (fort fréquent) ou E = R™, f admet une dérivée partielle en
a = (ay;...;ay,) selon la i-iéme variable si et seulement si :

¢ J-aaf — F s
t —  fla+te;) = flar;...;a; + tej;...;an) est dérivable en 0 (et
©'(0) = D;f(a)) si et seulement si la i-iéme application partielle de f en a
fai e —esaital = F est dérivable en a;, alors
x; = flag; ;@i an)

Dif(a) = f3,(a)

Notation des variables

Si on nomme les variables (155 Tn) (i.e qu’on note
f : U — F af L. .
. On notera D;f(a) = +L(a), dérivée partielle
(15 520) = [z 20) f(a) oz: (@) P

selon la i-éme variable en a

Théoréme

Si f est différentiable en a, elle admet des dérivées partielles selon toutes les variables en
aet Vi € [|1;n|]
sz(a) = dfa(et)
n

Par ailleurs > h;e; € E

=1

dfa(h) = _Z D;f(a)h;

Preuve : cela découle du 13.1.2.2 et de la linéarité de df,
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Notation différentielle

Si les variables sont notées (x1;...;xy), (pour f: U C R" — F).
. n
On définit Vi € [|1;n|], dz; R -

(@1sian) @ forme linéaire. Le théoréme précédant
155 Tn i
s’écrit, Vh = (hy;...;hy) € R®

"9
4alh) =S 2w
i=1 "

;)
df, = Z; 5 gf (a)dz;

C’est la linéarité de la différentielle

ALa réciproque est fausse : 'existence d’une dérivée partielle en un point n’implique pas
celle des autres dérivées directionnelles, ni a fortiori la différentiabilité en a!!!
f @ R = R
ﬁ% si (z3y) # (0;0) Ici fi100) : © — f(z,0) = 0 et foo0) : Yy —
0

(z3)

>
(0;0) —

f(0,y) =0, donc f admet des dérivées partielles en (0, 0)

Of 0.0y = 0= 2
7,00 =0=5

o (0;0)

En revanche selon la direction (1,1), V¢ # 0, f(t,t) = 3 et f(0,0) = 0, ainsi t — @(t) =
F((0;0) +t(1;1)) n’est pas continue en 0, donc n’y est pas dérivable

13.1.4 Propriétés élémentaires

Théoréme

Si f est différentiable en a, elle y est continue

Preuve : f(a +h) = f(a) + dfa(h) +o(h) — f(a)
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Exemples
f: R = R
(Ty) = e si(zy) #(0;0)
(0;0) — 0

Vo # f(z,x) = % qui ne tend par vers f(0;0;) = 0 quand & — 0, f n’est pas continue en 0 donc
n’y est pas différentiable

Théoréme

Soit f,y: U C E — F, différentiable en a
1. VA € R, \f + g est différentiable en a et

d()‘f + g)a = )\dfa + dga
2. Si de plus E =R ou C, fg est différentiable en a et
d(f9)a = dfag(a) + f(a)dga

(vrai aussi si D est une algébre normée de dimension finie)

Preuve :
1. Vhe Ela+heU

(Af+9)(a+h) = Af +g)(a) + (Adfa + dga)(h) + o(h)
2. fgla+h) = fg(a) + (f(a)dga + g(a)dfa)(h) + o(h)

13.1.5 Composition des différentielles

Théoréme

Soit E,F,G trois espaces vectoriels normés de dimension finie, U ouvert de E, V ouvert
deF. f:U—=Vetg:V —G. Soit a € U, on suppose que f est différentiable en a et que g
Pest en f(a). Alors g o f est différentiable en a et

d(gof) = dgf(a) odf,

Preuve : écrire les développements limités & l'ordre 1 avec les différentielles

Exemples

1. Casou F =R. Ici v i IcR =V
t = (t)

v est différentiable en a < v est dérivable en a, et
Vh € R, dv,(h) = hy'(ta)
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VheR,goy: ICR—F

d(g 0 7)a(h) = dgy(a)(dva(h)) = hdg,,, (7' (a))

g oy est donc dérivable en a et

(go) (@) = dg, ., (7'(a))

Dans le cas particulier ot F' = R™ et ou les variables sont notées (x1;...;x,). On note
vy I = |4
t o= )= (a:l(t) : :cn(t))

. 1l vient

(g07) (a) = dgy(a) (@ (a); ..; 27, (a) = Z g:cgi

K2

En notations différentielles, on identifie "physiquement" g et ¢g* = g o . On écrit :

R R?
5 9 R3 — R ot x(t) =2t
(r,y,2) — 2%—3y%2 t y(t) =t2
z(t) =1
_@ dx  Og dy

(gov)(t) = 5, V) + a—y(v(t))E — 8t — 1243

3. Casou F=R,ici f:UCE—-ICRetg:I—R
d(g o f)a(h) = dgf(a)(dfa(h)) = hdfa(h)g/(f(a’))

On retiendra d(g o f)q = ¢'(f(a))dfs

4. d(arctan f), = H‘jﬁc(“a)z

5. d(v/f)e = —4e

2¢/ f(a)

6. Si f = |.|I%, dfa(h) = 2(alh). En tout point, a # 0, ||.|la = +/||.||]2 est différentiable (car v
est dérivable sur R ) et

d(||-l[2)a(h) = <@|h>
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Changement de variables

Cas ou £ = R", F = RP, on note les variables dans E (z1;...;2,) et dans F (y1;...;yp)

f o UCFE — F
f1(901;-~;96n) y1($1;~~;$n)
(T1;.;2pn) noté :
fo(z1s . 520) Yp(215 5 20)
g Vv — G

Il vient V(hy;...; hy) € R™
W5 i¥p) = gWesy) (hn )

Ago Nl wihy) = 32020,

ox;
i=1 v

= dgf(a)(dfa(h1§ i hn))

Ceci valant V(hq;...; hy,) € R™, en identifiant

xraCh 2 @) < 512 = 37 58 () x 2w

On retiendra symboliquement

Passage des coordonnées polaires aux cartésiennes

R - R2
(r,0) — (rcosf,rsin) = (z(r,0),y(r,sind))
dr = g—fdr + %d& = cosOdr — rsin 6df
dy = %dr + g—gdﬁ = sin @dr + r cos 0d6
Soit I VcR? — R
(z,y) = glzy

Soit différentiable en tout point

) ,g*(r,0) = g(rcosf,rsinh)
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Si g est différentiable en (zq,yo) = (1o cosbg, 7o sin ) alors g* 'est en (rq, 6p) et :

Jg* 15) ox 0 0
o (10 00) = 520,50 5 (0, 00) + 57 (z0,0) 5 (1o, 0o)
0 0 .
= %(II;anU) cos fy + %(xoa Yo) sin 0o
Jg* . 0 0
67%(7“0,90) = —T081n9oafi($o,yo)+TOCOS90£($o,y0)

On retiendra

2 = coseg + sin —

ar ox dy

= —rsin@((% + rcos@a—y

9
06

Ce qui se déduit de ’expression de la différentielle de g*. En un point r # 0, on peut inverser
le systéme :

d sinf 0
ar 05~ o
0 .0 cosf O
aiy = smé)a + T

13.1.6 Gradient

Définition

Soit E un espca euclidien, U ouvert de E et f : U — R, différentiable en a € U, df, €
L(E,R), d’aprés le théoréme de représentation des formes linéaires :

Az € E/Vh € E,df,(h) = (z|h)
On note :
(gradf)(a) ==
Par définition (gradf)(a) est 'unique vecteur de E tel que Vh € E
dfa(h) = ((gradf)(a)|h)
Si B = (e1;...;ep) est une b.o.n de E, on a Vi € [|1;n|]
((gradf)(a)le;) = dfa(ei) = De, f(a)

En particulier si E = R™ euclidien, B, base canonique et si les variables sont notés (x1; ...; ),
on aura

(gradf)(a) =
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Gradient en polaires

. 2 g R — R g R = R
Soit £ = R™ alors (z,y) — g(z,v) et (r,0) +— g(rcosf,rsinf) -
Omn a
radg(z, ) = %(z,y) ~ Og” (r,0) cos n 139* —siné
Bracgir, y) = a—i(m,y) oor Y sin 0 r 0 \ cos@

Composée avec un arc paramétré

U
v(t)

(f 07)(to) = df;1) (V' (t0)) = ((gradf)(v(to)) |7 (to))

Soit f : U C R — R différentiable en ag = 7(to), T i :
On a

dérivable en t.

13.2 Classe C!

13.2.1 Définition

Définition

Soit U un ouvert de E et f: U — F, on dit que f est différentiable sur U si et seulement

si elle ’est en tout point de U. On définit alors d U = L(EF)

a df,
On dit que f est C!' sur U si et seulement si df est définie et continue sur U (i.e Va €
U, lim|||dfy — dfa]|| = 0 ot [||.||| est une norme subordonnées a des normes quelconque de E
T—ra

et F (dimension finie)

Théoréme

1. Toute application linéaire ou affine est C!

f: R* = R

2. Vie[|1;n]), © (i) o m O Ct
1y-ydn 7

3. Théoréme généraux de la classe : toute combinaison linaire, produit, composée de fonc-
tions C! ’est encore

Preuve :
1. Si f est linéaire, Va € E,df, = f donc df est constante (de méme si elle est affine)
2. e est linéaire

3. découle des propriétés des différentielles et que si f est différentiable en a, elle y est continue
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Exemples

f R3 — R
1. e23—3In(a?y?+2)
(z,y,2)
de la classe
9 f : GL,(R) — GL,(R)
' M —= Mt
sont donc des fractions rationnelles en ceux de M. Pour calculer dfy;, on peut :

cos 22— est C L sur R3 d’aprés les théorémes généraux
z*43

18 +y8 +49632+4y

est C!, car M1 = L—'Com(M), les coefficients de M ~*

(a) former f(M + H)— f(M) = (M + H)~' — M~ définie pour | H|| suffisamment petit
(I, + M~YH)"*M~1 — M~ soit |||.||| une norme d’algébre sur M., (R). On sait que
si|||H||| < m alors [|[|M~1HI||| < [|[[M~|| x |[|H||| < § et (algébre normée de
dimension finie)

“+o0
(Lo+ M H)™ = Y (~MH)
k=0
+oo
= L+M 'H+) (-M'H)
k=2
(Lo + M7 H) Y| = (| + MTUHI| A+ 2|2l

Ainsi f(M + H) — f(M)=—-M""HM™' + o(|||H|||) avec dfps(H) = —M *HM ™!

|—a;a — M, (R)

. . 1 amir P
(b) Sachant que f est différentiable car de classe C*, soit ' o (M 4 tH)

On sait que dfy(t) = Dy f(M) = ¢’(0). 1 vient
+o0

p(t) = (M +tH) ™ = (I, +tM ' H)"'M ™" = () (~tM " H)*)M !
k=0

©'(0) est le coefficient en t :—M " 1HM 1

3. Différentielle du déterminant, det : M,,(R) — R est C! (car det M est somme de produits
des coefficients de M). Soit M € M,,(R), H € M, (R), ® R — R on

t o det(M +tH)
a d(det) /() = p(0)
Si M € GL,(R) : ¢(t) = det M det(I,, +tM ' H) pour ¢ # 0, o(t) = det M x t™ det($1,, +
M~1H)).  étant polynomiale, ©’(0) est le coefficient en t dans op(t),det M = tr(M~1H) =
tr((!Com(M))H). Soit A|B) = tr(*AB) produit scalaire sur M, (R). On a donc si M €
GL,(R)

grad(det)r = Com(M)

Or GL,(R) est dense dans M,,(R) et grad(det) est continue donc VM M., (R), grad(det) s =
Com(M)
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13.2.2 Théoréme de caractérisation

Théoréme

Soit E un R-espace vectoriel normé de dimension finie, U ouvert de E et f : U — F
(R-espace vectoriel de dimension finie). Soit B = (ey;...; €,) une base de E.

Va € U,Vi € [|1;n]], D, f(a) existe
f est de classe C! sur U < D.f : U — F

est continue
a +— D f(a)

On retiendra : f est C' si et seulement si les dérivées partielles sont définies et continues sur
U

Preuve :
(1) = (2) Ya € U,Vi € [|1;n]], D, f(a) existe et vaut df,(e;) et

[1De; f(a) = De, fO)|| = |dfa(e:) — dfv(ed)l] < lldfa — dfoll < [lei
donc a — D, f(a) est continue
(2) = (1) : pour n = 2, soit (a,b) € U. Si f est différentiable en (a,b) nécessairement df, ) (h, k) =
Del f(a7 b)h + De2f(a’ b)k
Formons donc ¢(h, k) = f(a
montrer que : ¢(h, k) = o(]|(h,
Ona f(a+h,b+k)— f(a,b) = fla+ h,b+ k) — f(a,b) — f(a+ h,b) + f(a+ h,b), h et k
P11 051

b+ k) — f(a,b) — D, f(a,b)h — D, f(a,b)k. On veut

étant fixés, soit ) C! car D, f existe et est continue

—  fla+th,b

Fla+hb) — f(a,b) = 1 (1) — 1(0) = / & ()dt = / WD, f(a+ th, b)dt

) Cl
t e fla+hb+tk)

De méme, on forme

1
0

1
fla+h,b+k)— f(a+ h,b) =1a(1) —1p2(0) = / W (t)dt = / kDe., f(a+ h,b+ tk)dt
0
d’ou
1
o(h, k) = / h(De, f(a+th,b) — D, f(a,b)) + k(De, f(a+ h,b+tk) — D, f(a,b))dt
0

D., f et D, f étant continues, soit ¢ > 0, Ja > 0/||h, k||cc < v alors
[De; f(a+h,b+k) = De, fa,b)]| <&

vt e [Oa 1]7 ||D91f(a+h7b+k) - D61f(a7b)|| < % et ||D92f(a+h7b+k) - D(’Qf(avb)” < %7
d’ou [[o(h, k)| < el|(h, k)||o, CQFD
Ceci établit que f est différentiable en (a,b) et que

df(a,p) = hDe, f(a,b) + kDe, f(a,b)
Cette expression montre que df est continue sur U. On applique un principe analogue pour

n quelconque en faisant varier successivement une seule des coordonnées
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Remarque

Ce théoréme est utile pour montrer qu'une fonction définie spécialement en un point est C! :
on vérifie que les dérivées partielles existent en tout point et qu’elles sont continues (au point
considéré)

Exemples
f: R = R
2. 2
1. (z,y) +— %
(0,0) 0
Pour étudier la continuité en (0,0), on passe en coordonnées polaires : © = rcosf et
y = rsinf avec r = /22 + y2. Il vient : f(rcos@,rsinf) = r?cos?fsin?f < r? —

(=,4)—(0,0)
Ainsi f est continue sur R2. Sur R? \ {(0,0)} est C' d’apreés les théorémes généraux. En

(z,y) # (0,0), on a

8f( ) 21> 5 x2y?
—(x = — 2z
oY x? + y? (z2 +y?)?
_ 2xy*
- (x2 4 y2)2
of __ 2yzt

x et y jouent des roles symétriques : By = T
En (0,0), on ales applications partielles f(x,0) = f(0,y) = 0, les dérivées partielles existent

et valent 0. Enfin,

vr >0,V € R, |ﬁ(rcosé’,rsin0)| =2r|cosfsin*f| <2r —
ox (z39)—(0:0)

De méme pour %5(7“ cosf,rsind), %ﬁ et %5 sont définies et continues sur R?

AL’existence des dérivées partielles ne garantit pas la classe C' (une application peut étre
définie sans étre continue) ou la différentiabilité

f: R - R
2. (z,y) = @iz est Clsur R?\ {(0;0)}, V(z;y) € R*f(2,0) = f(0,y) = 0, donc
(0,0) — 0
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% et % existent et valent 0 en (0,0). Cependant Vz # 0, f(z,z) = %, donc f n’est pas

continue en (0, 0), donc pas différentiable

13.2.3 Inégalité des accroissements finis

Théoréme

Soit U un ouvert convexe de E, f : U — F, C! sur U. Soit (a;b) € U?, on suppose que

vt € [0;1],
| dfattp—a)lll < M0 M € Ry)

alors [|f(b) — f(a)|| < M[b— al|

_ e+ [0;1] — F
Preuve : formons t o fla+td—a)

f(b) - f(a) = (10<1) - 90(0) = fol (p/(t)dt = fol dfath(bfa)dt

1£(6) = f(a)l IIA Afati—b—a) (b — a)dt|]

1
/0 Ao o0 (b — @)

IN

1
/0 fas oIl X 16— alldt

MI|b — all

IN

Corollaire

Soit U un ouvert convexe et f: U — F de classe C!

1. f est M-lipschitzienne sur U si et seulement si V& € U, |||dfz]|| < M

2. f est constante sur U si et seulement si Vo € U, df, =0

3. Soit g: U — F de classe C', f — g est constante si et seulement si df = dg

Preuve :

1. Si Vo € U, ||dfz]| < M, d’aprés le théoréeme, f est M-lipschitzienne sur U. Si f est M-
lipschitzienne sur U, soit € U,h € E,Vt # 0, HMH < M|h|| quand ¢t — 0, f
étant différentiable en x, ||df;|| < M|kl = |||dfz]]| < M

2. f est constante si et seulement si elle est O-lipschitzienne

3. se déduit de 2.

Cas d’un ouvert connexe par arcs

Soit U un ouvert connexe par arcs de E et f : U — F de classe C'. Si Vo € U,df, =0
alors f est constante sur U
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Preuve : soit x € U et 29 € U. Soit 7 : [0;1] — U continu tel que v(0) = zg et (1) = x.
Soit tg = sup{t € [0;1]/Vu € [0;¢], f(y(uw)) = f(zo)}. Par continuité de v et f, f(v(to)) = f(z0),
U étant ouvert 3oy > 0/B(y(to), a0) C U. Par continuité de v, In > 0/Vt € [to — n;to + 1] N
[0;1],v(t) € B(y(to), xo). Par ailleurs, B(y(to), o) est un ouvert convexe, df y est nulle, donc f
est constante sur B(vy(to), ag). Donc Vi € [to — n;to +n] N [0;1], f(v(¢)) = f(z0). Nécessairement
to=1et f(z) = f(z0)

Remarque

L’TAF ne se généralise pas & des ouverts connexes par arcs. En effet si v de classe C! : [0;1] —
U vérifie v(0) = a et (1) = b, on a seulement : p(t) = f(y(t)) :

150) - 5@l =1 [ Oart =11 [ o @ < v [ o

On n’a plus plus forcément Hf( ) = f(a)|| < M||b— a|. Par exemple : U = R2 \ {(z,0)/z < 0},
flz,y) = 2arctan(m) f0,1) =12, f(0,-1) = =

13.2.4 Condition nécessaire d’extremum

Théoréme

Soit A C R" d’intérieur non vide. Soit f : A — R différentiable sur A. Si f admet un
extremum local en zy € A, i.e Jag > 0 tel que

Vo € B(zg, a), f(z) < f(xp), maximum local

Vo € B(zg, a), f(x) > f(xp), minimum local

alors dfz, = 0. On dit que xo est un point critique de f. On retiendra que si f admet un
extremum en un point intérieur alors c¢’est un point critique. Les extremums sont & rechercher
parmi les points critiques

—aa] — R
t — f(.’B() +th
© est dérivable en 0 et y admet un extremum donc ¢’'(0) = df,(h). Ceci valant Vh € E,df, =0

Preuve : soit h € E et ot ) définie au voisinage de 0 car zy € /i,

Remarque
Si (e1;...; e) est une base de E, df, = 0 si et seulement si Vi € [|1;n]], De, f(z) = 0. Si E = R"”

et si les variables sont notées (x1;...;2y) :

of
a—(a:) =0

X

dfy =0 < Vi € [|1;n]],
A C’est une condition nécessaire mais pas suffisante
Exemples

: R —- R . .. .
1. f T s g3 0 est un point critique mais pas extremum
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. 2
2. Fo (i‘Ry) : 22 IiR 2 Ona g—i =2zet g—f; = —2y. Le seul point critique est (0,0). Ce

n’est pas un extremum car Ve > 0, f(g,0) = &2 > f(0,0) =0 et f(0,6) = —&2 < £(0,0) =0

Remarque

L’existence d’un extremum se prouve généralement par des arguments de compacité (fonction
continu sur un compact). Sur un tel domaine, on séparera la recherche des extremums intérieur
(parmi les points critiques) et sur la frontiére on ménera une étude spécifique

Exemples

D - R
(z,y) = 2% —4y?
sur D donc admet maximum et minimum sur D. f est différentiable sur D= {(z;y) €
R2/2% + 42 < 1}. Si f présente un extremum en (zo;yo) € D alors

0 0
a—£($0§yo) =2x9=0et 8—£($0;y0) =—8yp =20

donc (zo;y0) = 0 or f(g,0) > 0et f(0,e) < 0, pas d’extremum en (0,0). Les extremum sont
donc atteint sur la frontiére fr(D) = {(cos6,sin@)/0 € [0;27]}. Soit g(f) = f(cosf,sinf) =
1 —5sin? 0. Le maximum est atteint pour sin? = 0 et vaut 1, le minimum est atteint pour

sin?6 = 1 et vaut -4
Mn,l =R"» — R

. ++ f
Soit A = sin Sp(A) > 0,VX € R™, (AX|X) > A || X2, 'BX < | B||| X, dou

1. Soit D = {(z;y) € R*/2? + y* < 1} compact. continue

A
X) > —|| X = [|BII|IX —

£ = XU = IBIIXT | =
donc f n’admet pas de maximum global, mais elle admet un minimum global (considérer
R >0/||X| > R, f(X) > f(0) = 0). Comme R™ est ouvert, si f présente un minimum en
X(), deo =0.11 vient,

1 1

f(Xo+H)—f(Xo) = §t(X0+H)A(X0+H)—§tX0AX0—(B|X0+H>++(B|X0) = (AXo|H)—(B|H)
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dott dfx, (H) = (AXo — B|H)
(gradf)(Xo) = AXo — B =0

Or A € GL,(R), donc Xo = A7'B. Alors f(Xo) = —3(B|A™'B)

Cas ou A

n
Soit ¥, = {(#1;...;2,) € R}/ > = 1} (simplexe). C’est I'enveloppe convexe des vecteurs

de la base canonique Ce sont des fermés bornées en dimension finie : les simplexes sont donc

FIGURE 13.1 — Simplexe X

FIGURE 13.2 — Simplexe X3

compact, Zon = () car ¥,, C H hyperplan affine d’équation z1 + ...z, = 1. Soit f définie sur U
ouvert de R"/%,, C U. On suppose f de classe C!, par continuité, f admet un maximum et un
minimum sur ¥,, compact. L’intérieur d’un simplexe étant vide, on ne peut appliquer la condition
nécessaire d’extremum!!! Soit (x1;...;2,) € X,/Vi € [|1;n]],z; €]0;1[. Soit h = (hy;...;h,) €
n n
R"/ > 2, =0, 3a > 0/|t] < a,Vi € [|1;n]],x; +th; € [0;1] et > x; +th, =1= (z+th) € X,
i=1 i=1
v [Faja] — R
t —  f(z+th)
Si f|s, présente un extremum en 0,

Formons

¢'(0) = dfa(h) = 0= ((graf f)(z)[h)
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En particulier pour i # j et h =

1
of
al’i

(2) = gg > (maf)o) < B |
P R™ 5 R
(T1;.2pn) l_n[ T

i=1
Ve = (21;...;2,) € Ty, f(z) > 0 et §'il existe ¢ € [|1;n|]/x; = 0 alors f(z) = 0. Ceci montre que
nzlinf = 0, par ailleurs le maximum est atteint en z = (x1;...;2,) € £,/Vi € [|1;n]],z; €]0;1].

Par exemple

n

D’apreés ce qui précéde

., .0 9 . 1 1
Vz#%ag(m):%(x): H xk:anxk:;H$k>0
[ i . - =

Ainsi z; = x; et o = 1(1;..;1) et max f = L

Notons que si (y1;...;yn) € RT\{(0;...;0)} soit S = 3" y; > 0et Vi € [|1;n]], 2 = %, (2155 20) €
i=1

Y, donc

13.2.5 Matrice jacobienne

Définition

U — R
Soit N*)2, U ouvert de R” et A T
oit (n,p) € (N*)?, U ouvert de e (@15 053y) n
appelle matrice (jacobienne) de f en a la matrice de df, dans les bases canoniques de R? et
R™ on la note J f, € M,, ,(R). Soit (3, 5) € [|1;n|] x [|1;p]] le coefficient d’indice (4, j) de J f,
et la i-éme coordonnée dans le base canonique de R™ de df,(e;) = D, f(a) = aani(a)' Ainsi

o 1 9 1

8:{1 (@) - agJ:p (a)
P/ ™ .
fo= (5 )Gnetmhximpn = [ :
K Ofa 9/

ae(a) - oz, (a)
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Symboliquement, on écrit Vi € [|1;n]

af i
dfs = Z 8:1:]

On retiendra :
df1 dx;

=IO

Jacobien

Lorsque n = p, on définit le jacobien de f en a : det Jf(a)

Exemple
. f : R = R? .
Soit (r,0) +— (rcosb;rsinf) = (z(r,0),y(r,6)) On écrit
() - (& ) ()
dy 5 F4) \db
cosf —rsinf . .

Jf(r,6) = (51119 v cos f ), de jacobien r
Remarques

1. f est de classe C! sur U si et seulement si : /\;l f P est définie, continue sur U

2. Si n =1, dans RP? euclidien, la jacobienne est le gradient (¢ M, 1(R))

Théoréme

Si f:UCRP 5V CR"et g: V — R™ avec f différentiable en a et g différentiable en
f(a). On a,
J(go fla=Jgf@a) X Jfa

Preuve : d(go f) = dgs(a) © dfa

13.2.6 Dérivation au sens complexe (HP)

Définition
: U — R2 .
Soit U ouvert de R? (identifi¢ a C) et ! On lui
B ( ) (.T,y) = f(xvy):(fl(xuy)7f2(x7y))
associe Fo v B C On cherche une condition sur f pour

z=xz+iy — f=fi(z,y)+ifa(z,y)
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que f soit dérivable au sens complexe en zg = xg + iyy € U, 3 f (20) € C/

lim
h—0,heC

Pour h = hy + iho, ceci équivaut a :
fi(zo + hi,yo + he) +ifa(zo +hi,y1 + ha) = fi(zo,y0) +ifa(20,y0) + (h1iha) f(20) + o((h1, ko))

f est différentiable en (z, yo)
si et seulement si : a —b
I f(wo,m0) = (b a)

La différentielle de f en (29, yo) est la similitude directe de rapport a+ib = f(zp). Ce qui équivaut
aux équations de Cauchy-Riemann :

O (o o) = 22 (20 )
O 0, Y0 By 05 Y0

Fonctions harmoniques

On dit que f: U C R? — R de classe C? est harmonique si et seulement si V(z,y) € U

0% f

0% f
@(%

y)+55=0

Af —
f PYE

A est l'opérateur Laplacien. On suppose U bornée, et f est continue sur U. On va montrer le

principe du maximum, c’est a dire que es extremums d’une fonction harmonique sont atteint sur

le frontiére de U. On pose (z9,y0) € U/ max f = f(xo,y0). On suppose que (zg,y0) € U. Soit
U

r > 0/B((xg,y0),7) C U. Pour n > 1, on définit f,(z,y) = f(z,y) + %f(x2,y2).
4
Afp(z,y)==>0
n

En utilisant 1’égalité de la moyenne (cf infra) on peut montrer le principe du maximum, on en
déduit :

A(f_g):O min:—méx(g_f)zo -
{f_QZOSquT(U) = fU—gzogurfr(U) =f=g

Laplacien en polaire

N R

Soit (r,0) —  f(rcosf,rsind)

Dans ce cas

10, 0f | 18

A= o)t e
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Egalité de la moyenne

Soit f : U — R harmonique sur U. Soit (zo,y0) € U et v / B((x0,v0),7) C U. On pose

2m

vr € [0, pl, F(r) f(zo +rcosb,yy + sin0)dd

:% )

valeur moyenne de f sur C((zo, yo), p). On veut montrer que F est constante sur [0, p]. Le théoréme
de dérivation d’une intégrale & paramétre permet, de montrer que la fonction

27
) 1/0 97 (. 6)ao

=5 )y Tor
est de classe C! et que G'(r) = 0 sur ]0, p]
V0 € [0, 27, f(zo,y0) = f(zo + pcosb,yo + psinb)

Lien avec les fonctions holomorphes

—+oo
Soit f(z) = > a,2™ de rayon de convergence R > 0, pour (z,y) € R?/\/22 +y2 < R. On

n=0
~ o0
définit f(z,y) = > an(xz + iy)", on vérifie qu’elle est de classe C*
n=0
“+o0 +oo
Af = nln = Van@+iy)"? = > nln = Dan(z +iy)" > =0
n=2 n=2

13.3 Classe C*

13.3.1 Définition

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, (ey, ..., e, ) une base fixée de E. Soit
U ouvert de E, on définit pour ¢ € [|1;n|]

C'(U,F) = Tespace vectoriel des fonctions C' : U — F

D; : C(U,F) — C"U,F)

et lopérateur de dérivation par rapport a la k-iéme
f — Dif =D, f p p pp

variable. On définit pour & > 0

f est au moins C*(U, F)

tdeclasseCt
festdeclasse {Vieﬂl,nH,DifeCkl(U,F)

Pour (i1, ...,i1) € [|1;n/]¥, on peut alors définir :
Dy, .Dif = Di,[..Di f] = (D, ..Di ) f

application dérivée partielle d’ordre k (il y en a n*). Si les variables sont notées (21, ..., xx),
on note :
0 ( af )= orf

(on dérive par rapport & x;, puis x;,... enfin par rapport a x;, )

D;, ..D;, f =
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Exemple
Sin=3et k=2 et siles variables sont notées (x,y, z)
77 _ 09,
0x0z Oz 0z

05 001 880,
0x0ydz  Ox Oydz’ Ox Oy 0z

Remarque

On vérifie sans peine (grace au théoréme de caractérisation de la classe C! que cela équivaut
a dire que df € C*~Y(U, L(E, F))

Théoréme

1. f est C* sur U si et seulement toutes ses dérivées partielles aux ordres < k sont définies
continues sur U

2. Toute somme, produit, composée de fonctions C* l’est encore

Classe C*°

On dit que f est de classe C* si et seulement si Vn € N, f est C" si et seulement si toutes
les dérivées partielles & tout ordre sont définies et continues sur U

Exemples
; i R" - R
1. Vi€ [|1;n]), ost 0
(-’1/'17...7.’17»”) = X
2. Par composition, somme et produits :
f R - R
exp(a:372y\/y4+47+3) est C*°
(:E7y72) — 1+sin2(3x2y—z3)

3. det et le passage a I'inverse dans GL,,(C) sont C*

13.3.2 Théoréme de Schwarz

Si fest C2:U — F,Y(i,5) € [|L:n])?

D;D;f =D;D;f

Preuve : sans perte de généralité, on peut supposer n = 2 et E = R2, notons les variables
(z,y). Soit (xg,yo) € U. On veut montrer que :

éi{ )_ﬁi( )
910y Zo,Yo) = Bydr Zo, Yo
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5w 0) = 5-(55 ) w00

Formons pour i € R (h suffisamment petit pour que les points € U)

F(h) = f(zo+h,yo+h) — f(xo+ h,y0) — f(xo,yo + k) — f(20,%0)

h étant fixé, définissons g(y) = f(zo+h,y) — f(x0,y),C. De sorte que F(h) = g(yo+h) — g(yo)-
Soit # [0;1] — F
t = glyo+th)

1 1
Hm=wﬂ%ﬂm=[:¢wﬁ=hé (ot th)dt = h/ (2o-+h, yo-+th) — %@mmﬂmﬁ

U, o [0;1] — F
u g—i(xo—i-uh,yo—&—th)

1
h):h/(\llt( W, (0))dt = h// w)dudt = hQ//a (& + uh, yo + th)dudt
0

2
Par continuité de (%gy sur U : pour ¢ > 0,3a > 0/|h| < aet |k <«

t étant fixé, soit 1

2 2

/ o f
<
|8 By (o + h,yo + k) — ayax(l‘o,yoﬂ_f

Si|h| <e (et h #0),

F h 32 1 1 82 82
0 Ummm//W T o+ hoyo + t0) — LT (g, yo)|dud < ¢
0 0

h? OxOy Oxdy Oxdy
Ainsi, limM - Pr Zo,Yo). De méme en formant [(z) = f(x,yo + h) — f(x,y9), on obtient
h2 dxdy
.. F(h ¢}
Jim ,fz) = 3y3fx (xo,yo)
ALa continuité de a—ay et 3‘125; en (g, yo) est nécessaire!
f: R = R
i zy(z®—y?)
Soit (z,y) — BTy
(0,0) 0
%(:&0) = lim fxy)—f(z,0) lim 1(352—112)
Y y—0 Y y—0 z?

2 . % (2,0-3£(0,0)
8ancafy = 83:( )(O O)iil 8 x =1
(0 y) = ili%f(ﬂv) f(O»y) =y
2 0,y)— 3= (0,0
££—@<>mm—h%ﬂL%fL4=—l
0% f y 0% f
Oyodx ~ 0x0y
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13.3.3 Exemples a connaitre
Séries entiéres
Soit Y a — nz™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Montrer que
f + ]=R;R[xR — C

—+o0 . [e'e]
(r,0) o> aprnet™? est C
n=0

Lemme Soit p € [0; B[, (j, k) € N?, la série de fonctions

Z ann(n —1)...(n — j + 1)r" I (in)*e™?
neN

converge normalement sur [—p; p] X R
Preuve : V(r,0) € [-p;p] x R,Vn e N> j

lann(n —1)...(n — 7 + 1)r" I (in)ke™| < |a,|n?TFpn=7

terme général d’une série convergente
Soit alors, pour [ € N

f est de classe C! sur | — R; R[xR
PV, k) €N2/j+k <1,¥(r0) €] — R; R[xR

itk . —j(s ;
%(r,@) =2 > ann(n—1)..(n—j+1)r" I(in)kein?

Initialisation : j = 0 = k, d’aprés le lemme f est continue sur | — R; R[xR, Py

Hérédite : soit [ € N, supposons P; vraie. Soit (j, k) € N?/j +k = [+ 1, d’aprés le lemme j ou
k>1, daprés P; : % existe et vaut ...

Le lemme permet de dériver une fois de plus par rapport a r (théoréme de dérivation d’une série
de fonction, la série des dérivées converge normalement sur [—p; p] X R,Vp < R et garantit que
(r,0) — % est continue sur [—R; R] x R. De méme si k > 1, P14

Conclusion : f est C* sur | — R, R[xR

Fonction gamma d’Euler

. ; T D — C
Soit D = R% xR et () = T(o+iy) = fOJrOO fo— iy o=t gy Montrer que I est
[+ DxRy — C

C> sur R} x R et dérivable au sens complexe. Formons, C>®

*
sur D x R%

(@,y,2) > 7TV

Lemme V(j, k) € N2t — 59;;;]0 est intégrable V(z,y) € D

k
Preuve : Y
oItk f » -1 —
|W(m,y7t)| = |Int/(ilnt)krtiv—let
= |Int! +kt" et
1
= Otz
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intégrable d’aprés le critére de Riemann. On montre par une méthode analogue au cas précédant

par récurrence que I' est C*.

Soit T'y (z,y) = Re((z,y)) = f0+°° t*“Leos(ylnt)etdt et Ta(x,y) = Im(T(x,y)) = f0+oo t*~Lsin(yInt)etdt.
D’apreés ce qui précéde,

or, [t 1 ¢, Ol
) = /0 In(0)t7 cos(y) Int)e"dt = 2 (z.)
arl _ teo rz—1 . —t _ aFQ
a—y(x,y) = /0 —In($)t" " sinylnte”'dt = —a—y(x,y)

I" est donc dérivable au sens complexe

13.4 Vecteurs tangents & une partie d’un espace vectoriel
normeé

13.4.1 Définition

Définition

Soit E un R-espace vectoriel normé de dimension finie, A une partie non vide de E et
a € A. On dit qu’un vecteur est tangent & A en a si et seulement si 3o > 0,3y ;] — ;[ A
est C1 / v(0) = a et 4/ (0) = x. L’ensemble des vecteurs tangent & A en a sera notée 7 4(a)

Exemples
1. Si A= {a} alors T4(a) = {0} car les arcs tracés sur A passant par a sont constants
2. Si A est ouverte, soit a € A et x € F,Ja > 0/|t| < a,a + tz € A, on peut former

v o]l —aa] — A 1 B _ -
t — a+t$ C et 7(0)_a7 7/(0)_‘1})TA(0’)_E

3. Soit dans R?, A = D; U Dy = R(1,0) UR(0,1) = {(z,y) € R?/zy = 0}.
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D1

Soit v :] — a;a[— A de classe C! | Vt €] — a;a[y(t) = (z(t),y(t)) = z(t)y(t) = 0. Comme
n>2,x(2)y($ =0 ou bien I = {n > 2/x(£ = 0} est infini et Vn € I,7(2) € D2,7'(0) =
lim 29 ¢ Dy ou bien I est fini et J = {n>2/y(% = 0} est infini donc 7/(0) € D;.

n— oo

Ainsi TA(O 0) C D1 UDy

Réciproquement, doit X € D1 U D, v I;& : t':;t( est C! et vérifie y(0) = 0, 7/ (0) =
X
( ) D1 U Dy
. Soit dans R™, la sphére S,,_1 = {(x1;...;x,) € R"/2? + ...+ 22 = 1}. Soit a = (a1;...;a,) €

Sp—1- Soit 7] — a;a[— S,_1 tel que fy( ) = a, Vt €] — a,al,|[y(#)]> = 1 en derlvant
vt €] - a,al, 27 (DY (1)) = 0 et (ay/(0)) = 0. Ainsi 7/(0) € H = Ts,_, (a) C H.
Réciproquement, soit « € H \ {0},b = H;:_H Soit | R o= Sn-1 tracé sur

0 +— acosf+bsinf
Sp—1 car (alb) =0, donc
lacos @ + bsinf||* = ||acosO|* + ||bsin0)|* =

R — S,_
,7(0) = a et 4/(0) = b. Soit ' ol
V(O = aery(o) t = el

Ts, . (a)
Finalement Tg, ,(a) = {a}*

CLyi(0) = aet 71(0) = [zb ==z €

FIGURE 13.3 — Plusieurs vue d’un plan tangent & une sphére en un point

. Soit SL,(R) = {M € M,(R)/det M = 1}. Soit My € SL,(R), reconnaitre Tsz,, () (Mo)

]f/j((tR) C'/v(0) = I,. Soit A = 7/(0). On a

©'(t) = d(det) sy (M'(t)) = 0. Ainsi ©'(0) =

Cas ou My = I, v o l-aia]
YVt €] — a,af,det M(t) = ¢(t) =1

~—
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d(det), (A) = 0 = tr(A)

v : R — M, (R)
Réciproquement, soit A € M,,(R)/tr(A) = 0. Soit t o exp(td) = SO A C
- n!
n=0
+oo tn—1
Vt e R,y (t) = Z o= 1)|A" = Aexp(tA)
n=1 ’

Par ailleurs det exp(tA) = e!"(4) = €0 = 1, donc ~(t) € SL,(R) et v(0) = I,,,7'(0) = A.
Finalement

Tse, ®) (In) = Ker(tr)

Cas général soit v:] — o, a[— SL,(R),C/v(0) = My, on peut lui associer
N (th,a[ : ]\if_q'(yﬂ:(?) C',0(0) = I, (0) = My '+/(0). 1l s’ensuit que
Tsr, ) (Mo) = MoKer(tr)
c’est un hyperplan de M, (R)

Théoréme

1. 0 € Ta(a)
2. Siz € Ta(a) alors VA € R, Az € Ta(a)

Preuve :

1. Former Vt € R,y(t) = a
2. Siy :]—a, a[— A vérifie ¥(0) = a et v/(0) = z, on forme nos - ? sl

a,v1(0) = Az, A #0

13.4.2 Cas d’une ligne ou surface équipotentielle

Théoréme

Soit F': U C E euclidien — R de classe C! et A = {a € U/F(a) = ¢} (ligne ou surface
de niveau, équipotentielle). Soit € T4(a). On a

((gradf)(a)lz) =0

Le gradient est orthogonal aux lignes de niveau, surfaces équipotentielles

Preuve : Soit v :] — a, a[— A,C! /v(0) = a et ¥/(0) = z, Vt €] — o, af, F(y(t)) = ¢, en dérivant
on a le résultat souhaité
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Remarques

1. Comme dF,(h) = (gradf(a)|h), si h est unitaire alors (gradF(a)|h) < |lgradF(a)| avec
égalité si et seulement si h est colinéaire au gradient

2. En un point g d’une ligne de niveau, F(x) = ¢. Si y est un vecteur tangent & A = {z €
E/F(x) =c} en zg, on a
((gradF)(zo)ly) =0

noté VF(xo)|y) = 0, donc T4(z¢) C (VF(x0))~. A-t-on l'inclusion réciproque ? Générale-
ment non (cf exemple 3)

A={(z,y) € R?/F(z,y) = zy = 0} = R(1,0) UR(0, 1)
VF(z,y) = (z) et VF(0,0) = (8

74(0,0) = Dy U Dy et (VF(0,0))+ =R2 # 74(0,0)
En revanche pour (zg,y0) € A\ {(0,0)}, si par exemple 2o =0 et yo # 0

VF(e0n) = () = (VFGan. ) = R(0.1) = Dy

On définit pour A € R, v(¢) = ()\t 3 ’ ), ainsi (0) = (;)) et 7/(0) = <?\>
0 0
Iei (VF(x0,90))" = Ta(zo,¥0)

Théoréme des fonctions implicites

Si VF(z0) # 0 alors Ta(wg) = (VF(z0))*. Ce résultat se démontre dans le cas particulier
d’un graphe (cas du programme)

Qouvert Cc R*! — R

(1503 Tp—1) = G(21;..5Tn-1)
graphe de G, A= {(z1,...,2n) € R"/2,, = G(21, ..., Tn—1)}
Posons F(xy1,...,2n) = G(Z1, ey Tp_1) — T,

Preuve : soit de classe C!. On forme le

A={(z1,....,2n) € XX R/F(21,...,2,) =0}

5 (a)
Pour @ = {61,-,0n) € 4, VFia) = acs . Soit & € Tu(a), on a (VF(a)|z) = 0,z €
8a:,:11
(VF(a)* etsiy ]—a;al— Avérifie {7(0) -
7'(0) ==

, 01l aVvi E]*O{, O‘[7’}/ﬂ(t) = G(’yl (t)v ey 771—1(15))5

lt) = SO G 1 (0) o (0)
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d’on +/(0) = Z%( )55 (a)

v o ] — A
a1+t
Réciproquement soit x = (1, .., 2,,) € (VF(a))*. Formons :
Ap—1 +tTpn_1
G(ay +t1;..5an-1 + tTn_1
~v(0) = a et 4'(0) = x. Ainsi dans le cas d’un graphe

Ta(a) = (VF(a))*

Pour n = 3, on a affaire & une surface z = G(z,y), F(x,y,2) = G(z,y) — z. Soit a = (a1, az,a3) €

A
1 0
(VPKaDL-—LQmﬂ( 0 ) ,( 1 )
%(ahCLQ) ?T(;(al,az)

Ta(a) est un plan dit plan tangent & 4 en a

13.4.3 Application a la recherche d’extremums (HP)
Théoréme des extremums liés

Soit une ligne de niveau A = {a € E/F(a) = ¢} (ou F : U C E — R, de classe C'). Soit
H : Q ouvert — R de classe C!, o1 A C Q. On recherche les extremums de H sur A. Seulement,
on a généralement A=10.SH présente un extremum local en a € A, soit x € T4(a). Soit
7] — a,a[— A de classe C! tel que y(0) = a et v/ (0) =z
Soit P |—a,a] — R

,p présente un extremum en 0 et est C' donc
t = HOw) Y

¢'(0) =0 = dH,0)(v'(0)) = dHa(z)

Si E est euclidien, (VH,|r) = 0. Ceci valant Vo € T4(a),VH, € (T4(a)t. Dans le cas oi
Ta(a) = (VF(a))*
VH, € RVF(a)

Exemple
Déterminer B g%n(R) tr(*AA). On muni M, (R) du produit scalaire canonique tr(*AB) =
€SLn
(A|B). on cherche glLin( |A||? = d(0,SL,(R))% On a||I,||* = n. Soit A € SL,(R), ||[A—1I,]|
A€

2vn = Al 2 |A = L]l = | In]| = V0

C=SL,(R)Nn{A € M,(R)/||A - I,]] < 2y/n} compact (fermé borné en dimension finie). Sur
C,|.II> admet un minimum en A; qui est un minimum sur SL,(R). SL,(R) est donc une ligne
de niveau du déterminant.

Or (Vdet)(Ag) = Com(Ao) = "Ag" et Tsp, x(Ao) = {AoM/tr(M) = 0}
Soit B € (V det Ao)l,tT(AalB) =0= B¢ %L,,L(R)(AO)- Or, V(H || ( ) = 2Ao S EL,,L(R)(AO)L =

V
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RIAGY. 3N € R/Ag = MAGY, P AgAg = AL, = A = 1 dou A € SO, (R), L A2 =n =

d(0, SL,(R))? atteint par toute matrice de SO,,(R)
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Chapitre 14

Equations différentielles linéaires

Soit dans tout le chapitre, K =R ou C, E un K-espace vectoriel de dimension finie
(fréquemment F = K™), I intervalle de R
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14.1 Définitions et résultats généraux

14.1.1 Equation différentielle linéaire

Définition

.oa I — L(E) b+ I - FE , . e
Soit t o al) et t o b On appelle équation différentielle sous
forme résolue ’écriture
y' = [a(t)](y) +b(t) (14.1)
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Soit I’ un intervalle C I, on appelle solution de (14.1) sur [I’, toute application
w : I' - FE

1
t o o) C* telle que

vt e I',¢'(t) = [a(®)](p(t)) + b(t)

On note S(14.1),; I'ensemble des solutions de (14.1) sur I’

Solution maximale

On dit que S(14.1),;» est solution maximale de (14.1) si et seulement si il n’existe pas
d’intervalle I, telle que I & I C I et ¢ € S(14.1),1~ telle que ¢ = ¢ (i.e on ne peut pas
prolonger ¢ en une solution de (14.1) sur un intervalle contenant strictement I’)

Notons que toute solution de (14.1) est restriction d’une solution maximale

Probléme de Cauchy-Lipschitz

Soit une EDL vy’ = [a(t)](y) + b(t) et to € I,yo € E. On appelle probléme de Cauchy
associé a cette EDL ’écriture

y' = [a(®)](y) +b(t)
) {y(to) = Yo

On appelle solution de (C') sur un intervalle I’ C I contenant ¢y toute solution ¢ de (14.1)
sur I’ telle que o(to) = yo

Remarque

Une ED est la loi générale d’'un mouvement physique, un probléme de Cauchy est sa parti-
cularisation avec une condition initiale

Théoréme de Cauchy-Lipschitz
On dit qu’on a unicité pour le probléme de Cauchy (C) si et seulement si ;1 et ¢o sont

solution de (C) sur Iy et Iz, on a vq1,n1, = P2i1,n1, (to € I1 N I2). On retiendra qu’on a unicité
d’une solution maximale & un probléme de Cauchy

Remarque

L’unicité traduit le caractére déterministe du mouvement
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Forme matricielle

Lorsque E = K", soit B la base canonique et V¢ € I, A(t) = matg(a(t)) et B(t) =
t

ya(t)
matp(b(t)). Notons pour ¢ : I’ C I — E de classe C! et t € I', Y, (t) = : la colonne
Yn(t)
des coordonnées de ¢(t) dans B
vi(t) aii(t) - arn@)\ (9i(t) bi(t)
peSunyr © Vtel, |  |= : : S I
Yn () ana(t) - ann(t)) \yn(t) bn (1)

& vtel )Y =AY + B

Equation différentielle scalaire d’ordre n

Soit n > 1 et aq;...;an_1,0: I — K, on appelle EDLSn sous forme résolue I’écriture :
y™ = a, 1 (Y™ + 4 ao(t)y + B(1) (14.2)
Soit I’ C I, on appelle solution de (14.2) sur I’ toute application ¢ : I’ — K,C™ telle que

vt € I, (1) = an—1 ()" V() + ...+ ao(t)e(t) + B(t)

Probléme de Cauchy d’ordre n

Soit tg € I, (yo; ...;y(()n_l)) € K", on appelle probléme de Cauchy associée a (14.2) P’écri-
ture
Y™ = a1 (YY) + L+ ao(t)y + B(2)

y(to) = Yo

n— n—1
y( ) 1)(t0) _ y(() )

Une solution de (C) sur I’ C I contenant to est une solution ¢ de (14.2) sur I’ telle que
o(to) = yo

P (1) =y Y

On définit de méme 'unicité
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Forme matricielle

Y, : I' — K"
_ . _ p(t)
Soit ¢ : I' € I — K,C™, on lui associe PN ) C'.Onagpcec
(1)
S(1a.2),1r &
0 1 0 0 0
Y est solution sur I’ de V' = : o 0 Y + 0 (14.3)
0 - 0 0 1 0
ao(t) o o ana(t) B(t)
On se raméne ainsi & une équation du premier ordre avec £ = K" et ¢ est solu-
(14.2)
) y(to) = Yo ) ) )
tion sur I’ de (C)X . si et seulement si Y, est solution sur I’ de
Y (tg) =y
(14.3)
Yo
Cl
(@) Y(to) = :
yénfl)

14.1.2 Structure de ’ensemble des solutions

Théoréme

Soit @ : I — L(E) e¢ b : I — FE continues et I’ C I. On peut défi-
.U : C(I')E) — CYI',E) , o
ni BT G e U0 = #0) — laip(). De plus
V(A p1,02) € K x CHILE)VE € LU + 92)(t) = Mgy + @5 — a(t)(Mpr + p2) =
AU(p1) + Ul(pz2) On associe a (14.1) 'équation dite homogéne

Théoréme de structure

Si Saany,rr # 0 (i.e b€ Im(U)) soit 1 € T(14.1),1/, on dit que c’est une solution particu-
liére, on a :
S(H),I’ = Ker(U)
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Saa1),r =1 +Sm),r

C’est un sous-espace affine de C'(I’,KK) de direction S(w), 1

Preuve : cf cours de MPSI

Remarque

Toute solution de (14.1) sur I’ s’écrit sous la forme :

Y =¢1+ %o
avec @g € Ker(U)

Second membre

On écrit souvent (14.1) sous la forme avec second membre :

y'+ [a(®)](y) = b(t)

L’équation homogéne s’écrit aussi :
y' +la®)](y) =0

14.1.3 Théoréme de Cauchy-Lipschitz
Démonstration (HP)

f = t b(t
Soit a: I — L(F) et b: I — E continues. Soit ¢y € I et yg € E et y' = la®)](y) +b(t)
y(to) = o
¢ solution de (C) sur I’ si et seulement si Vt € I’

{y’ = [OIW) +60) o p o) = / ([a(w)] () () + b(w))du + yo (14.4)

y(to) = yo to

est Péquation intégrale associée a (C). Soit F : CO(I, E) — C(I, E) telle que Vt € I, F(p)(t)
f:o ([a(w)](¢(u))+b(u))du+yg. On cherche un point fixe de F. L’idée est de partir de o i

T4

et on itére F,Vn € N, p,4+1 = F(p,). On va montrer que (p,) converge uniformément sur les
segments de I. Pour ce faire, on va étudier la série ) _y©ni1 — ¢n. Fixons J segment C 1.
Notons, C' = sup|||a(t)|]|

teJ

Lemme Soit (¢,) € C°(I,E)?,Vt € J

¢
I1E(e)(t) = F()(O) = ||/f [a(w)]( = P)(u)dul| < Jto = t|Cllp = Pl
Vn € N*,t € J notons M,, = ||¢n — ¢n—1l/cc, d’aprés le lemme :
[n+1(t) = en(®)] = [[F(pn)(t) = Flon-1)@)]| < [to — t{CM,
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1l s’ensuit en reportant (a ordre n — 1) que

t
[ont1(®) —en@l = | [ la(u)l(en —pn-1)(w)dull
"
< I/t la(u)ll] < llon(u) = en1(u)ldu|
t
S C‘ |u—t0|CMn,1du\
to
— 02 |t 72150|2 ]\4”_1

Par récurrence, |on+1(t) — n(t)] < C"%Ml. Soit I(J) = sup(J) — inf(J), il vient

cnl
lon+1 — @nlloo < 775 ) M,

SATP convergente. Ainsi la série de fonctions »_ ¢, 411 — @, converge normalement donc uni-
formément sur les segments de I et (cpn) converge uniformément sur les segments de I vers

¢ € CUI,E). De plus, Vt € I,p,1(t j; (u)) 4+ b(u)du + yo et comme Yu €

I la(w)](n(u) — p(u)|| < Cllen - <P||oo La Sulte de fonctlons (u = [a(w)](on(u) + b(u))nen
converge uniformément sur J vers u [ ( (e ( ) + b(u)

Par convergence, on a Vt € J, ¢ f + [a(w)](p(u)) +b(u)du+yo. Ceci valant pour tout segment

J C I contenant t,, donc sur I tout entier. Par ailleurs, si (p,1) € C°(I, E) sont solutions de
(14.3), d’apreés le lemme :

vt e J [lo(t) = @Ol = [F(@) () = F() (@) < lto = HClle = lloo

De méme que précédemment par récurrence Vn € N, ||p(t) — ¢ (t)]| < C”MH@ — Y|loo d’0u
llo(t) — (1) § ||g0 Y|l so —> 0 donc ¢|; = 1,7, ainsi ceci valant pour tout segment
de J, p =1

Enoncé

Pour a : I — L(E),b: I — E, continues soit tg € I,yg € F alors il existe une unique
solution maximale au probléme de Cauchy-Lipschitz :

{y' = [a(t)](y) + b(t)
y(to) = yo

et elle est définie sur [

Exemples

/

Soit le probléme de Cauchy : {y — Y On pose ¥1

R — K
y(to) = %o t o=

Yo
t
p1(t) = / yodu + yo = yo(t — to) + Yo

to
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¢ (t —to)?
pa(t) = / w1(uw)du +yo = yo——=—— + yo(t — to) + yo

to 2
= (t—to)"
on(t) = yO(k—O T) o Yo exp(t — to)

Remarque

La preuve du TCL fournit une suite de fonctions qui converge uniformément vers ¢ sur les
segments de I, mais pas une expression explicite de ¢!

Corollaire
U CHI,K) — C°I,K) L
1. ’ ’ Vte IL,LU(p)(t) = ¢'(t) — [a(t t)) est surjective
o > U(p) (@) (t) = ¢'(t) — [a(t)](¢(1)) jectiv
2. Vt € I, l'application ¢ Stmy.1 = Ker(U) = E est un isomorphisme et
@ = o(t)
Preuve : soit b € C°(I,K)
! = [a(t b(t
1. Soit (to,y0) € I X E et ¢ unique solution sur I de (C) {y(t ) [a(®]() + b(t) On a
Yito) = Yo

U(p) =b, donc U est surjective

2. On applique le TCL & ' = [a(t)](y), Yyo € I, ¢ € Tim),1/¢(to) = yo i-e O (@) = yo, O,
est bijective, elle est linéaire : c’est un isomorphisme

Equation différentielle linéaire scalaire d’ordre n

Soit ag, ..., n_1, 8 : I — K, continues et
y(n) = an1y" '+ .+ ay+ 8 (14.5)

1. V(to,yg,...,y(()"_l)) € I x K", 3lp € Sqas),r telle que (to) = yo,...,o(n —1)(to) =
(n—1)
Yo

Preuve : on passe par un systéme différentielle linéaire
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14.1.4 Résolvante, Wronskien

Soit B une base fixée de E (si £ = K", B est la base canonique)

Définitions

Soit ¢1, ..., ¢n, n applications : I — E. Pour t € I on appelle (matrice) résolvante de
©1, -, Pn & l'instant ¢

Ry, on (t) = mats(p1 (t), s on(t))

et Wronskien de ¢, ..., ¢, a I'instant t

Worron (t) = det Ry, pn (t) = dgt(tph ey )

Théoréme

Soit 3 = [a(t)](y) avec a : I — L(E) continue. Soit (@1, ..., 0n) € (Sta),1)"
Soit (1, ..., ¢n) est libre c’est alors une base de Sigy,7,Vt € I

B(t) = (1(t), - n(t))

est une base de E. On a de plus Vt € J, W, .. (t) #0
Ou bien (¢1, ..., ¢y) est lice, Vt € I, Wy, 4. (1) =0

.....

Preuve : dim Sy, ; = n et Vi € I,0; est un isomorphisme. Par isomorphisme (g1, ..., n)
est une base de S(g) s si et seulement si B(t) = (¢1, ..., n) est une base de E si et seulement si
W901,~~~790n 7é 0

Remarque

S'il existe to € I/Wo, ... o, (to) # 0alors (@1, ..., 0,) est une base de Sy ret Ve € I, W, . o, () #
0

Calcul du Wronskien (HP)

Soit (@1, ..., on) € S(ir),p» st cette famille est lice, Vi € I, Wy, o, =0

Si elle est libre c’est une base de Sy ; et Vt € I,B(t) = (p1(t), ..., on(t)) est une base de E et
vtel

n

Werroon ) = det(p1(1); - @i (1); 5 (1)) = det(; i on) > g(ett)(cpl(t); 3 [a®)](@i); - n (1))
i=1 =1
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Notons A(t) = (a; ;(t)) = matpeya(t). On a Vi € [|1;n|]

1 0 0 au(t) 0 0 0
0 . 0 : 0 0 0
det(1(0) s [a@) @i i on(®) = | L OO0
et(p1(t);...;1alt)](@s); ;s pn(t)) = . =a;;(t
B(t) 0 0 0 1 0 0
0 0 0 : 0 . 0
0 0 0 ans(t) 0 0 1

W:ol;u.;son (t) = Zai,i(t)wwum;@n (t) = tr(A)(t)

t

d'ott Wy, 0, () = C’expftb tridwdu yvee C € K*

14.1.5 Variations des constantes
Principe
Soit (@13 ...;n) est une base de S¢gy ;. Pour t € I, soit B(t) = (¢;(t))ic[j1;n)) base de E. Soit
0 € CHI,K),Vt € I,p(t) € E et I(\i(t)) € K /p(t) = fil)\i(t)goi(t)
i=

a1 (1)
Soit B une base fixée de E et : colonne des coordonnées de (t) dans B,Vi € [|1;n|],z; €
T (t)
Ai(t)
CY(I,K). Comme est la colonne des coordonnées de ¢(t) dans B(t) et Ry,.. 0, (t) est
An (%)
la matrice de passage de B — B(t). Il vient
Ax(t) 1 (1) . a1 (1)
= R;ll;mwn (t) = 715007”(}%@1;...;% (1))
W‘Pl;--wﬂpn (t)
An(t) T (t) T (t)

donc Vi € [|1,n|], \i € C1(I,K) et

Vi e T (1) =D (i) + D Ni(B)pi(t) = [a®)](p() + Y Ni(D)pilt)
i=1 i=1 i=1

pESu & VEELY N(t)ei(t) =b(t)

i=1
1(t)
&Vt eI, matgyb(t) = ;
An(t)
A1) by (t)
A = Rszll;---;wn (t)
An(t) by (t)
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Vi € [|1;n]], 3 € K, Vt € I, \i(t ft,@ Ydu + p;

Finalement ¢ € T(14.1),1 < 3(,u1,. whn) EKPNte T p(t) = > j;o Bi(u)du)p;(t) + Z wii(t)
=1
On sait résoudre (14.1) & partir d’une base de solutions de (H) (on dit que (p1(t);.. ,<pn(t)) est

un systéme fondamental de solutions de (H) sur I)

<.

Cas d’une équation différentielle linéaire d’ordre n

Soit av; ...; p—1,8 : I — K continues. On a I’équation (14.2). Soit ¢1;...; ¢, € (C™(I,K))™,

Y, : I -  Kr
©i(t)

on forme Vi € [|1;n|], PN : € CH(I,K™) On a vu que (p1;...; ¢, ) est une
%('"._1)

base de Sz s si et seulement si (Y,,;...; Y, ) est une base de Sigy ;-
On deﬁnlt Vt €I,R(t) = Ry, 0, (t) = Ry, .. .v,, (t) et W(t) = Wy, . v, () = Wors 0 (D).

On a (p;) est une base de Sipy; < Vt € I,(Y,,) est une base de K". Soit v € C"(I,K) et

¥
Vo=| T | e ranm e kv - 5 M ()Y (1)
(p(n.—l) i=
o(t) 90183
/ t n ;
¢'(t) _ Z () ®
(n=1)(¢) = (pz('nfl)(t)

avec \; € C1(I,K)

14.1.6 Résolution d’une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre
1

Méthode générale
Soit a: I — K, B : I — K continue et

y' =alt)y+B(t) (14.6)

Soit ¢ € CY(I,K), p € St14.6),17t € I,¢'(t) — a(t)p(t) = B(t). On pose A(t) = j;tg a(u)du, tg € T
fixé

(14.6) & (£'(t) = alt)p(t)e 4" = B(t)e AW
& pexpA=LfexpA

& 3CeK/NVtel ot / Bu)e~ AW dy 4 C)eA®)

Probléme de Cauchy

L’unique solution au probléme de Cauchy avec y(tg) = to est celle pour laquelle C' = yq
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Méthode de la variation de la constante

Soit I’équation différentielle : ¢y = a(t)y + b(¢)
1. On résout d’abord ’équation homogene associée : ¢y = a(t)y, on obtient un ensemble
de solutions yy () = Ael" a(wdu

2. Pour résoudre I’équation avec second membre, on suppose que y, = a(t)eft a(u)du et
solution avec a : I — K de classe C'. En réinjectant, on obtient une équation sur «,
que l'on sait résoudre

3. L’ensemble des solutions est donné par y = yg + yp

Cas vectoriel

Soit I’équation y' = [a(t)]y+bou a: I — L(E),b: I — E et dimE > 2 et I’équation
matricielle, Y’ = AY + B associée. Soit Vt € I, A(t) = f; A(u)du € M, (K) on a

+oo k.Ak(t) +o0

A'(t) = A(t), exp(—A(1)), exp(—A(t) = ) (-1) T > (D ()

k=0 ’ k=0

filt) = % ZIAi’l(t)A(t)A’“’i(t)
1 filloo,s Szﬁ ig}; [l A(t)]|[F—1 ig}t}) JA@)||], t = e A® est, C', siVt € I, A(t) et A(t) conviennent,
on a:

(exp(A))'(t) = A(t) exp(—A(t)) = exp(—A(t)) A(t)
et on peut résoudre I’équation comme un ordre 1 scalaire. Si les 2 ne commutent pas, alors il
faut employer une méthode locale si elle existe

14.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 2

14.2.1 Equation homogéne
Position du probléme
Soit p: I - Ket g: I — K continues et
Y +pt)y +aq(t)y =0

On sait d’apres le TCL que dim Sz, 1 = 2. Généralement on ne sait pas expliciter une base de
solution de (H)!!!
Soit (¢1,¢2) € (Sa),1)?, on définit

p1(t)  pa(t)

Wer o (t) = o (1) Sﬁlz(t)‘ = (90180/2 - <p1<p2)(t)Cl

Wiy 0n(t) = 1905 — P2 = —pWo, o,
3O € KV € I,W,y, 4, (t) = Ce Joo P

me ()= ) )
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(¢1,©2) est une base de solutions de S, 7 si et seulement si C' # 0 :

C# & Vtel Wy, ,,(t)#0
& FHel, Wy, o(t)#0

Dans ce cas, Vt € 1, (@/1 (t>> , (w?(t)) est une base de K2
0] ©5(t)

Recherche d’une solution développable en séries entiéres

Lorsqu’on a une EDL2 : ay”’+ By’ +7y = § (sous forme non résolue ou «, 3, polynomiales
—+o0
et § est DSE. On cherche des solutions DSE de la fagon suivante : si f(t) = > ant™ est

n=0
solution sur |— R, R[ rayon de convergence > 0. On évalue le coefficient de t" de ay” + By’ +7y
et par unicité du DSE on identifie le coefficient de ™ a celui de ¢ de §. On obtient une relation
de récurrence sur (a,). On évalue au moyen de cette relation le rayon de convergence Ry de
cette série entiére puis en mentionnant qu’on peut remonter les calculs,

“+o00
folt) = Z ant™ est solution sur | — Ro; Ro|

n=0

Le TCL s’applique seulement sur un intervalle que lequel «(t) # 0, sur [ il suffit de connaitre
f(to) et f'(to) pour déterminer une solution

Exemple
y' + %y' +y = 0 EDLH2 sur R* ou R*, le TCL s’applique sur I :

2
y"+Ey'+y:0<i>ty’/+2y/+ty:0

+oo
Si f(t) = > ant™ est solution

n=0

+oo

tf(t) = 2_:1 anfltn

20'(6) = 5% 20+ Danst"
n=0

) = S nln+ Dagat”

n=0

De plus ¢f"(t) + 2f'(t) + tf(t) = 0, d’ou

+oo
Z[(n +D(n+2)ans1 +an—1Jt"+a1 =0

n=1
Par unicité de DSE, sur ¢t €] — R, R[,a; =0

—an —1

vk e N ,an+1:m
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_1)P . too Ly
Par récurrence : Vp € N, agpy1 = 0 et agp = %ao, R=+4o0,siag =1, f(t) = pz—:o (gpi)l)!t%’ =

st — sinc(t) est solution en remontant les calculs

Remarque

Cette méthode permet de monter que par unicité dans le TCL, une certaine fonction f est
DSE : on montre que f est solution d’une ED du type précédant, on vérifie qu’il existe f; DSE
f1(0) = f(0)

(0) = £(0) Par unicité f = f; sur | — R, R]

solution sur | — R; R[/ {

Cas o1t les coefficients sont constants

Soit 3" + o) + By = 0 alors on résout ’équation caractéristique z2 + ax + 8 = 0, les
solutions sur C sont

1. Si 2?2 +az+ B == (z— \)(z — \2) alors
y(t) = Ae'™ + Be? /(A, B) € C?
2. Si 22+ ax+ B = (z— X\)? alors

y(t) = (A4 Bt)e™!/(A, B) € C?

Recherche d’une base de solution lorsqu’on connait une solution qui ne s’annule pas

Soit ¢’ +py + qy = 0 avec p,q : I — K continues. On suppose qu’on connait une
solution @7 sur I’ C I/p; ne s’annule pas sur I’. On recherche alors une solution ¢ sur I’
indépendante de 1, i.e pa(t) = A(t)p1(t) avec A : I’ — KC? non constante. Il vient

©) = N1+ Apy
Py = AP+ 2N 01 + AN

Oy +poh+apa =0 < Aol + o] +qp1) + XN (per +2¢7) + X1 =0

& Nper+2¢1) + X1 =0

qui est une EDL1 en )\, on sait la résoudre, reste & calculer une primitive de A\’ pour obtenir
A. Finalement (1, p2) est une base de solution sur 7

Exemple

Soit 3" + 2y’ +y = 0 qu’on résout sur R% ou R*. On sait que ¢;(t) = sinc(t) est solution.
On choisit, k € Z, I’ =]kr; (k + 1)7[. Ce qui précéde s’applique :
C 1 C

Nt = sinc(t)? e sin(t)?
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On choisit C' = —1 et A(t) = cotan(t). On obtient py(t) = <%t qui se prolonge par continuité sur
I en une fonction solution. Finalement (¢t) = sinc(t), g2 (t) = 2£) forme une base de solutions

sur I

Utilisation de Cauchy-Lipschitz

Pour montrer qu’une solution f d’une EDL est paire, impaire, T-périodique, il suffit de
vérifier que x — f(—=x) (resp. x — f(x + T)) vérifie le méme probléme de Cauchy que f.
Par unicité on peut conclure

14.2.2 Variations des constantes a ’ordre 2

Méthode

Soit 4"’ + py’ + qy = b avec p,q,b : I — K continues. On suppose qu’on connait une
base de solution (¢1,¢2) sur I. Rappelons que Vt € I,0; est un isomorphisme, soit ¢ €
CHI,K)?/vtel

/

© =g+ A2
¢ = A+ Aagh

o 1P = A1 + Ao
0 =Ny + Xy

. / — )\ / + )\ /
1l vient { ¥ 191 A2 , O pe g0 = A (@] + e+ apr) + A2 (eh +

P =Xl + Aol + Nt + Aoy
PPh + qpa) + M@t + Ao = M@t + Aoy
ArprF Aoz =0 est un systéme de Cramer V¢ € I, car Wy, ., # 0,
Nl + Ao =D ’
on le résout et on intégre. On obtient la solution de ’équation homogene aux constantes de
primitivation pres

@ solution sur I <

Exemple

y' +y = %, on résout sur I = R% ou R*. (sin,cos) est une base de solutions de I’équation

homogeéne y” + y = 0. On cherche les solutions générales sur I sont sous la forme :

@ = Asint + pcost Nsint + ' cost =0
0 = MXNsint+ ' cost )\’costfu’sint:%
cost sint

& We[ﬂﬁy:jfemﬂﬂ:———

+oo Joo
¢ t
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d’otu la solution générale sur I :

+oo +oo :

cosu sinu

pt) = —sint/ du+cost/ du + Asint + pcost
0 u t u

+oo :
—t
= / Mdu—i—)\sint—i—,ucost
0 u

+oo s
= / vadv—l—)\sint—&—ucost
0

v+t
Notons que pour F(z) = 0+°° liz; définie sur R, continue sur R, car |%| < ﬁ intégrable
—xt —ax 2 _ —xt 2 —ax
sur Ry, C? sur R%, T | < T | | < Trm € LYR,)
Vt > 0,F"(t) + F(t) = [,/ e *'dz = L. De plus, |F(t)] < [ e **dzx = L, donc limF(t) = 0.
—
D’aprés ce qui précede, I(\, p) € R2/Vt >0
+oo +oo .
cos s
F(t) = —sint/ udu—i—cost/ mudu+)\sint+ucost
t u t u
+o0 +o0o o3
= —sint/ Cosudu—f—cost/ Slnudu—i—\/)\Q—i—uQsin(t—i—go)
t U t u

Il en résulte . ligl VA2 + p?sin(t+ ) =0= A= pu =0, donc
—+o00

T sinw

F(t) — du

t—0 0 u

Par continuité de F en 0,

+oo i
/ Smudu:F(O):z
0 u 2

14.2.3 Probléme de raccord
Position du probléme

Soit une EDL sous une forme non résolue

a(t)y” + B(t)y' +~y(t)y = 6(t)

CH(I,K) — C°(I,K)
N T e e U
¢ € S1),1 & V(p) = 4. Si il existe une solution ¢; sur I, on a

avec a,3,7,0 : I — K continues. Formons linéaire,

Sy, r=v1+ Ker(V)

On n’est méme pas sur de 'existence d’une solution, par ailleurs, on ne connait pas a priori
dim Ker(V)

Exemple

a=pF=y=0et0=181)7 =0, S, =C*R,R),dimKer(V) = 400
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Méthode générale

Sur un intervalle I’ C I sur lequel « ne s’annule pas

1)

oty + B + 1Dy = 5() <y + 4 Ty =2

@ @ @

On peut appliquer le TCL et tout ce qui précéde sur I puis on effectue les raccords aux

points oil o s’annule de fagon & obtenir une solution C? (C! & l'ordre 1)

Exemples
1.ty +y=0(F1), ty —y=0(E_1), ty' — 2y = 0(E_2). Notons que 0 est solution maximale
sur ®. Soit I’ = R* ou R}
<

k
(Ep)sur I' & o + Ty = 0eyt) = i

k=1y= % sur I’ non prolongeable en 0 si C' # 0

Vi > 0,y(t) = Cit

V< 0,y(t)=Cot 7

k= —1 y(t) = Ct sur I'. Si y est solution sur R,3(Cy,Cs) € RQ/{

étant Cl,Cl = CQ
vt > 0,y(t) = Cyt?

YVt <0 y(t) — C2t2 V(ClaCZ) € R27 on

k= —2 si y est solution sur R/3(Cy,Cy) € Rg/{

obtient un raccord C*,0

2. ty" +2y +ty=0sur I'=R} ou R*

2
ty' +2y +ty=0ey"+ oy +y=0

(A1, Ao, g1, p2) € RY/VE > 0,y(t) = Ay S2E 4 g1y €5E g < 0, A SIRE 4y cOSE
La continuité en 0 impose A1 = Ay et u3 = po = 0 et sinc est C*° sur R. Les solutions sur
R sont {Asinc/A € R} et dim Sy =1

14.2.4 Equations différentielles non linéaires (HP)

Toute les équations différentielles ne sont pas linéaires. Il n’existe pas de méthode générale
pour les résoudre. Il existe cependant des méthodes permettant de les résoudre dans des cas
particulier ou bien de maniére approchée. On fait ici quelques rappels d’exemples étudiés en
premiére année

Equation a variable séparée

Ce sont les équations différentielles de la forme :
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avec a,b € C°(I,R). Pour résoudre cette équation on considére A une primitive de a et B
une primitive de b sur I, alors :

y'b(y) = a(t) & B(y) = A(t) + \/JA €R

On considére J intervalle C I sur lequel B(t) est bijective, dans ce cas on considére sa
bijection réciproque B~1(t) et
y(t) = B~ (A(t) + )

Equation de Bernoulli

Ce sont les équations différentielles de la forme :

y' = a(t)y™ + b(t)y

avec a et b continues sur I intervalle de R et A € R* \ {1}. La fonction nulle est solution.
S’il existe une solution y non constamment nulle; alors il doit exister un intervalle J sur
lequel y ne s’annule pas, sur un tel intervalle y est de signe constant, on peut donc faire le
changement de fonction y = €z avec € = +1 suivant le signe de y, ’équation devient alors :

az' = b(t)z + a(t)z*ADFL

en prenant o = ﬁ , on a une équation différentielle linéaire du premier ordre, on sait donc

la résoudre.

Equation de Riccati

Ce sont les équations différentielles de la forme :
y' = a(t)y® + b(t)y + c(t)

avec a, b, ¢ des fonctions continues sur un intervalle I de R
1. On cherche une solution particuliére y;

2. On pose y = y1 + z, z est alors une solution d’une équation de Bernoulli

Equation d’Euler

Ce sont les équations différentielles de la forme :
t2y" 4+ aty’ +by =0

avec a,b deux constantes réelles. La fonction nulle est solution et si z — y(x) est solution
alors x — y(—x) est aussi solution, donc on peut supposer z > 0. On effectue les changements
de variables suivants : t = Inz, z(t) = y(e'), d’ott y(x) = z(In(z)). On se raméne alors & une
équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants d’inconnue z
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14.3 Systémes différentiels linéaires & coeflicients constants

14.3.1 Reésolution générale

Soit A € M,,(K) et B: I — M, 1(K) continue. On considére I’¢quation
Y' =AY +B

d’équation homogéne associée :
Y' =AY

Théoréme

v : R = MyK)

0o / _ _
Lo exp(td) T VEER () = Aexp(td) = exp(tA)A

Rappelons que

k

Preuve : Si on pose fi(t) = tF 47 est C°,VR > 0,Vt € [-R; R]

tk_l Rk—l
O PR B P

terme général d’une SATP convergente (régle de d’Alembert)

Théoréme de résolution

Soit Y : I — M, 1(K),C!
Y eSS & Vtel,exp(—tA)(Y'(t)— AY(t)) = exp(—tA)B(t)
& %(exp(—tA)Y(t)) = exp(—tA)B(t)
& Vi el fixe ,AY; e M, 1(K)/VEt € 1,

Y (t) = exp(tA) / exp(—uA)B(u)du + exp(tA)Yy

to

Théoréme

1. La solution générale sur I est ¢t — Y (t) = exp(tA)(jf0 exp(—uA)B(u)du + Y1) ou
Y; e K®

2. dlmS(H)’R =N
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14.3.2 Reésolution pratique

Changement de base

Soit Y/ = AY + Bet P € GL,(R),A; = P"*AP,B; = P7'B. Soit Y : [ — M, 1(K),C!
et Y=1(t) = P71Y(¢)

YeSuyr & Vel Y'(t)=AY(t)+ B(t)
& Vte I, P7YY'(t) = PLAPY (t) + P71 B(t)

& Ve I7Y1(t) = Alyl(t) + Bl(t)

On la résout et on reporte avec Y (t) = PYi(t)

Cas ou A est diagonalisable

a1 0 0
0 0 a,
1 (t) &1(t) Au(t)
SiY(t) = ; et Yi(t) = ; ,Bi(t) = : . L’équation s’écrit, :
l‘n(t) gn(t) /Bn(t)
&1(t) a0 0\ (&) pr(t)
) ={o 0 S I
f;L(t) 0 0 ap gﬂ(t) ﬂn(t)
Vi € [|L;n]], &) = a:&i(t) + Bi(t), on a n équations indépendantes, &;(t) est de la forme
Ai(t)et avec N(t)e!™ = B;(t). Puis Y = PY;

Cas ot A est trigonalisable

L’équation s’écrit :

arn (&) Ai(t)

&1(1) 1,1
: =10 . : f + :
§,’1 (t) 0 0 Qn.n gn (t) ﬁn(t)

qu’on résout de proche en proche & partir de la derniére et en reportant progressivement

Exemples

L x’ _5x—2y+t,A:(5 2)
y = -—x+06y -1 6
xa(A) = A2 —11A+28 = (A—T7)(A—4), A est diagonalisable sur A. On recherche une base
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()= ()

de vecteurs propres

1 2 _ 70 "
Onpose 7= (1 1) ¢t A1 = PTIAP = (0 4)’B(t): (O) = 5(e1 +e2)
A t
X(t) = (x(t)) est solution sur R < X; = P~'X solution de x/l 1 + ;
¥ e

zi(t) =Ae" + 5L
t7

& 3\ p) eR?Y/
yi(t) = pe' + 5

"o
2. ro=rty X" = AX avec A = L
y” :—;1;-|—3y -1 3

xa(A) = A% —4X +4 = (A —2)2. A est trigonalisable, on cherche un vecteur propre et on
compléte de sorte & obtenir une base adaptée

(- )

Soit P = (1 1) ,P7IAP = Ay = (g _21) Pour X (t) = (zgg) JXq(t) = P71X(t) =

1 0
)
yi(t)
X solution sur R & X7 = A1 X,

f =2x —y
¥y =2y

o Jn) = AeV2! 4 eV

/() =2ai(t) — NeV2t — pe=V2

& wi(t) = NeV? + pe V2
yi(t) = aeV? 4+ Be V2 4y,

On cherche la solution particuliére y soit par la méthode de variation des constantes ou

bien en utilisant le principe de superposition étudié en premiére année : si le second membre

est de la forme P(t)e avec P polynéme alors la solution particuliére est de la forme Q(t)eM
avec Q un polynome, ici

n(t) = eV 4 geV2 4 %ch(ﬂt)

Remarque

Si la dérivée premiére en méme temps que la dérivée seconde et la fonction alors on peut

écrire,

b
I
< 8

~

~

< 5
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14.3.3 Cas général d’une équation linéaire a coefficients constants
Méthode générale

Soit (ag, ..., an—1) € K" et ’équation scalaire d’ordre n a coefficients constants

Y™ a1y Y 4L agy =0

14
s0/
dim Sy r = n,p € C"(R,K) € S(y)r si et seulement si Y, = ) € S(uryr avec
pn=1)
0 1 0 0 0
vi=| . v+ | o [v=4ay
0 - 0 0 1 0
—ap(t) e e e _anfl(t) B(t)
n—1 T
A est la transposée de la matrice compagnon de P(X) = X" 3 ap X% = [[(X = \)™ = xt4 =
k=0 i=1
xa avec \; € C,m; > 1
On dunfordise, 3Q € GL,(C)/
Bi 0 0 A x
Q'AQ = o .0 |sBi=1o x| =Aidm, £ N;
0 0 B, 0 0 X\
avec N; est nilpotent
exp(tBy) 0 0
exp(tA) = Q 0 0 Q!
0 0 exp(tB,)
Vi € [|1,7]], exp(tB;) = exp(t\ilm, +tN;) = ei(I,,, + tN; + ... + (fnmi_fll),Nzﬂfl) En reportant,

on obtient, Y (t) = Yy et p(t) = 3 Py(t)et:, deg(P;) < m; — 1
i=1
Cas de la dimension 2

y'+ay +by=0
_ (0 1 _ 2
A_<b a),XA—X +aX +0b
A>0:xa=(X=M)(X=A)
y = AeM! + BeMt/(A, B) € R?
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A=0:xa=(X—X)% A nest pas diagonalisable, mais semblable & <)E)0 )\1> =Q TAQ =
0

Mb+@ 92M5+N
exp(tA) = Qexp(tA;)Q ™! = Q(e*t (I +tN))Q™!, d’ou
y(t) = (A + Bt)eM!/(A, B) € R?

A <0 : on diagonalise dans C et on prend la partie réelle par linéarité, x4 = (X — A )(X — Aa).

Ainsi dans C :
y(t) = AeMt + Be)‘zt/(A, B) € R?

Dans R, on note Q7 = Re(\1) et Q2 = Re(A2)
y(t) = Acos(t) + Bsin(Qat)/(A, B) € R?

Remarque

Soit ¥ +ay’ +by = P(t)e®t. X2 +aX +b= (X —\)(X — u), A # p # o. D’aprés la méthode
de la variation des constantes, la solution générale est de la forme :

y = ()M + (e
é—/ekt + C/ept =0
f’Ae’\t + Mgleut — P(t)eat

&= () e, on fait deg P intégration par parties

£(t) = Q(1)e", deg Q = deg P

* %

FIN
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