Exercices sur la réduction des endomorphismes

1)**(co8) Soit E = M,,(C), A et B deux éléments de E. Soit f 'endomorphisme de E défini par : VX €
E, f(X)=AX.
a) Montrer que f est diagonalisable si et seulement si A l'est.
b) Méme étude avec g(X) = X B.
¢) Soient (X1,..., X,), (Y1,...,Y;) deux bases de C™. Montrer que (X!Y;)1<; j<n est une base de E.
d) On suppose A et B diagonalisables ; montrer que 'endomorphisme de E défini par h(X) = AXB
lest aussi. A-t-on une réciproque 7

2)***(E07) Soient A et B deux matrices de M, (K) ; on leur associe 'endomorphisme ¢ de M,,(K) défini
par : VM € M, (K),p(M) = AM — M B. Déterminer le spectre de ¢ en fonction de ceux de A et B.

3)**(Mo5) Déterminer 'adhérence, dans M,,(R), de I’ensemble des matrices trigonalisables.

4)**(L10) Soit V un C-espace vectorel de dimension d ;
a) Pour f € £(V), montrer que la suite (rg(f™)nen admet une limite notée r(f).
b) Montrer que si f et g commutent, alors r(f + g) < r(f) + r(g). Cela reste-t-il vrai dans le cas
général ?
¢) Exprimer r(f) en fonction du polynéme caractéristique de f.

5)***(U09) Soit ||.|| une norme sur C", et |||.||| la norme subordonnée sur M,,(C). Soit G un sous-groupe de
GL,(C) tel qu'il existe k € [0,2[ vérifiant : VM € G, |||M — I,||| < k. Montrer qu'il existe m € N* tel que :
VM € G, M,, = I,,. Question subsidiaire (non posée lors de l'oral) : montrer que G est fini.

6)***(L09) Soit ||.|| une norme sur R™, et |||.||| la norme subordonnée sur M,,(R). Soit ‘A, B) € M, (R)? et
(o, 3) € [0,1[% ; on suppose que |||A — L,||| < aet [||B - L,||| < 8.
a) Montrer que A et B sont inversibles, et que |||[ABA™!B~! — || < %

b) Montrer que si « et 3 sont suffisamment petits, alors ||[|[ABA B~ — I,,]|| < |||4A — L.]||-
¢) Dans ce cas, si le sous-groupe G de GL,(R) engendré par {A, B} est discret, établir exictence de
C € G\ {I,} tel que C commute avec toutes les matrices de G.

7)***(uo7r) Soit A € M, (K) [ou K = R ou C], et ¢4 l'endomorphisme de M, (K) défini par : VM €

M (K),pa(M) =AM — M A.

a) Montrer que ’ensemble des matrices diagonalisables a n valeurs propres distinctes est dense dans
M, (C).

b) En déduire que Ker(¢4) est de dimension supérieure ou égale a n.

c) Exprimer le spectre de ¢ 4 en fonction de celui de A.

d) Prouver que ¢4 est diagonalisable (sur K) si et seulement si A l’est. A-t-on la méme équivalence
avec la nilpotence ?

e) Si A # 0 est une valeur propre non nulle de ¢4 et M un vecteur propre de ¢4 associé a A, établir
que M est une matrice nilpotente.

8)***(x07) On dit qu'un endomorphisme u d’un C-espace vectoriel de dimension finie V est cyclique s’il
existe un vecteur x € V tel que (u*(z))ren engendre V. Prouver que u est cyclique si et seulement si ses
sous-epsaces propres sont de dimension 1.

9)*(x05) Soient P et @) deux polynémes de K[X], avec D = P A Q (pged) et M = PV @Q (ppcm), et
f € L(E). Montrer que Ker D(f) = Ker P(f) N Ker Q(f) KerM(f) = Ker P(f) + KerQ(f) Im D(f) =
Im P(f) + Im Q(f) ImM(f) =Im P(f) NImQ(f)
10)*(co2) Soit A € M,,(C) et 6 € C; on se propose d’étudier ’ensemble
F={MecM,(C)/ AM =0MA}.
a) Montrer que VP € C[X], on a P(A)M = MP(0A); établir une relation analogue concernant P(M).

b) On suppose dans cette question que A est diagonalisable. Quelle est I'action de F sur les espaces
propres de A ? Donner une condition nécessaire et suffisante sur le spectre de A pour que F = {0}.



c) On ne suppose plus que A est diagonalisable. Mémes questions que précédemment, en remplagant
les espaces propres par les sous-espaces Ker(A — AI,)P.

11)**(x02) Trouver l’ensemble des polynémes P € C[X] tels que pour toute matrice A € M, (C) l'on ait
P(A)=0=trA=0.

B C

12)**(E08) Soit une matrice triangulaire par blocs: A = (O D

>. On suppose que les blocs B et D sont

carrés.
a) Trouver une formule pour AP.
b) Comparer (du point de vue de la divisibilité) pa, up V up et pppp.
¢) Que dire si C' = 0 (matrice diagonale par blocs) ?
d) Que diresi B=D et C =1 ? Indication: Ici la formule trouvée au début va servir.
e) Trouver une matrice A telle que pa # up V up et pa # Uplp.

13)***(x08) Endomorphismes et vecteurs cycliques. FE est un R-espace vectoriel de dimension finie n.
On considére un endomorphisme f de E et son polyndéme minimal py. On admet que degpy < n (Cayley-
Hamilton). On dit que f est cyclique s'il existe v € E tel que (v, f(v),..., f*"1(v)) soit une base de E (on
dit que le vecteur v est cyclique pour f).

a) On suppose que f est cyclique. Montrer que deg jiy = n.

b) Donner I'expression de la matrice de f dans la base B.

¢) Montrer que les sous-espaces propres de f sont de dimension 1. A-t-on une réciproque ? (On
distinguera selon le corps de base.)

d) Montrer que la restriction de f & un sous-espace stable F' est encore cyclique. Indication: Introduire
J=A{P e K[X] / P(f)(v) € F}.

e) Montrer que tout sous-espace stable de f est de la forme Ker(P(f)) ot P est un diviseur de jy.

14)**(M04) Soit un C-espace vectoriel F de dimension n et f € L(E).
a) Montrer que si Q|R|uy, ces divisions étant strictes, alors Ker Q(f) # Ker R(f).
b) En déduire que si degpy =n et Q|us alors dimKer Q(f) = deg Q.

15)**(C09) Polynéme minimal d’un vecteur. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, f un endo-

morphisme de E et x un vecteur de FE.

a) Montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire P, appartenant & K[X], de degré minimal, et tel
que P.(f)(z) =0.

b) Montrer que le polynéme minimal ¢ de f est le ppcm de tous les polynomes P,.

c) Montrer que si P, et P, sont premiers entre eux, alors P, = P, P,.

d) Montrer qu’il existe au moins un vecteur x tel que P, = py.

e) En déduire quune condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe v € E tel que (v, f(v),..., f*"1(v))}
soit une base de E est que deg j1y = n.

0 1 1
16)*(Mo6) Soit A= | 1 0 1 |. Exprimer (A — AI)~! comme polynéme en A lorsque A n’est pas valeur
1 1 0
propre de A.
17)*(co6) Soit un espace vectoriel E de dimension infinie sur C, f € L(E) et P € C[X]. On pose g = P(f).
Soit A tel que g — AId ne soit pas inversible. Montrer qu’il existe p tel que A = P(u) et que f — pld ne soit
pas inversible.

18)*(Mo8) Soit A € M, (R) telle que A%2 —4A + 5I,, = 0. Que dire de A ? Que dire de n ? Calculer les
puissances de A.

1 1 0 1

* N 2 1 1 1 0
19)*(co8) Eléments propres de 101 1
0 1 1 1

20)**(L02) Soit E un K-espace vectoriel, V' un sous-espace de L(E) tel que V\{0} C GL(E).



a) montrer que dimV < dim E.

b) Trouver les V possibles pour K = C.

c) Trouver les V possibles pour K = R, E = R?.

d) Avec K =R et dimV > 2, montrer que V contient deux endomorphismes A et B tels que i soit
valeur propre de AB~!.

21)*(M02) Soit E = R3[X] et ¢ endomorphisme de E tel que ¢(P) soit le reste de la division de (X* —1)P
par X4 — X.
a) Déterminer I'image et le noyau de ¢.
b) Trouver les éléments propres de ¢.

22)**(co4) Soit (A, B) € M, (C). Montrer que I’équation AX = X B d’inconnue X € M, (C), admet une
solution non nulle si et seulement si A et B ont une valeur propre commune. Indication: Si on a une valeur
propre commune, un petit bricolage sur les vecteurs propres (colonnes) donnera une solution. Inversement,
si X est une solution non nulle, prendre une matrice équivalente a X et tres simple, d’aprés le rang de X,
et raisonner sur les blocs.

a b ¢
23)*(co8) Soit A= ¢ a b | € Ms(R),avec a,b,c € Ry et a+b+c=1. Soit j =exp(ZE).
b ¢ a

a) Déterminer le spectre de M en fonction de j.
b) Montrer que l'on a (sauf exceptions) |A| < 1.
¢) Etudier la convergence de la suite (M").

24)*(M09) Valeurs et vecteurs propres de ¢ € L(R[X]) définie par p(P) = (2X +1)P — (X?> - 1)P".

25)**(co7) Opérateur de Cesaro. Soit S = RY". Pour s € S, on définit s* € S par la relation sy =

n
E Sk
k=1

3=

Montrer que 'application ¢ : s — s* est un automorphisme de S. Déterminer ses valeurs propres.
26)*(M08) Valeurs et vecteurs propres de 'endomorphisme de R, [X] défini par p(P) = XP'(X) — nP(X).

27)*(C00) Soit I'endomorphisme u de R, [X] défini par u(P) = (X — a)(X — b)P’ — nXP. Déterminer les
valeurs et vecteurs propres de u suivant que a # b ou a = b.

0
28)**(M06) Valeurs, vecteurs propres de la matrice e a . Indication: Le résultat final est que les
0
valeurs propres se placent dans le plan complexe comme des points cocycliques ou alignés. 1l y a trois
exceptions notables.

29)*(Co6) Soit une matrice A & coefficients réels et strictement positifs. Montrer que si A est une valeur propre
complexe de A alors A =1 ou bien |A| < 1.

30)**(v02) Disques de Gershgorin. Soit A = (a;;) € M, (C). Montrer que les valeurs propres de A

appartiennent & 'union des disques (du plan complexe) D; de centre a;; et de rayon L; = ) |a;;l, et aussi
J#i
dans 'union des disques D) de centre a;; et de rayon C; = Y |aj;|; enfin prouver que si A est une valeur
J#i

propre A alors il existe ¢ et j tels que: |\ — a;||\ — aj;] < L;Lj. Indication: cf. matrices & dominance
diagonale: voir les composantes les plus grandes, en module, d’un vecteur propres. Remarque: on peut aussi
voir que si la matrice est irréductible les valeurs propres appartenant a la frontiere des UD; sont dans toutes
les frontiéres des D;. Egalement que si les disques D; sont disjoints, alors chacun contient une valeur propre
(utiliser la continuité des valeurs propres en fonction des coefficients).

31)**(Los) Matrices stochastiques. Une matrice réelle A = (a;;) est dite stochastique si ses coefficients
sont positifs, et si ses lignes ont pour somme 1.
a) Montrer que 1 est valeur propre.
b) Montrer que toute valeur propre complexe de A est de module inférieur ou égal a 1.



c) Soit A une valeur propre complexe de A de module 1. On suppose que a;; > 0 pour tout i. Monter
que A = 1.

d) Quelles sont les matrices bistochastiques (i.e. stochastiques ainsi que leur transposée) dont toutes
les valeurs propres sont de module 1 ?

e) Soit A est une valeur propre complexe de A de module 1, et X un vecteur propre associé. Montrer
que A est une racine de 'unité. Indication: montrer que si xj est une composante non nulle de X, alors il
existe g # k et t € Ry tels que txy = Axy, et recommencer.

32)***(U08) Soient u et v deux endomorphismes d’un C-espace vectoriel E de dimension finie tels que uv = vu.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Ker(u)( Ker(v) = {0}
(i) Im(u) + Im(v) = E
(iii) Il existe | € C tel que w + [v est inversible.

33)***(L09) Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit u un endomorphisme de E/ On note p(u) = max
|A|, ot A décrit Pensemble des valeurs propres de u. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) I existe une norme ||.|| sur E telle que |||u||| < 1 (la "norme triple” étant la norme sur L(F)
subordonnée & ||.||).
(i) plu) < 1
(iil) limy,— oo u™ = 0.

34)***(U09) Soit A € M, (C).
a) Montrer que A est diagonalisabe si et seulement si exp(A) Vest.
b) Résoudre exp(A) = I,,.
¢) Montrer que VA € M,,(C), 3P4 € C,,_1[X], exp(A) = P4(A).
d) Exprimer P4 lorsque A est diagonalisable. P4 est-il constant sur M, (C) ? au voisinage de A 7

35)***(x07) Montrer qu’une matrice est diagonalisable si et seulement si sa classe de similitude (i.e. ’ensemble
des matrices qui lui sont semblables) est fermée.

36)***(U05) Soit G' un sous-groupe borné de M,,(C). Montrer que les matrices de G sont diagonalisables et
ont des valeurs propres de module 1. Soit ||.|| une norme sur C", et |||.]|| la norme subordonnée sur M,,(C)
; montrer qu’il existe a > 0 tel que : si VM € G, |||M||| < «, alors G = {I,,}.

37)***(Lo7) Soit ¢ € N* et G, = {A € M, (C), A7 = I,}. Quels sont les points isolés de G, ?

38)**(L08) Soit A une matrice réelle carrée d’ordre 2 de déterminant 1 et soit x un point sur le cercle unité de
R2. On définit une suite (u,)nen par ug = = et Vn € N, u, 1 = Hﬁ:#\l' Etudier le comportement de cette
suite.

39)**(L09) Déterminer tous les morphismes continus de U (groupe multiplicatif des complexes de module 1)
dans GL,(C).

40)***(x09) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, ot K est un sous-corps de C. Soit f € L(E) et

¢f : L(E) — L(FE) définie par Vg € L(E), ¢5(9) = fg — gf.

a) Montrer que si f est nilpotente, ¢, 'est aussi. La réciproque est-elle vraie 7

b) Montrer que f est diagonalisable si et seulement si ¢ I’est (on pourra étudier d’abord le cas ol
K=C)

On suppose dorénavant que K = C. Evaluer le spectre de ¢ en fonction de celui de f.

c) Montrer que si g est vecteur propre de ¢y, alors il existe une base de E' dans laquelle les matrices de
f et g sont toutes les deux triangulaires supérieures.

41)**(Mo8) Soient 0 < a1 < ... < ap, et A = (a; ;) la matrice €,, (R) dont les coefficients diagonaux sont nuls,

n
et si i # j,a; ; = aj. Montrer que X\ € R est valeur propre de A si et seulement si ) )\i’;k = 1. A est-elle
=1

diagonalisable ?

42)**(E09) Soient (A, B) € M,(R)?, avec A diagonalisable sur C. Montrer I'équivalence entre :
(i) VY e C"\ {0}, 3k € [0,n — 1], BAFY # 0.



(ii) VY € C™ vecteur propre de A, BY # 0.
(iii) VY € C™\ {0},t — Bexp(tA)Y n’est pas application nulle.

2 1 0
43)**(M03) Soit A= -3 -1 1
1 0 -1
a) Quels sont les sous-espaces stables par I’endomorphisme associé & A 7 Indication: les sous-espaces
propres, noyaux et images de polynémes en A en donnent; tout sous-espace stable DOIT contenir un vecteur
propre (& justifier).
b) Peut-on trouver une matrice X telle que A = X? ? Indication: étudier A2.

1 -1 0
44)**(Co8) Sous-espaces stables par M = | -1 2 1
1 0 1
45)* Soit f endomorphisme de E de dimension n. On suppose que f a exactement n valeurs propres deux &
deux distinctes. Montrer que les sous-espaces stables par f sont les sommes de sous-espaces propres.

46)**(cos) Transvections. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, et H un hyperplan de E.
Soit Gy = {f S GL(E),f|H = IdH}
a) Donner une condition pour que f € Gy soit diagonalisable.
b) Soit Ty = {Idg} U {f € Gu, f non diagonalisable}
c) Pour f € Ty, que dire de f—Id ?
d) Montrer que 7y est un groupe isomorphe a H.

47)*(C09) Soit A € M3(R) telle que A% + A2 + A+ I, = 0. Montrer que A est semblable & —I3 ou a

0 -1 0
B={(1 0 0
0 0 -1

00 O

48)*(M04) Soit A € M3(R), non nulle, telle que A> = —A. Montrer que A est semblablea B= |0 0 -1

0 1 0

Indication: passer sur C.

49)**(L07) Soit A € M,,(R) vérifiant A2 — A+ I,, = 0. Préciser n; montrer que A est semblable & (—[I é)

Indication: passer temporairement sur C; construire la base par récurrence.
50)**(U02) Quel est le sous-groupe de GL,(R) engendré par les matrices diagonalisables inversibles ?

51)**(co8) Polyndémes réciproques.
Soit un polynéme P € R[X] et g(P) = X"P(%).
a) Montrer que g est un endomorphisme de R,,[X]; en est-ce un de R[X] ?
b) Etudier les valeurs propres et vecteurs propres de g.
c) Est-ce que g est diagonalisable ?

52)*(co8) Résoudre dans Mz (R) I'équation X3 = I,.

53)*(C04) Soit f un endomorphisme d’un espace E de dimendion finie, et ¢ défini par ¢(u) = f o u. Montrer
que les valeurs propres de ¢ sont exactement celles de f, puis que ¢ est diagonalisable si et seulement si f
lest.

54)*(M09) Résoudre dans M,,(R): M® + I = 0. Indication: dans C ?

1 e a1
55)*(C08) Soit la matrice réelle A = | - N O

0 O e ag

aq e Qn, 1

a) Est-elle diagonalisable ?



b) Déterminer ses éléments propres.

Zn
56)*(C09) Soit A = O - , les x; étant complexes.
X1 ' O
a) A quelle condition (sur les z;) est-elle diagonalisable ? Indication: voir le carré et s’occuper des x;
nuls; on peut considérer les restrictions a des plans bien choisis.

b) A quelle condition la suite (AP) converge-t-elle ?

57)**(Mo7) Codiagonalisables. Soient f, g deux endomorphismes de R"™, diagonalisables. Montrer qu’ils ont
les mémes sous-espaces propres si et seulement si chacun est un polynéme par rapport a ’autre. Indication:
projecteurs spectraux.

58)*(M05) Soit A € M, (R), diagonalisable, & v.p. strictement positives. Etudier lexistence et unicité de
solutions de 1’équation matricielle: X? = A. Méme question avec A € M,,(C); peut-on avoir une infinité de
solutions 7

59)*(C98) Si A, B sont des matrices réelles diagonalisables, montrer que A®> = B3 entraine A = B. Est-ce vrai
en général 7

60)**(x05) Soit A € M,,(C). Montrer que si AP est diagonalisable alors A l’est sauf si 0 est valeur propre de
A et que 0 est racine multiple de ji4, ce qui reviendra & une condition sur Ker A et Ker A2. Méme probleme
si A est réelle. Indication: sur R, la parité de p et le signe des valeurs propres interviennent.

61)*(M09) “ a >k
Donner une CNS pour quelj a
. -_ 71 7 M =
la matrice ci-contre, élément b
de Mg(C), soit diagonalisable.|j O b

b

62)**(E04) Soit G un sous-groupe fini et abélien du groupe GLa(Z) des matrices inversibles de taille 2, &
coefficients entiers de méme que leur inverse. Montrer que G possede 1,2,4 ou 6 éléments. Indication: si
M™ =1 alors M* = I ou M® = I; examiner les valeurs propres.

63)*(M05) Soient A, B € M,,(C), telles que AB soit diagonalisable. Condition nécessaire et suffisante pour
que BA le soit aussi?

64)**(x08) Soient k endomorphismes fi,..., fr de C*, 2 & 2 distincts, et tels que f; o f; = —Id et que
fio fj + fj o fi = 0. Montrer que chaque f; est de trace nulle, que n est pair et calculer les valeurs propres
de f;. Dans le cas n = 2, montrer que l'on a k < 3 et que 'on peut choisir des matrices tres simples pour les
fi- En général montrer que si n = 2P(2q + 1) avec p, ¢ entiers, alors k < 2p + 1. Indication: restreindre aux
sous-espaces propres de f1.

65)*(M00) On donne A € M, (R). On considere I’application f de M, (R) dans M, (R) qui transforme la
matrice M en (Tr A)M — (Tr M)A. Etudier f (rang, valeurs propres, vecteurs propres, diagonalisation).
Indication: discuter selon que A est de trace nulle ou non.

66)**(x00) Supplémentaires stables. Soit F un K-ev de dimension finie et u € £(FE). Montrer que u est
diagonalisable si, et seulement si tout sous-espace de F admet un supplémentaire stable par u. Indication:
le théoreme de la base incompléte peut servir.

67)*(Co7) Soit p un projecteur de E, et f € L(E). On pose ¢(f) = fop+po f. Montrer que ¢ est
diagonalisable. Indication: Soit trouver une décomposition explicite de f en somme d’éléments propres;
soit découvrir les espaces propres comme ensembles d’endomorphismes ayant des propriétés particuliéres sur
image et noyau. On peut aussi s’intéresser a ¢(f) = p o f o p comme projecteur de L(E).

68)*(M00) Décrire (par une forme réduite convenable) les matrices A carrées telles que A? = 0.

69)**(C02) Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n et f,g € L(FE) tels que go f — fog = af avec
a#0.



a) Exemple: soit f de matrice A = trouver les matrices B de g qui conviennent (avec

o oo
O O =
O = O

Maple).

b) Calculer la trace et le déterminant de f.

c) Calculer go f* — f* o g pour k € N.

d) Soit v € E4(\). Montrer que: Vk € N go f*(v) = (A + ak) f*(v).

e) En déduire I'existence de k € {0,...,n} tel que f*(v) = 0.

f) Montrer que Trf* = 0 pour tout k € N*.

g) Montrer que f est nilpotent.

h) Dans le cas ou f serait nilpotent d’ordre n = dim E, déterminer g. Indication: montrer que f admet
un vecteur cyclique.

i) Etudier, plus généralement, le cas de deux endomorphismes u et v tels que uov —vou = au + fv
avec o et @ non simultanément nuls (on pourra poser f =uov —vou).

70)*(C02) a) Soit une matrice A € M3 (C). Montrer que son commutant est de dimension 2 ou 4.
b) Soit une matrice A € M,,(C). Montrer que son commutant est de dimension au moins n.
Indication: commencer par le cas ou A est diagonalisable.

0 0 O
71)*(Mo7) Soit A € M3(R) telle que A2 =0 et A # 0. a) Montrer que A est semblablead [ 0 0 1
0 0 O
b) Soit F = {AX = XA / X € M3(R)} le commutant de A. Calculer la dimension de F.
1 —1 O 0 A
72)(Mo6) Soit A = (1 _1> et B= |10 A O |. Déterminer si B est diagonalisable. Quel est le
A O O

commutant de B 7



