Mathématiques Lycée Pothier - MP1
Année 2024-2025 F. BLACHE

Programme de colles n° 14 : colles du 6/01 au 10/01

Analyse : séries entiéres
— Généralités sur les séries entieres.
— Rayon de convergence, lemme d’Abel ;
— Convergence absolue sur le disque ouvert de convergence D(0, R) et divergence grossiére pour |z| > R.
— Convergence absolue sur lintervalle ouvert de convergence | — R; R[ et divergence grossiére pour
|z| > R.
— Calcul du rayon de convergence :
— régle de d’Alembert pour les séries entiéres ;
— évaluation en un point ;
— comparaisons (domination et négligeabilité, équivalent).
— Somme, produit de Cauchy de deux séries entieres.
— Propriétés de la somme d’une série entiere.
— Convergence normale d’une série entiere sur tout disque fermé inclus dans le disque ouvert de conver-
gence et sur tout segment inclus dans l'intervalle ouvert de convergence.
— Théoreme d’Abel radial.
— Intégration et dérivation terme a terme d’une série entiere sur I'intervalle ouvert de convergence.
— Expression de la dérivée k-eme.
— Unicité des coefficients.
— Développement en série entiere (pour une variable réelle).
— Développement en série de Taylor;
— Condition nécessaire et suffisante pour avoir un développement sur un intervalle [ : le reste intégral
tend vers 0.
— Exponentielle complexe, formule exp z = e*(cosy +isiny) pour z = x +1iy ; caractere C™ de t — e ;
fonctions usuelles associées : ch, sh, cos, sin;
— Développement en série de Taylor de 2 — In(1 + ) et de x — arctan(z) sur | — 1;1].
— Développement en série de Taylor de  — (1 + z)® pour « € R (& 'aide du reste intégral).

Prévisions pour la semaine 15 : intégrales a parameétres.

Questions de cours spécifiques pour cette semaine (sauf mention contraire, les démonstrations doivent étre
connues) :

e Pour une série entiére Y a,2", 'ensemble E = {r > 0/ la suite (a,r™) est bornée} est un intervalle
non vide; définition du rayon de convergence et caractérisation géométrique en termes de convergence
absolue ou de divergence grossiere de la série entiere.

e Lemme d’Abel : si la suite (app™) est bornée pour un p > 0, alors la série entiere ) a,z"

absolument pour |z| < p.

converge

o (Série entiere somme).
Soient > anz™ et > b,z" deux séries entieres de rayons de convergence respectifs R, et Rp.
Alors la série entiere Y (a, + b,)z™ a un rayon de convergence R vérifiant :

1. Rzmin(Ra,Rb) si Ry # Rp.
2. R> R, si R, = Ry.
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De plus, pour tout |z| < min(R,, Rp), alors Z(an +b,)2" = Z anz" + Z bp2".
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e Développements classiques (sans démonstration) : exp, ch, sh, cos, sin, z + 1/(1 —2), z — 1/(1 — z)?,
x +— In(1l + z), z — arctan(z), série du binéme.

e Soit z € C fixé. Alors I'application ¢, : R — C, ¢ — €'* est de classe C™ et ¢/ (t) = ze'?.

Application : pour tout réel x > 0, limy s oo fOX e cost dt =
e Développement en série de Taylor de la série du binéme pour un réel o non entier naturel (en utilisant le

reste intégral) :
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