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Correction - DM n°4 - Mécanique

Mise en orbite d’un satellite

1. £, = E.+ E, = %va _ GmMy gy = /EMT o) le mouvement est circulaire, donc : Eynp =

rB ? B
_ GMtm

S = —2,85.10' J. L’énergie est bien négative pour un mouvement circulaire.

. La distance d qui sépare le satellite de ’axe de rotation de la Terre vaut d = RrcosA, et la vitesse du

satellite a la surface de la Terre vaut donc

2nRpcosA 2w * 6 x 109 % 1
T N 86164

v =wd = ~ 400m.s !

2
R s ) . Cette énergie
est maximale lorsque cosA = 1, donc au niveau de 1’équateur. Cela explique pourquoi les centres de
lancement sont proches de I'équateur (Kourou en Guyane pour la France, Cap Canaveral en Floride
pour les Etats-Unis).

On a pris le cas de équateur. On obtient finalement : Fg = —SMrm 4 %m (M

3. (a) Tous les satellites tournent autour du centre G de la Terre. Pour rester a la verticale d’un point qui

ne se trouve pas a ’équateur, un satellite devrait effectuer son orbite autour du point H apparte-
nant a l'axe de rotation de la Terre, mais différent de G. Les satellites géostationnaires sont donc
nécessairement placés dans le plan équatorial.

(b) En écrivant I’égalité des vitesses angulaires de la Terre et du satellite géostationnaire, on obtient :

1
rg = (TQASTQ/IT ® = 42,2.10% m. Cela correspond ainsi & une altitude par rapport au centre de la

Terre de 35 800 km.

(¢) Emg = — Ggﬁgm = —4,73.10° J. On vérifie bien qu’on trouve & nouveau une énergie négative pour un

mouvement circulaire. L’énergie est plus proche de 0 car le satellite est plus loin de I’astre attracteur.

4. (a) Le demi-grand axe de 'ellipse vérifie 2a = rg+rq, or I’énergie mécanique d’un mouvement elliptique

est donnée par E,, = _G%Tm, donc Fym = — fé\f;,g = —8,11.10% J; Il faut ainsi fournir de ’énergie

au satellite au périgée, puis a 'apogée de l’ellipse de transfert. Ce sont les seuls instants ou les
moteurs doivent étre allumés.
AFEn = Byt — Epp = 2,04.101° J; AE 9 = Eng — Emt = 3,38.10° J.

2 2 ,
2—3 = C?}\T/IT’ or la durée du transfert correspond

(b) En utilisant la troisieme loi de Kepler, on obtient :

3
a la moitié de la période elliptique, donc At =7 % = 5,33 h.

MP?
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2 Pendule simple dans un train en accélération

1. Effectuons une étude dynamique dans le référentiel 1ié au train, non galiléen (car en mouvement accéléré
par rapport au référentiel terrestre supposé galiléen).
Référentiel : R’ lié au train, en translation rectiligne par rapport au référentiel terrestre R supposé
2 / e
galiléen : o (R//R) = 0.
Systeme : point matériel M.
Bilan des forces :

— poids : P = MGty ;
— tension du fil : T'= —T,.4, ;

. . N - R
— force d’inertie d’entrainement : f; . = —md,
— 4200 - o
avec G, = 12 = ZU; = 2a Uy
N —
d’ou fie = —2mauy;
e . C e T o
— force d’inertie de Coriolis : f; . = —ma.

avec ap = 2 (R/JR)AN U (M/R') = f
L =
d'ot fi.= 0

Le principe fondamental de la dynamique appliqué & M dans R’ non galiléen s’écrit :
md (M/R') = P+ T + fi.
Or si M est & I'équilibre dans R/, on a @ (M/R’) = 0.
En projetant la relation précédente selon iy (car ?u_é =0et 7 est inconnu), on en déduit :

0 = —mgsin (0.) + 2macos (6.) = tan(f) = %‘l,

2
“) _ 390,
g

2. Ona# =/{i, et §#CH:T(M/R) =100ty = a(M/R')=—0T, + (Hi,.
En projetant le principe fondamental de la dynamique selon iy, on obtient maintenant :
mlh = —mgsin (0) + 2ma cos (6)
soit : 0+ 9sin () — 22 cos(9) =0
On étudie de petits mouvements autour de la position d’équilibre; on pose donc 6 =6, + ¢
avec ¢ < 1. On en déduit § = ¢.
De plus, on va pouvoir linéariser I’équation différentielle précédente, en utilisant :
sin (#) = sin (0. + €) = cos (6.) sin () + sin (6.) cos (¢) ~ € cos (6,) + sin (6.)
{cos (0) = cos (0 + €) = cos () cos (&) — sin (0 ) sin (¢) ~ cos (0.) — esin (0;)
On obtient donc : & + 4 (sin (6,) + € cos (6.)) — 2 (cos (6) — esin (6.)) = 0.
Pour faire apparaitre tan 6., dont on connait l'’expression, on factorise une partie de I’équation par
cos (fe) : €+ cos () x (% (tan (0) +¢) — 22 (1 — etan (96))) =0.

Or tan (0.) = 2?“ donc & + cos (6¢) x (% (2—‘1 —i—e) — 2 (1 — sz—a)) =0, soit :

Comme —§ < 0. < 7, on obtient | f. = arctan (

g g

£ 4 cos (0.) X (924;721(12) e=0.

Pour déterminer cos (6, ), on utilise :

2 2 2
cos21(9e) =1 —|—tan2 (06) =1+ <%) - % = Cos (96) = .

g /gz+4a2 :
1
P . Vg2 2 N . 2+4a?)1 . -
On en déduit finalement : € 4 %ﬁlas = 0 d’ou la pulsation propre wg = % puis la période du
mouvement :
27 2w/ 4
ng—zif — 1,85s.

(g2 +4a2)3
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3 Wagon sous la pluie

Effectuons un bilan de quantité de mouvement dans le référentiel terrestre (du sol) galiléen pour le systeme
fermé constitué du wagon, de 'eau qu’il contient & l'instant ¢ (masse Meqy(t) = Diet) et de 'eau qu’il va
recevoir entre ¢ et t+dt de masse dmeqy, = Dmedt. On se limite pour I'instant a la premiere phase du mouvement
pendant laquelle le wagon n’est pas encore plein.

Sa quantité de mouvement est ! :
— A Dlinstant ¢ :
?(t) = [m(] + meau(t)] ’U(t)ﬁflf + Dmedt?plui@/sol

— A linstant ¢ + dt :
T (t+ dt) = [mo + Meau(t + dt)] v(t + dt) W 5 = [Mo + Mequ(t) + Dpedt] v(t + dt) U,

Le wagon est soumis & son poids, a la réaction des rails et a la force de traction F' (la résultante des forces
de pression est nulle car le champ de pression est uniforme autour du systéme considéré). Seule la force F est
horizontale, et le théoréme de la résultante cinétique appliqué au systéme fermé précédent dans le référentiel
terrestre supposé galiléen, projeté sur la direction U 52 conduit a :

dpr . pa(t +dt) — pa(t) dv
= = limgi—o = = [mo + Meau(t)] I + Dpev = F

On obtient donc une équation différentielle & deux variables v et ¢ :

dv

7 + Dpev = F

[mO + Meau (t)]

On peut la résoudre en séparant les variables :

dv B dt
F —Dpev mo+ Dppet

En intégrant, on obtient :
In(mo + Dipet In(F — D,,ev
( 0 me ) _ ( me )+ C
Dme Dme

1. On notera qu’il est inutile d’utiliser une loi de composition du mouvement comme dans I’exercice sur la fusée car la vitesse
de la pluie correspond déja a celle par rapport au référentiel d’étude.

2. On notera que la contribution de la pluie n’intervient que suivant la direction verticale, et est compensée par la réaction
verticale du support.
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Sachant qu’a t = 0, v = 0, on en déduit :

mo + Dpet F . . N mo
Donc = Finalement, tant que le wagon n’est pas plein, c’est a dire tant que t < ,
mo F — Dpev Dpe

on obtient :
mo F mo Ft
vt < = 1-— =
Die Die mo + Dpet mo + Dpet

On voit que la vitesse augmente au cours du temps pour tendre vers la valeur vy, =

. Cependant, cette

me
valeur n’est jamais atteinte car le wagon est plein avant de I'atteindre.
mo . ) mo F . o . , .
A tg = ——, la vitesse atteinte vaut v | t = = . On se ramene ainsi au cas simple d’un solide
Dme Dme 2Dme
o , . e . F mo
de masse 2myg, soumis a la résultante F', avec une vitesse initiale égale a 3D donc pour t > tg = , on
me me

obtient :

Dipe 2Dme 2my 2mg

( mo> F F(t—ty) Ft
v|t> = + =

4 Equilibre d’une bille dans un cerceau creux tournant autour d’un axe
vertical

1. Dans le référentiel R’ attaché au cerceau, non galiléen car en rotation par rapport au référentiel du
laboratoire R supposé gagliéen, les forces ou pseudo-forces s’exercant sur la bille sont :

Feentrifuge = —mW A (E? A O_]\>4) =mw'ru; ,r=asn(q)
Feoriotin — 2m@TAT(M/R) =10 aléquilibre
Rsupport= =T cos u, — Tsm( ) u + Rg,ﬁ(p , avec R, = 0 a I'équilibre
=myg = —mgu,
Le PFD appliqué au systéme constitué de la bille, dans le référentiel R’, donne en projection dans le

repére (O, Uy, Up, u2) :

mw?asin (o) — T'sin(a) =0 - (w2a - CO;’(a)> sin(a) =0
—mg + T cos (a) =0 T = A

D’ou les positions d’équilibre de la bille :

a2 =0oun (toujours)
as4 = tarccos (a%) (si 2 <1 & wiw > \/%)

e
2. L’énergie potentielle de la bille s’écrit : E, = E), (?) +E, (Fcenm fuge), avec :

E, (?) = mgh = —mgacos (a) (= 0si a =7 par convention)
y = 7 2,2 2,2 Gin2
E, <Fcentrifuge> — Feentrifuge-d | = OT‘M melr dr — merM _ _mw’a 2sln (a)
2 2 ;2
d'ou | E, (o) = —mgacos (o) — mwazsmm)
= 0, soit :
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mgasin (o) — mw?a®sin () cos (a) = 0

(g — w?acos (a)) sin (o) =0

2
On retrouve les mémes positions d’équilibre que précédemment. Etudions maintenant leur stabilité : ddaEf =
mga cos () — mw?a? (cos? (o) — sin? (a)) d’ott :

>0slw<wy :équilibre stable

— ena = a3 = 0 ie (en haut) : d;fz” =ma (g — w?a) {

< 0siw>wy : équilibre instable

2
— ena = ay = 7 ie (en bas) : ddo% = ma (—g — w?a) < 0 toujours : équilibre instable.

i d2E N
On peut encore éerire :“# = mga cos (a) — mw?a® (1 — 2 cos? (a)) d’ou, si w > wp :

2 2
— ena =34 : (ddf?p)a =m (w2a2 — 9—) > 0 : équilibre stable.
E— 3,4

w

L’allure de E, dans les différents cas étudiés est tracée sur les figures a), b) et c).

a) B b) Bp c) Bp
A

0 0 _ 0
- \%ga T o -7 K_/ T o - \/W T o
-mga

FIGURE 1 — a) cas ot w < wp. b) cas ot w = wp. ¢) cas o w > wp.

3. Au voisinage de a = 0, un développement limité a I’ordre 2 (voir cours sur I’approximation harmonique)

—0)2
donne : E, op (o) = —mga + % (mga — mw?a?).
Or la vitesse de la bille est v = ac donc son énergie cinétique est E, = 2ma2a?2.
2
/ YAyt o _1,.2:2 2 2 1.2 292 9\ __ e
Donc son énergie mécanique s'écrit : ¢ = 5ma’d”® — ma’wi + yma’e? (wg — w?) = C* car seule

des forces conservatives interviennent ici.En dérivant cette équation par rapport au temps, on obtient :

d+<w§—w2)a20

qui est ’équation d’un oscillateur harmonique de pulsation §2 = ,/w% — w?, définie si w < wy ce qui est

le cas au voisinage de @ = 0. On remarque que la période associée I' augmente si w augmente (donc si

la période de rotation du cerceau diminue), et que I — 0.
w—rwo
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