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| Corrigé du DS n°3bis — Partie physique |

1. Réalisation d’un accélérometre capacitif

I. Etude d’un condensateur plan idéal - Centrale TSI

1. Etant donné un point M quelconque de coordonnées (z,v, z), les plans (M ,e_g,e_;) et
(M, @,?z) sont deux plans de symétrie des charges contenant M. On en déduit que :
Ei(M) = Ey(z,y,2) es. De plus, il y a invariance par toute translation le long de Oy et
de Oz ce qui entraine que E7 ne dépend ni de y, ni de z. On a donc :

E((M) = Ey(z) e

2. Le plan de D; qui est (Oyz) est un plan de symétrie des charges électriques : de part
et d’autre de ce plan, le champ électrique est transformé en son symétrique. Nous avons
donc :

— — —
E\(M') = symg,, E1(M) = — Ey(M)

3. On prend une surface de Gauss (surface fermée) Sg en forme de cylindre de génératrices
// & Ox, de surface de base S et placé symétriquement par rapport au plan de D;. Un
point M de coordonnée x > 0 est supposé étre situé sur la base supérieure du cylindre.

D1
B 5 v B
S
3 g

Le théoreme de Gauss donne :

— —
// El.c@:// Ei(M dM+// dSM’+// ldlat
Sa Base sup Base 1nf Surf lat

L’intégrale sur la surface latérale du cylindre est nulle et les deux premieres intégrales
sont égales. Il vient alors :

// Elcﬁ_z// dsM_QEl()S:Qimzﬁ
Sa Babesup €0 €0
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et donc Ei(x) =
€0

o . N .- csp 2 rs
e si x > 0. Dans le cas ou z < 0, on utilise la propriété de symétrie

_>
de F1 de part et d’autre du plan de symétrie P;. En résumé :

E\(M) =

g
—
260

o
e
260

siz>0

siz <O

4. En utilisant le principe de superposition, on peut dresser le tableau ci-dessous :

T —00 0 2d 400

.El) _0/25060) O'/2E(]a,g> O'/2<€0€_96>

E—)‘Q (7'/26(]5,3> (7/25(]513> —0/2606—z>

E 0 o/e0en 0
On a donc : E(M) — 22 entre les deux disques Dy et Dy et f(M) = ﬁ partout
ailleurs. =0

5. Appliquons le théoreme de la circulation entre les deux disques, le long d’un chemin
rectiligne allant d’un point A; de D; vers un point Ay de Ds.

Dl D2
Al AQ
l ! T
0 2d
On obtient :
Az — 2d oo N o
Aq 0 €0 €0
d’ou :
2
Q)
SEQ
En remarquant que @ est proportionnelle & U, nous obtenons la capacité C' du conden-
sateur :
805
C=—
2d

II. Introduction d’une plaque métallique entre les deux armatures du condensateur

5. Initialement, les électrons de conduction de D se déplacent sous 'influence du champ

électrique E = a/zsoe_ﬂ;> créé par le condensateur. Comme Fy; = —e ﬁ, les électrons
s’accumulent sur la face A et il y a un défaut d’électron sur la face B. On a donc :

‘O'A<0 et O’B>O‘

Comme la plaque est initialement non chargée, on a :

oA = — 0B



MP1&2 Janson de Sailly DS n°3bis Corrigé — Electrostatique — Gravitation — Mécanique

—
6. Le champ électrique total Eio créé par 'ensemble { D1+ Do+ A+ B } est la superposition
du champ E créé Iﬂ { D1+ Dy} qui a déja été calculé a la question I.4. et des champs

électriques F4 et Ep créés par les faces A et B. En ordonnant les résultats dans un
tableau, nous avons :

T 0 o T+ h 2d
E J/Eoe_:,;> U/zsoe_w> 0’/6()€_g3>

E, —oa/20¢ oa/2e0 € oa/2e0 €

Ep —op /20 €5 —op/20 €5 op/2€0 €y

Pour 2y < z < 2g + h, le champ électrique total s’écrit :

g g 0gA — 0B — g o
Etot:iea:"i_iez_iex:*em -
€0 280 260 €0 €0

On en déduit que :

op=—0 et O‘B:U‘

7. D’apres le tableau étudié a la question précédente, nous avons :

—
Eiot = 7 ez pour x € [0, 0] et x € [zg + h, 2d]
€0

ce qui signifie que dans ces deux régions les champs électriques créés par A et B se
compensent.

Comme le champ électrique est nul dans le domaine x € [z, z¢ + h], le potentiel y est
constant et V(zg) = V(xg + h). On en déduit que :

U = Vi(w = 0)-V(z = 2d) = { V(0)~V (o) }+{ V(woth) -V (2d) } = T2 T 2= r0 = 1)

€0 €0
et donc :
g_? (2d — h)
€0
8. En posant o = @/, il vient :
- Q (2d — h) _ Q
SE() C’

et donc :

o 05 f05
C=5gn> 2 ¢

La plaque métallique D permet donc d’augmenter la capacité du condensateur.
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ITI. Application a la mesure de 1’accélération d’un véhicule. Mines - Ponts MP
2013

ITI.A. — Analyse du mouvement mécanique
2d
i Dy D D;
k k
m
G
2 1
(@] x
T x €2
Te

FIGURE 1 — Modélisation mécanique a une dimension du MEMS

9. On commence par les ressorts :

Pour le ressort de gauche, {43 =z — b/2 — et il exerce la force : F,,g = —k(ly —ly) =
—k(zx—b/2—1 —Eo)ex A 1’equ1hbreF rg = O et x =xe =0/2+ x1 + Ly, ot :

—
an:f/%:(acfsne)e_x>

De méme, le ressort de droite est de longueur 3 = z9 — x — b/2 et il exerce la force :

—— ~ . . N
Fra=Fk(z2—0/2—2—4) e2. Le méme raisonnement conduit alors  :

—
Fj'r,d:_k(m_xe)e—:z:>

et finalement :

Fl= 2%z —uz)es=—2kLel

La vitesse de m par rapport au bati étant & EZ, les deux amortisseurs exercent des forces
de frottement fluides égales, valant chacune — f & es, ce qui donnen une force totale :

% .
F,=—2fie,=—2fLe]

10. Le véhicule est un référentiel non galiléen, en translation par rapport au sol (qui est
galiléen). Il y a donc une force d’inertie d’entrainement Fj, = — ma e_QZ, mais pas de force
d’inertie de Coriolis. En appliquant le principe fondamental de la dynamique (PFD) a m
dans le référentiel du véhicule on obtient :

mie, =—2kLe, — 2fﬁa— ma e,

d’ou :

2f

—i——x——a cest adire |L+2uwol+wil=—a
m
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11. On passe dans le domaine complexe :
(—w? + 2juwow +wi) L= —a

et donc :

11—+ 2ju¢

Le domaine de pulsations dans lequel une mesure de L permet de déterminer ’accéléra-
tion du véhicule est celui ou L et a sont proportionnels. Cela est réalisé a basse fréquence
¢ < 1 et on aurra alors :

L —1/wd
a

L(t) =~ —a(t) /w?

12. Une fois le régime libre négligeable (solution homogene qui tend nécessairement vers 0
lorsque t — +00), L tend vers la solution particuliere Lo, = —a/ w%.

On sait que le régime libre tend le plus rapidement vers 0 et sans oscillations lorsque
le régime critique est réalisé, ce qui correspond au discriminant A = 4w (u? — 1) = 0. 1l

faut donc réaliser .

III.B. — Mesure de ’accélération
v
v1e Ay 3
1 :
Ci R
A ¢ B
Cy —
U3 R
V2o Ay
M
,,,,,, masse

FIGURE 2 — Modélisation électrique

13. Cela correspond a la capacité de deux condensateurs plans :

EoS EQS

S d—L

14. Appliquons une loi des nceuds a ’aide des potentiels en A et B respectivement :

e Fn A : q q
(UAfvl)JrC2 (va —v2)

=05 dt
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15.

16.

e En B:
) O_UB—FV;_UB avec
= Vi V4 =URB =
R R A B 3
L’élimination de ¢ conduit a :
d’U3 2’[)3 Vs d’l}1 d’l)2
C ) —+ —=—+C1 — +Cy —
(1+2)dt+R p Oty

et le remplacement de vy (t) et vy(t) par leurs expressions meéne a :

dv 2v Vi
(C1+ C) ditg + f =5 + (C1 — C2) wVi cos(wt)
d’ou :
dvs w3 Vg
g + 7 - o + sz cos(wt)

Il faut réinsérer la solution générale dans I’équation différentielle. La partie Aet7 va
disparaitre car c’est la solution de I’équation homogene. De méme, V;/2 se simplifie et il
ne reste que :

A B
— wAssin(wt) + wBs cos(wt) + &8 cos(wt) + = sin(wt) = wVs cos(wt)
T T
d’ou : ) 5
<ng 438 wV2> cos(wt) + (—wAg + 3) sin(wt) =0
T T

Les deux applications ¢ — cos(wt) et t — sin(wt) formant un systéme libre, cela
entraine : 4 B

ng—l——3:wV2 et —wAg—l——s:O

T T

qui se résout en :

TW 7'2w2

Ag=Vo—"% ot By=1h
3 V21—|—7'2cu2 ¢ 3 215202

On a donc 7w = 500 ce qui fait que A3z ~ 2.1073 V5 et B3 ~ V5. On peut donc négliger le

terme en As, de méme que Ae~!/™ puisque t > 7. Il ne reste que :
V
v3(t) = ?S + Vo sin(wt)
vs(t) —— h By
X L] Ry =1
=10 kQ
ui(?) Cy = 100 nF
s1(t) Cr_—_— |s(t) = n

////////////

FI1GURE 3 — Dispositif de mesure de ’accélération
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17. On a :

si(t)="h (% +W sin(wt)) X (‘;s +V; sin(wt))
hVE  hVs(Vi+ Va)

=~ + 5 sin(wt) 4+ hV; Vo sin?(wt)
hVZ h hVs(Vy INN%
=S5 4 Ve + Vo(Vi + V2) sin(wt) — hive cos(2wt)
4 2 2 2
1- 2
en utilisant la relation sin?(wt) = COQS(ML').

Le circuit RyCy est un filtre passe-bas du premier ordre de pulsation de coupure we =
ﬁ = 1000 rad.s~!. On a donc manifestement w > wc et 2w > we; les termes en

sin(wt) et cos’ wt) sont donc éliminés. On a donc :

h h C,-C
()= 07 2 = (V2 e2m o)

Il s’agit d’un signal continu. Sur ’oscilloscope en DC on observera un trait horizontal
reflétant cette valeur constante. On calcule :

Ci—Cy L

C1+CQ_ d

et donc : I h
2 o2ty _ "1 2 2 a
(v; 2Vi d> 1 (VS T2V wgd)

S =

h
1

d’ou finalement :

=T ()

C’est une fonction affine de 'accélération a.

2. Mesure des variations du champ de gravitation terrestre

1. Les deux équations locales de Maxwell-Gauss et de Maxwell-Faraday dans le cadre du
régime stationnaire s’écrivent :

— —

rot

divE="2 et E=70 (1)

€0

Les champs de gravitation et électrostatique joue un role analogue. La masse volumique
est remplacée par la charge volumique et on a —47 G «— 1/e.

2. Pour tout surface fermée S le flux du champ de gravitation a travers Sg vérifie I’équation
ci-dessous :

| ®(g/Sk) = —4mG My |

ou Myt est la masse contenue a l'intérieur de Sg.

3. On consideére une tranche de matiere d’épaisseur h comprise entre les deux plans z = —h/2
et z = +h/2. Cette tranche est infinie dans les directions Ox et Oy et on suppose que la
masse volumique p de la matiére qui y est contenue est uniforme

a) En un point M de coordonnées cartésiennes (z,y, z) on peut écrire a priori :

T(M) = go(z,y,2) & + gy (2,9, 2) & + g:(z,y,2) €2

7
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o Les plan (Mzy) et (Myz) sont des plans de symétrie de la distribution de
masses, contenant M. Il en résulte que :

?(M) = gz(l‘aya Z)e—z>

e La tranche est invariante par toute translation de direction es et toute transla-
tion de direction e_y>. On en déduit que :

T(M) = g.(2) & "L g(2) &

b) Si M est un point du plan (zOy), plan de symétrie de la tranche, alors 7(M) =
g(0) €2 oit appartenir & ce plan. On en déduit que g(0) = 0.

De plus, si M’ est le point symétrique de M par rapport au plan (zOy), alors :
G (M') = sym/z0yd (M) = — ¢ (M)

On en déduit que g(z) est une fonction impaire de z.

c) Méthode 1 : par les équations locales.

dg 0 si z<—h/2
divg':&:—élﬂGp(z): —4rGp si —h/2<z<h/2
0 si z>h/2
d’ont
Cl si 2z < —h/2
g(z) =< —4nGpz+Cy si —h/2<z< h/2
Cs si z> h/2

Comme ¢(0) = 0 on en déduit que Cy = 0. De plus, la continuité de g en z = £h/2
(pas de masses surfaciques) entraine que :

Ci=2nGph et Cs3=-21Gph

On a donc :

omGphe, si z<—h/2
GM)=_ —4rGpze, si —h/2<z<h/2
—2rGphe, si z>h/2

Méthode 2 : par le théoreme de Gauss.

La surface de Gauss (fermée) S est un cylindre de génératrices paralleles a Oz,
dont les deux bases ont méme surface S et sont placées symétriquement par rapport
au plan zOy : la base supérieure étant d’abscisse z > 0 et la bas inférieure d’abscisse

—2z2 < 0.
G
900 | |t
; E
|

M l o
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La contribution de la surface latérale Sj,; au flux est nulle et les contributions des
deux bases sont égales. On obtient donc :

o(/50) =2 [ gx)@edsu =29(2)8
Base Sup

De plus :
2pSz si 0<z2<h/2

Min = .
’ { pSh si h/2<z
On applique le théoreme de Gauss pour trouver :

(Z>_{—47erz si 0<z<h/2
IE = —2nGoh si h/2 < z

On compléte ensuite le résultat par imparité de g(z) pour obtenir la méme chose
que dans la méthode 1.

—27nG ph |----

4. a) On applique le théoreme de Gauss gravitationnel en choisissant comme surface de
Gauss la sphere de centre O et de rayon r > Rp. Comme My = mp il vient :

®(gr/Sq) = —4nr’gr(r) = —4rGmy don |gr(r) = G%

b) On a:
mr mr 1 2h
)G TGt ()
Ry + h)? R? h\2 R
( T ) T (1_|_R7) T
=90
d’ou :

AN.: gy =981 ms 2.

On se propose de calculer la variation du champ de gravitation terrestre telle qu’elle a
été mesurée par Bouguer en 1738 sur un haut plateau chilien situé a l'altitude h = 1000
m par rapport au niveau de la mer (figure 77). On fait les hypotheses suivantes :

« le plateau est de masse volumique pp = 2670 kg.m 3 uniforme ;

e on le suppose suffisamment étendu dans les directions horizontales pour pouvoir
I’assimiler a une tranche infinie d’épaisseur h pour les calculs qui nous intéressent.

« On note ¢, le vecteur unitaire ascendant dans la direction de la verticale locale au

niveau du plateau.
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FIGURE 4 — Modélisation du plateau chilien.

5. A la surface du plateau, le champ de gravitation est la somme du champ de gravitation
créé par la boule de rayon Ry et de celui créé par la tranche (théoréme de superposition).
D’apres les questions précédentes on a donc :

. 2h
g=—49o0 (1_RT) e_z>—277'GPPh€_z>:_ge_z>
et donc :

2h
g= qgo <1— ) +27G pph
Rr

d’ou :

h
Ag:g—go=27erph—goR—
T

AN.: Ag=—421.10"* m.s2.

Remarque : Ag < 0 car le terme de gravitation de la boule —goh/Rr ’emporte sur le
terme di par le plateau 2nGpph.

6. (R.P.) La période d’un pendule simple est donnée par :

| L
T =24/ —
g

Au niveau de la mer, g = gg et T'= Ty = 1s. Sur le plateau chilien : g = gg + Ag avec
|Ag| < go et la période devient :

L L 1 A
T=2m | —— =2~ ~T (1_J> (%)
g0 + Qg 90 (1+£) / 290
N—— go
=Tp

On remarque que T > Tj.

Déterminons maintenant les intervalles dans lesquels il y a 100% de chance qu’une mesure
de T (resp.de 1) soit située.

e Comme Ty = 1 s (ce qui correspond a 'espérance mathématique de Tp), la demi-
amplitude pour Tp sera Aq, =1 x 1075. L’intervalle de confiance de Ty sera donc :

I=[1-107°1+1079]

o L’espérance mathématique de T est donnée par la formule (x) ci-dessus; elle vaut
1,000021458 s et la demi-étendue associée est Ap = 1,000021458 x 10~°. L’intervalle
J dans lequel toute mesure de T a 100% de chance de tomber est donc :

J = [1,00002458 x (1 —107°),1,00002458 x (1 +107°)]

10
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Afin que la mesure de ’écart entre les deux périodes soit significatif, il est nécessaire
que les deux intervalles I et J soient disjoints. Or :

14 107° < 1,00002458 x (1 —107°)

car :
1,00001 < 1,00001458

Les deux intervalles de confiance sont donc disjoints et on peut donc conclure, qu’avec ses
moyens de ’époque, Bouguer était en capacité de mesurer I’écart entre les deux périodes
et de déterminer la variation de g.

Remarque : pour en savoir plus sur 'aventure de Bouguer, on pourra se reporter aux sites :
— http ://culturesciencesphysique.ens-lyon.fr/ressource /pendule-pesanteur-altitude. cml# ref2

— http ://www.annales.org/archives/cofrhigeo/bouguer.html

3. Piéger une particule. Extrait Mines-Pont MP 2015

= - e
1. On sait que F'=qF = —ggrad V. En utilisant les coordonnées cartésiennes il vient :
oV oV oV
- —qg— =—qg— et bz=—qg— 1
ax q ax 9 ay 8y € z q 82: ( )

Comme en dehors des charges, V satisfait a I’équation de Laplace, nous avons :

?V 9%V 9PV a a b
=——————-=0 dou |b=-2
022 + 92 + 9.2 p p p ou a

Si on reprend les équations (1) on obtient alors par intégration :

b
V(ey,z) == @ +y)) - o2 ta=a- @ +y’ -2
q q q
d’ott en posant 5 = —a/q, on obtient le résultat demandé.
De plus, I'énoncé indique que (sachant que zg = ro/v/2) :

V(0,0,20) =a—2B25 =a—Br2=0 etpour 2’ +y*> =riet 2=0, a+pri ="V

d’ou :
{a—ﬁr% =0
a+prd = W
donc :
v
a=-2 et B—LOQ
2 2rg

2. Equipotentielles dans le plan zOz :
Le plan 2Oz est tel que y = 0, le potentiel a pour expression :

.
V(:U,O,z):2—7%( 2222443

Cherchons ’équation de ’équipotentielle V(x,0,z) = Vi. En posant k = 2V;/V nous
obtenons ’équation :
(k—1)r2 = 22 — 222

Plusieurs cas se présentent :

11
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e Si k=1 on obtient les deux droites z = ++/2 z.

e Si k < 1 alors on met Iéquation précédente sous la forme : 222 = 22 + r3(1 — k),
c’est a dire :

L’axe Oz est axe de symétrie de la courbe équipotentielle (parité de la fonction
fx), de méme que I'axe Ox. Les courbes ont pour asymptote z = +x//2 lorsque
r — £oo.

e Sik>1alors:

r=+ \/22'2 + (k= 1)r3 = gx(2)

L’axe Oz est axe de symétrie (a cause du +), de méme qe 'axe Ox par parité de
la fonction gx(z). Les courbes ont pour asymptote les droites z = /2 2.

On obtient la représentation de la figure 77 a gauche. Les lignes de champ sont
perpendiculaires aux équipotentielles.

Equipotentielles du plan Oy

C’est ici plus facile car le plan Oy est tel que z = 0 et le potentiel a pour expression :

y
V(a,y.0) = 55 (2% +3° + )
0

L’équipotentielle V' (z,y,0) = V7 a pour équation :

2V
2 +y? = (k—1)r¢ avec k= =1
Vo
Seules les valeurs & > 1 sont permises et on obtient alors des cercles de centre O et de
rayon v/ k — 1. Les lignes de champ sont orthogonales & ces cercles et ce sont donc des
droites passant par O : figure 77 a droite.

h 2
--\_._\___‘_‘_.-'_'_'_'_'__._.--

_'_'_'_,-r'_'-'_-

‘-\-""\—
P 2
F 9
k
W
B

FIGURE 5 — Equipotentielles et lignes de champ du piege électrostatique

12
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3. Ona: v
- — o -
E:—gradV:—g(—:c@—y@—i-Qzu_;) et FF=qFE

7o

On remarque que F=0en 0(0,0,0), ce qui correspond bien & une position d’équilibre.
Le principe fondamental de la dynamique (noté PFD par la suite) conduit aux trois
équations (on note m la masse de la particule) :

Vi v 2Vt
i+ L0 e=0; j+L0y=0 et 1-20.—0
mrg mr mrg

o SigVy > 0 alors les équations en x et y sont des oscillateurs harmoniques (noté OH
par la suite) mais pas celle en z : il y aura donc une instabilité selon ’axe Oz puisque
z sera une combinaison linéaire de ch et de sh.

e SigVy < 0 alors c’est I’équation en z qui est un OH mais pas les deux autres. Cette
fois c’est x et y qui seront des combinaisons linéaires de ch et de sh.

4. Il faut ajouter a la force électrique la force magnétique :
— —
Fy=—e ¥ ABy= —eBy (—iuy + ;)

Le PFD conduit a :

eVt eB eVt eB 2eV(
o p =0 oy — —2i =0 et P4 ——0z=0
mpTy my mpTy mp mpTy

c’est a dire :
i—wirtwey=0; j-wiy—wei=0 et Z+2wiz=0

En posant £ = z 4 iy on obtient les deux équations différentielles :

f—iwcf—w(%E:O et 2+2w(2)z:0

L’équation en z est un OH ce qui assure le confinement de I’antiproton dans la direction
de Oz. Cherchons les solutions de pour & ; I’équation caractéristique s’écrit :

X2 iw, X —w2=0 A=-wl+4u?

Afin d’assurer le confinement selon les axes Ox et Oy, il faut des solutions sinuoidales
en z(t) et y(t), ce qui implique que les racines de I'EC soient imaginaires pures. Il est
donc nécessaire que :

2mpw
A<0 < 2wy<w. dou 7PO<BO soit | Bpin = ————
e

AN. : Byin = 8,2.1072 T. Le champ magnétique By = 1 T appliqué est donc largement
suffisant.

5. On calcule w, = 9,4.107 rad.s™! et wy = 3,8.10% rad.s™!. On a donc 2wy < w. et la
condition de la question précédente est bien vérifiée. Les deux racines de 1’équation ca-
ractéristique sont donc :

w2 — 4w

LW .
Xy =i—+i+==

5 5 W

13
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et

2 2 2 2 2

L We w2 4w we | we WwE L We .wc< w0> W
Xop=it_jM¥e 0 _jxe_;re J1o40 e (1220 ) =0
2Ty T T BN w2 Ty T W) T,

2
On pose alors wy = Z—O <K wy K We, ce qui donne pour solutions :
c

E(t) = ay et + by et et z(t) = ag cos(v2wot) + by sin(v/2wot)

Le mouvement dans le plan (xOy) est donc une superposition d’un mouvement sinusoidal
de pulsation w. donc rapide et d’un mouvement sinusoidal de pulsation w; trés lent. Le

mouvement sur I’axe Oz est un mouvement sinusoidal de pulsation v/2wq lent.
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