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Ondes mécaniques sur des pendules couplés

A. Détermination de I’équation d’onde

1.

Les ondes sont transverses puisque le mouvement du pendule (n) se fait dans le plan (O,yz) perpendi-
culaire a la direction de propagation de I'onde U .

Chaque pendule est soumis a son poids, aux actions exercées par les fils de torsion reliés a ses deux
voisins, et au couple de frottement fluides. Le théoréme du moment cinétique appliqué au point fixe O,,
dans le référentiel du laboratoire assimilé a un référentiel galiléen s’écrit en projection sur 'axe Oy,
sachant que le moment de la force de réaction est nul car cette derniere s’applique sur 'axe O, :

2. 1 :
mTen — —C (0 —Ops1) — C (B — 1) — %sman — 1,

Afin de déterminer les signes des couples de torsion, nous avons utilisé le fait que :

— si 6, > 0,41 : la barre n+1 a tendance a faire tourner la barre n dans le sens négatif avec ’orientation
choisie sur la figure.

— si 0, > 0,1 : de méme, la barre n — 1 a tendance & faire tourner la barre n dans le sens négatif
avec l'orientation choisie sur la figure.

En utilisant ’approximation des milieux continus, on obtient :

20 / 96
S = ~Cl0@ 1) = 0w +d,0)] = Cl0(,1) = 0w — d, 1)) — —si

En utilisant les développements de Taylor a ’ordre 2 suivants :

o( d,t) =0(x,t) d89 00 t 0( d,t) =0(x,t) d89 @00
THd,b) =0t + 8x+28x2 ¢ TR =AY 6w+28:c2
en réinjectant dans I’expression précédente, on obtient :

me? 020 9 0%0  mgt 00

Sor (e iy

On obtient donc une équation aux dérivées partielles non linéaire & cause du terme sind.

Dans I'approximation des petits mouvements, 6 reste faible de sorte qu’on peut écrire : sinf ~ 0, et
I’équation précédente devient linéaire :

ml? 5%0 oy 026 mgﬁe 00
3 02 7 ox2 2 ot
L’approximation des petits mouvements correspond donc & une linéarisation.
On notera qu’on retrouve bien une équation de D’Alembert si on néglige I'influence du poids et des

3Cd?
5

frottements, et on obtient une célérité ¢ = 7
m
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B. Propriétés du milieu lors de la propagation d’une onde plane progressive harmonique

1. L’équation précédente étant linéaire, on peut utiliser la notation complexe. En réinjectant ’expression
complexe de 6, on obtient :

2, 2 e
(mg“ _Cdk? — ng—jfw>0:0

Nous obtenons ainsi pour 6 # 0 la relation de dispersion suivante :
12 mb?w? B mgl B jfw
. 3Cd? 20d? C(Cd?

On vérifie ici que si w est réel, k est nécessairement complexe.

2. Si w est trés important, les termes ;Zgjz et ‘gc;; sont négligeables devant celui en w?, et on obtient la
nouvelle relation de dispersion :
9 mew?
v 308
Dans ce cas :
2
= 37222w et K'=0

La vitesse de phase est donnée par :

L w 3Cd?
Yo = T\ e

La vitesse de phase est indépendante de w, donc le milieu est non dispersif. De plus, £ = 0, donc on

peut écrire :
Qzéej(wtfk’a:)

et le milieu est non absorbant.

Il n’est pas surprenant de retrouver ce résultat car on a négligé la pesanteur et les frottements dans
ce cas, et on est ramenés au cas déja évoqué précédemment de I’équation de D’Alembert. Deux ondes
peuvent se propager en sens opposés, suivant le signe de &’.

D’apres I'expression de &/, la vitesse de groupe s’identifie ici & la vitesse de phase de sorte que :

dw

Vg = ¥ Uy
3. Dans ce second cas, la relation de dispersion devient :

2 me2w? B @
= 30d? Cd?

En utilisant un développement limité au premier ordre, on obtient :

¢ 22 \/ 3jf me? 3jf
k=2+\—1\/1— ~w 1-—
3Cd? mib2w 3Cd?2 2ml2w

kl—:l:\/*um£2) ¢ W= —
~*\3ce ¢ = T\ Imece

La vitesse de phase est donnée par :

et donc :

w 3Cd?
YT T\ e
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La vitesse de phase est indépendante de w, donc le milieu reste non dispersif.
De plus, on rappelle qu’avec la convention choisie, on peut écrire :

0 — Aek”rej(wt—k’x)

donc pour une onde se propageant dans le sens des x positifs, on doit avoir ¥’ > 0, donc £’ < 0,

donc le milieu est absorbant!. L’amortissement se fait sur une distance caractéristique § = ] =

[4m 2 Cd?
37]02. On voit que 'amortissement est directement relié au couple de frottement, et que la distance

caractéristique d’amortissement est d’autant plus faible que f est grand.

Par ailleurs, on a toujours :
dw
=aw v

4. La relation de dispersion précédente devient, en posant f =0 :

Vg

k2c? = w? — w?
en posant 2
3Cd? 3g
c= 7 et We = 2
72
e Siw > we, k% > 0 et le nombre d’onde est réel, avec k' = +——< et k” = 0. La vitesse de phase
vaut : ¢
w
vy = T =

Celle-ci dépend de la pulsation donc le milieu est dispersif. En revanche, il est non absorbant car &’ = 0,
ce qui est cohérent puisqu’on a négligé les frottements.

On notera que v, > ¢, ce qui n’est pas en contradiction avec le principe de relativité d’Einstein, car
I’OPPH n’a pas de réalité physique seule, et c’est la vitesse de groupe qui caractérise la propagation de
I'information. Celle-ci s’obtient en différenciant la relation de dispersion comme dans le cours sur les
plasmas. On obtient :

et on vérifie bien que cette valeur est inférieure a c.
® Si w < w,, k? <0, et le nombre d’onde est imaginaire pur :

K =0 et BN=
Afin d’interpréter ce cas, revenons a ’expression réelle de 6(x,t). On obtient :
O(z,t) = Ae* *cos(wt)

ou le signe de k" peut étre déterminé en fonction des conditions aux limites.

1. On obtient le méme résultat avec une onde se propageant dans la direction opposée.
2. On se ramene exactement a la relation de dispersion vue en cours dans le cas de la propagation des ondes dans un plasma.
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La vitesse de phase est nulle, mais le milieu est absorbant. Les variables spatiales et temporelles sont
découplées, de sorte qu’on a affaire ici a une onde stationnaire, ce qui est cohérent avec le fait que la
vitesse de phase soit nulle. Cependant, contrairement a ce que nous avons vu jusqu’a présent, il n’y a ni
ventres ni noeuds. L’onde stationnaire décroissant exponentiellement avec une coordonnées de 1’espace
est en général appelée onde stationnaire évanescente.

Une onde ne peut se propager que pour w > w., et la chaine de pendule joue le réle d'un filtre
passe-haut.
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2 Oescillations de la densité de charge dans un métal ou un plasma non
dilué
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3 Effet de peau en électromagnétisme (facultatif)
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