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Introduction
Dans ce chapitre, on envisage le cas d’une particule en présence d’une force conservative 1 indépendante

du temps dérivant d’une énergie potentielle V (x, y, z). En se limitant à une approche unidimensionnelle, on
pourra donc écrire 2

−→
F (x) = −

−−→
grad(Ep) = −

dV (x)
dx

−→u x

Comme l’énergie potentielle est également indépendante du temps, on pourra rechercher les solutions de
l’équation de Schrödinger sous la forme d’états stationnaires d’énergie E (on se limitera également au cas de
particules non relativistes) :

ψes(x, t) = φ(x)e
−
iEt

ℏ où −
ℏ2

2m
d2φ(x)

dx2 + V (x)φ(x) = Eφ(x)

1. On négligera l’influence de la particule quantique sur le milieu environnant.
2. On en déduit que lorsque le potentiel est constant, la particule est libre car −→

F = −→0 .
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Afin de déterminer les propriétés des états en présence d’une interaction extérieure, on utilisera à chaque
fois les étapes suivantes lors de la démarche d’analyse :

α) Analyse classique : prévision dans le cadre de la physique classique.
β) Caractéristique quantique des états stationnaires : détermination des ondes de probabilité.
γ) Interprétation en terme de statistique quantique reposant sur une onde non localisée

(onde plane) : on pourra raisonner en considérant que |ψ(x, t)|2 ne représente plus seulement la
densité de probabilité de présence d’un quanton à la position x mais aussi une densité particulaire
(comme dans le cas de la figure d’interférence des trous d’Young construite photon par photon).

δ) Interprétation quantique reposant sur une onde localisée (paquet d’onde) : cette der-
nière étape nécessitera de s’intéresser à une superposition d’ondes planes en s’appuyant sur des
simulations numériques a.

ϵ) Analogie optique : on fera un parallèle avec les résultats obtenus en optique ondulatoire lorsque
cela est possible.

a. On peut utiliser par exemples celles proposées à l’adresse :
http ://phet.colorado.edu/en/simulations/category/physics/quantum-phenomena. On précise ici qu’on ne confondra pas ces
simulations numériques avec des expériences ; elles ne font qu’illustrer le modèle théorique.

Méthode
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I Marche de potentiel

I.1 Modèle et cadre d’application

Dans l’effet photoélectrique, l’énergie qui permet à l’électron de franchir la marche de potentiel est fournie par
une lumière incidente. Les électrons arrachés sont ensuite collectés grâce à une différence de potentiel.

Ce type de géométrie permet de modéliser le fonctionnement des diodes par exemple.
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I.2 Cas d’une énergie de la particule incidente supérieure à celle de la marche : E > V0

α) Analyse pour une particule classique

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

On notera qu’il sera inutile de chercher à retrouver la limite classique, en vertu du principe de
correspondance, lorsque ℏ → 0 car la largeur du front montant ne serait plus très petite devant

λDB =
h

p
= 0. Les calculs qui suivent ne s’appliquent donc pas dans cette limite.

Remarque

β) Caractéristique quantique des états stationnaires et de la densité de probabilité

MP2 - Année 2023/2024 4 Lycée Janson de Sailly



Physique Cours - Particule quantique dans un potentiel

MP2 - Année 2023/2024 5 Lycée Janson de Sailly



Physique Cours - Particule quantique dans un potentiel

γ) Interprétation en terme de statistique quantique (flux ininterrompu de particules - approche hydrodynamique)
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Figure 1 – État stationnaire dans le cas d’une marche de potentiel avec E > V0. On constate que la densité de
probabilité est indépendante du temps, contrairement aux parties réelles et imaginaires de la fonction d’onde. On
voit la présence d’interférences quantiques avant la marche. On vérifie bien que la probabilité de transmission
est d’autant plus grande que l’énergie E est grande devant V0.
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Afin d’interpréter plus simplement les résultats purement quantiques précédents, on peut également calculer
les probabilités de réflexion R et de transmission T des particules quantiques sur la marche.
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δ) Interprétation en terme de paquet d’onde
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Attention à la généralisation hâtive en considérant les systèmes macroscopiques comme des superpo-
sitions d’états quantiques, comme par exemple dans le fameux exemple du chat de Schrödinger. En
effet, un tel "chat quantique", du fait de l’interaction avec son milieu environnant, perdrait quasi-
instantanément ses propriétés d’intrication, c’est à dire de superposition d’état entre "chat vivant"
et "chat mort", pour être projeté dans l’un des deux états. Seules des entités n’interagissant peu
ou pas (vide poussé, températures proches du zéro absolu) avec le milieu extérieur pourront ainsi
conserver leurs propriétés quantiques étonnantes. Nous reparlerons de cet effet appelé décohérence
quantique à la toute fin du cours.

Remarque

Figure 2 – Paquet d’onde incident dans le cas d’une marche de potentiel avec E > V0. La densité de probabilité
n’est plus indépendante du temps car le paquet d’onde correspond à une superposition d’états stationnaires qui
se déphasent au cours du temps. On voit la présence d’interférences quantiques avant la marche. La réflexion
partielle du quanton décrit par le paquet d’ondes ne signifie pas que l’on a une division d’une particule en deux
particules, l’une étant réfléchie et l’autre étant transmise : cette vision classique des choses est à abandonner.
On a en fait une probabilité de mesure du quanton aussi bien à gauche qu’à droite de la marche de potentiel
et seule une mesure effective permet d’accéder à l’information de position du quanton !
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ϵ) Analogie optique
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I.3 Cas d’une énergie de la particule incidente inférieure à celle de la marche : E < V0

α) Analyse pour une particule classique

β) Caractéristique quantique des états stationnaires et de la densité de probabilité
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On peut en déduire les densités de probabilité.
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γ) Interprétation en terme de statistique quantique (flux ininterrompu de particules - approche hydrodynamique)

On retrouve à nouveau des positions pour lesquelles la probabilité de détecter des particules est nulle à
cause du phénomène d’interférences quantiques.

Pour x > 0, on obtient |Ψ(x, t)|2 ̸= 0, ce qui signifie qu’il existe une probabilité non nulle de
détecter des particules transmises.

∣∣∣∣∣∣∣∣ Attention : ces particules sont détectables, mais elles ne se propagent pas pour autant !
C’est un effet purement quantique ici !

Remarque

On peut maintenant calculer les probabilités de réflexion R et de transmission T des particules quantiques
sur la marche.
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Figure 3 – État stationnaire dans le cas d’une marche de potentiel avec E < V0. On voit toujours la présence
d’interférences quantiques avant la marche. On constate qu’il existe une onde évanescente dans la marche,
dont la distance caractéristique de pénétration augmente lorsque l’écart entre V0 et E diminue. Bien que la
fonction d’onde soit non nulle à l’intérieur de la marche, la probabilité de transmission est toujours nulle et
T = 0.

δ) Interprétation en terme de paquet d’onde
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∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

On considère un électron de conduction dans un bloc de cuivre en conditions usuelles. Estimer la
distance caractéristique de sortie δ possible de l’électron de ce bloc. Commenter. On pourra exploiter
le fait que l’étude de l’effet photoélectrique pour le cuivre donne accès à la longueur d’onde seuil
d’émission photoélectronique λs = 0, 29µm.

Exemple

Cette distance est déjà très faible avec un électron, et sera donc totalement négligeable avec une particule
macroscopique.

ϵ) Analogie optique

Transition : On notera que là encore, il n’y a aucune condition de quantification imposée sur les vecteurs
d’onde ou sur l’énergie, et le spectre est donc toujours continu 3.

3. Ceci est analogue au cas de la corde de Melde : tant que celle-ci n’est attachée que d’un côté, il n’y a pas apparition de
modes propres.
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II Barrière de potentiel et effet tunnel

II.1 Modèle et cadre d’application

II.2 Cas d’une énergie supérieure E > V0 ou inférieure à la barrière E < V0

α) Analyse pour une particule classique
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β) Caractéristique quantique des états stationnaires et de la densité de probabilité

γ) Interprétation en terme de statistique quantique (flux ininterrompu de particules - approche hydrodynamique)
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Figure 4 – État stationnaire dans le cas d’une barrière de potentiel avec E > V0. Toutes les particules ne
sont pas transmises contrairement au cas classique. On notera la présence d’interférences quantiques dans la
barrière car il existe une réflexion en x = L sur la face de sortie de la barrière.
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Figure 5 – État stationnaire dans le cas d’une barrière de potentiel avec E < V0. Il est possible de détecter
des particules derrière la barrière, et T ̸= 0. On parle ici d’effet tunnel. On voit que cet effet ne peut avoir lieu
que lorsque la barrière est étroite et que l’énergie E n’est pas trop faible par rapport à V0.
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δ) Interprétation en terme de paquet d’onde

Figure 6 – Paquet d’onde incident sur une barrière de potentiel avec E < V0. On voit ici qu’une partie du
paquet d’onde a été transmis derrière la barrière par effet tunnel. On notera que l’énergie du paquet d’onde n’est
pas parfaitement définie car elle est distribuée autour de la valeur E. On peut ainsi interpréter de manière très
simple l’effet tunnel par le fait que la partie la plus énergétique du spectre est passée au dessus de la barrière.

Figure 7 – Illustration de l’effet tunnel sur le site disponible à l’adresse : https :
//toutestquantique.fr/tunnel/. À gauche : paquet d’onde transmis au travers d’une barrière fine. À
droite : schématisation d’un microscope à effet tunnel.
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ϵ) Analogie optique

On peut faire l’analogie entre l’effet tunnel et la "réflexion totale frustrée", encore appelée effet tunnel
classique.

Ce type d’expérience est illustré par la figure ci-dessous, et peut également être réalisé avec des ondes
centimétriques (dans ce cas, les deux prismes sont en paraffine et la distance qui les sépare est de l’ordre du
centimètre).
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II.3 Applications de l’effet tunnel

a) Le microscope à effet tunnel (Bining-Rohrer - 1980)
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b) La radioactivité

Pour l’uranium U238
92 , τ = 4.5 milliard d’années, donc la probabilité de désintégration très est faible : une

chance sur deux en 4.5 milliards d’années ! Or un gramme d’Uranium contient 2.5×1021 noyaux d’uranium, et
il s’en désintègre environ 10 000 par seconde, une proportion infime, mais mesurable.
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III Puits de potentiel infini

III.1 Modèle et cadre d’application
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x

a) Confinement à 1D b) Confinement à 2D

y

x

c) Confinement à 3D

y

x

z

Puits quantique “Enclos” quantique “Boîte” quantique

Figure 8 – a) Puits quantique de semi-conducteurs AlGaAs/GaAs/AlGaAs (microscope électronique). b)
Atomes de Fer agencés en cercle sur une surface de Cuivre et délimitant un "enclos" quantique piégeant des
électrons dont les propriétés ondulatoires sont visibles comme des ondes à la surface de l’eau (STM). c) Boîtes
quantiques créées en piégeant les électrons d’un nanocristal de CdSe dans une enveloppe de ZnO. Celles-ci
jouent le rôle d’"atomes artificiels" rayonnant à différentes longueurs d’onde en fonction de leur taille.

III.2 Caractéristiques des états stationnaires

MP2 - Année 2023/2024 27 Lycée Janson de Sailly



Physique Cours - Particule quantique dans un potentiel

III.3 Niveaux d’énergie
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On retiendra un résultat général observé ici dans un cas particulier : plus une fonction d’onde présente de
nœuds, plus l’énergie correspondante est élevée.
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Figure 9 – Simulation numérique des états dans un puits quantique disponible à l’adresse :
https ://phet.colorado.edu/fr/simulation/bound-states. On y retrouve que les niveaux d’énergie s’éloignent en
n2 à la différence de ceux de l’atome d’hydrogène qui sont en 1/n2. On notera que le temps d’évolution du bas
de la figure peut se retrouver en posant e−iEt/ℏ = e−it/τ avec τ = ℏ/E ≃ 10−34/10−19 ≃ 10−15s.

Cas particulier du puits fini :

Figure 10 – Puits fini. On voit que lorsque la profondeur du puits diminue, il apparaît des ondes évanescentes
de chaque côté du puits, augmentant ainsi fictivement la largeur du puits. On notera la discontinuité de dφ/dx
lorsque le potentiel en bord de puits n’est pas infini.
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Figure 11 – Puits fini. Représentation des parties spatiales φn(x) de la fonction d’onde des états stationnaires
(c’est à dire aussi ψn(x, t = 0)), et de la densité de probabilité. On notera que dans cet exemple, seuls certains
états ont des énergies quantifiées, et que ces états "débordent" à l’extérieur du puits sous la forme d’ondes
évanescentes sur une distance δ (voir cas de la marche avec E < V0).

III.4 Existence d’un état d’énergie minimale - énergie de confinement

Si l’énergie minimale d’une particule dans un puits infini était nulle, on aurait |ψ0(x)|2 = 0 dans tout le
puits. On tombe sur une contradiction car cela signifierait qu’il n’y a pas de particule dans le puits. Cherchons
une interprétation de l’existence de ce minimum d’énergie.
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∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

Dans le cas d’un puits fini, on s’attend à un léger abaissement des niveaux d’énergie puisque la
taille sur laquelle sont confinées les particules peut être assimilée grossièrement à L′ = L+ 2δ, avec
δ ≪ L.

Remarque

Figure 12 – Simulation numérique des états dans un puits harmonique. On constate, comme dans le puits
infini, que l’énergie minimale d’une particule est non nulle à cause du confinement spatial. On notera qu’on
retrouve bien la répartition des niveaux d’énergie déjà évoquée lors de la résolution du modèle quantique d’Ein-
stein de la capacité calorifique des solides : En = ℏω

(
n+ 1

2

)
.
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III.5 Dépendance des niveaux d’énergie vis à vis des paramètres
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III.6 Analogies et différences avec le cas de la corde de Melde et les guides d’onde

MP2 - Année 2023/2024 35 Lycée Janson de Sailly



Physique Cours - Particule quantique dans un potentiel

III.7 États non stationnaires dans un puits infini

Il n’est pas surprenant de trouver un état non stationnaire avec une superposition d’états stationnaires :
c’est déjà ce que nous avions utilisé avec le paquet d’onde qui peut se propager grâce à cet effet.
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Essayons maintenant de donner une interprétation de cette dépendance temporelle en utilisant une simula-
tion numérique. On commence par prendre la même superposition d’états initiale que dans le calcul ci-dessus,
et on observe l’évolution de la densité de probabilité au cours du temps : on constate que la densité de particule
oscille entre deux états bien distincts : un quanton localisé dans la partie gauche du puits (comme à t = 0),
et un quanton localisé dans la partie droite du puits. Ces états correspondent à une superposition des deux
premiers états stationnaires :

Ψg(x, t) =
1

√
2

[Ψ1(x, t) + Ψ2(x, t)]

Ψd(x, t) =
1

√
2

[Ψ1(x, t) − Ψ2(x, t)]

On peut montrer simplement que la fréquence d’oscillation entre les deux états est la même que précédemment

et ν =
E2 − E1

h
.

Figure 13 – Simulation numérique de l’évolution temporelle d’une superposition d’états stationnaires :

Ψ(x, t) =
1

√
2

[Ψ1(x, t) + Ψ2(x, t)]. À t = 0, la particule est "dans la partie gauche du puits", comme le montre
sa densité de probabilité de présence. On constate que la particule oscille ensuite entre les états "gauche" et

"droite" à la fréquence ν =
E2 − E1

h
.
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Imaginons maintenant que nous répétions un grand nombre de fois une
expérience de mesure de position du quanton dans la partie gauche du
puits, en décalant à chaque fois le temps auquel la mesure est effectuée
par rapport à la préparation de la même superposition quantique initiale.

On s’attend alors à observer les résultats de la figure ci-contre, ana-
logue, toutes proportions gardées, aux oscillations de Rabi dans un
atome à deux niveaux (voir vidéo ci-dessous).

Figure 14 – Superposition quantique d’états. Animation disponible à l’adresse : https :
//toutestquantique.fr/superposition/. On peut mesurer les états "au repos" et "excité" d’un atome
lors de son évolution à partir d’une superposition quantique préparée initialement entre les deux états. On
constate bien une "oscillation de Rabi" entre ces deux états. Néanmoins, pour les systèmes en interaction avec
l’extérieur, on constate également qu’il existe un fort phénomène de "décohérence quantique" détruisant très
rapidement la superposition d’états.

Conclusion
Nous avons présenté ici les grandes lignes du formalisme permettant de décrire en particulier l’effet tunnel

et la quantification des énergies dans un puits quantique. On notera que les notions introduites ici permettent
de comprendre d’autres phénomènes plus complexes comme les oscillations de la molécule d’ammoniac entre
ses deux configurations dans le MASER grâce à un modèle de double puits couplés par effet tunnel (voir
exercice correspondant dans le TD26), ou le laser à cascade quantique, dans lequel on exploite le fait qu’un
électron puisse passer d’un puits à un autre par effet tunnel et émettre un rayonnement réglable en fonction
de la largeur du puits et de la différence de potentiel appliqué.

Néanmoins, ce formalisme dit "de Schrödinger", plus simple à appréhender dans un premier temps, se révèle
trop lourd à manipuler pour des problèmes plus complexes, dans lesquels le formalisme dit "de Dirac", plus
mathématique, lui est préféré.
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