Physique Cours - Filtrage d’un signal périodique

Filtrage d’un signal périodique

Introduction

En premieére année, vous avez étudié en particulier les filtres linéaires et leur réponse a un signal
sinusoidal.

Nous rappellerons dans un premier temps la distinction entre systémes linéaires et non-linéaires, avant de
focaliser notre étude sur les systemes linéaires, qui sont les plus couramment utilisés et dont la réponse est
plus facile & interpréter.

On rappelle également l'intérét de limiter I’étude des filtres aux réponses a un signal sinusoidal :
e la tension délivrée par le réseau est elle-méme sinusoidale (50 Hz)
e Théoréme de Fourier : tout signal périodique de fréquence f peut étre décomposé en une somme de
fonctions sinusoidales de fréquences f, 2f, 3f... Ainsi, si 'on connait la réponse d’un filtre a tout signal
sinusoidal, on connaitra sa réponse a tout signal périodique.

Dans ce chapitre, nous introduirons les outils nécessaires a la compréhension détaillée du filtrage d’un
signal, par exemple dans la chaine d’amplification ci-dessous.

Microphone o Haut-Parleur
Amplificateur

Dipaole Quadripole Dipole

FIGURE 1 — Exzemple de circuit électrique nécessitant l’emploi de filtres : une chaine d’amplification.

I Généralités sur les systemes linéaires et non-linéaires

I.1 Définition d’un systeme linéaire

A tout systéme physique & une entrée et une sortie peut étre associé un opérateur mathématique (par
exemple opérateur d’intégration, de dérivation, de troncature, de décalage...) qui transforme une grandeur
d’entrée e(t) en grandeur de sortie s(t).

Systéme physique
e(t) —» —> s(t)

(opérateur)

FIGURE 2 — Modélisation d’un systéme physique.

On dit que le systeme physique est linéaire si I'opérateur associé est lui-méme linéaire, c’est a dire si
I’équation différentielle qui relie le signal de sortie s(f) au signal d’entrée ¢(t) est une équation
différentielle linéaire.

Un systeéme linéaire vérifie donc en particulier le principe de superposition :

si {61 (t) — Sl(t)

alors ey (t) + pea(t) — Asi(t) + usa(t) ol A et u sont des constantes.
€9 (t) — Sg(t)
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1.2 Cas particulier des systémes linéaires régis par une équation différentielle linéaire a
coefficients constants

e Définition :
Dans le cadre du cours de MP, nous nous limiterons a I’étude de systemes régis par des équations différen-
tielles linéaires a coefficients constants de la forme :
d™s(t) d"1s(t) ds(t) d™e(t)
a Gp1————— + ... +a1——= +aps(t) =b vee b1 —— + boe(t

n g L gt e T e aos(t) = b= 4 b= o+ boell)
On rappelle que Uordre k du systéme est défini par l'ordre de I’équation différentielle (k est le maximum
de n et m).

de(t)

e Stabilité

Un systeme est dit stable si le signal de sortie reste borné pour toute valeur d’entrée maintenue constante.

Critere
On retiendra qu’un systéme est stable si les coefficients de son équation différentielle ho-
mogéne sont tous de méme signe pour des systémes d’ordre 1 ou 2.

a

_a
oen=1: ald%t)—i—aos(t) = 0; la solution est du type : s(t) = Ae a ! ; cette solution converge
si et seulement si ag et a; sont de méme signe. On a déja rencontré ce type d’équation
différentielle lors de la charge d’'un condensateur : dust(t) + “g—g) = 0.

2
en=2: agddjgt) + a1 d‘;(tt) + aos(t) = 0; on se contentera de remarquer que si ag, ai et as

sont de méme signe, on se raméne & une équation différentielle similaire a celle décrivant
le régime transitoire d’un circuit RLC, et la solution est donc stable. On rappelle que
I’équation homogene décrivant 1’évolution de la tension aux bornes du condensateur dans

2
un circuit RLC série est donnée par : & Ztcg(t) + %dugt(t) + wduc(t) = 0.

1.3 Exemples de systéemes linéaires et non-linéaires

a) Exemples en mécanique

e Linéaire : masse suspendue & un ressort en présence de frottements fluides & faible vitesse (force de
frottement proportionnelle & v).

e Non-linéaire : déplacement dans l'air d’un objet a grande vitesse (force de frottement proportionnelle &
v?). Masse trés lourde suspendue & un ressort (déformation du ressort). Frottements solides.

b) Exemples en électronique

e Linéaire : montage électrique comprenant des résistances, des inductances, des capacités ou des amplifi-
cateurs opérationnels en régime linéaire.

e Non-linéaire : montage électrique comprenant des amplificateurs opérationnels en régime saturé, des
multiplieurs, des diodes, ou des transistors.

c) Exemples en électromagnétisme

e Linéaire : équations de Maxwell dans un milieu linéaire homogene et isotrope.

e Non-linéaire (hors-programme) : relation entre aimantation et Pexcitation dans un milieu magnétique
(cycle d’hystérésis).
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II Réponse harmonique d’un systeme linéaire

II.1 Régime sinusoidal permanent
Considérons un systéme linéaire invariant a ’entrée duquel on applique un signal sinusoidal e(t) de pulsation
w, que 'on peut représenter en notation réelle ou complexe :

e(t) = Ecos(wt + ¢) = Re[e] = Re [Eej‘”t] avec  E = Eel¥

Or d’apres les résultats énoncés en premiere annéeEl: lorsqu’un systéme linéaire est soumis a une excitation
sinusoidale de pulsation w, aprés un régime qu’on appelle transitoire, on atteint le régime permanent
pour lequel toutes les grandeurs oscillantes du systéme (élongation, vitesse, tension, courant...) sont également
sinusoidales, de pulsation identique w. Donc en régime permanent, on pourra toujours rechercher le signal
de sortie sous la forme :

s(t) = Scos(wt + 1) = Re[s] = Re [ﬁej”t} avec S = Sel?

II.2 Spectre d’un signal

On rappelle que le spectre s(w) d’un signal s(t) correspond a la décomposition de celui-ci en ses différentes
composantes sinusoidales (ou harmoniques). On notera que la phase n’apparait pas sur ce diagrammeﬂ On

donne deux exemples simples ci-dessous :

T=2n
@ e(m)

e(t)=Ecos(ogt+) EM) NAA N E
JVV VY

e(t) e(m)
s b ]
2 |

0

FIGURE 3 — Spectre de deux signauz simples.

v

=
e

Transition : Lorsque les signaux sont plus complexes, le spectre peut étre obtenu grace aux séries de Fourier
ou a la transformée de Fourier.

1. On rappelle que cette propriété vient du fait que toute combinaison linéaire de fonctions sinusoidales de méme pulsation et
de leurs dérivées est proportionnelle & une fonction sinusoidale de méme pulsation (on peut s’en convaincre facilement en utilisant
Python par exemple) :

acos (wt + ¢q) + beos (wt + pp) = ccos (wt + )

% [acos (wt + pa)] = —asin (wt + pa) = —acos (wt + pa + g)

2. Les pics sont donc positifs car un pic négatif correspondrait a une phase de 7 et est donc visible sur le diagramme de phase.
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a) Utilisation des séries de Fourier pour un signal s(t) périodique de période T

Le signal s’écrit alors comme une superposition discrete, éventuellement infinie, de fonctions sinusoidales.
On démontre, dans le cours de mathématiques, que toute fonction Ty-périodique bornée et continue par
morceaux s(t) peut étre mise sous la forme d’une somme de fonctions sinusoidales :

00 0 2w
s(t) =ao + Z [a,, cos(nwot) + by, sin(nwot)] = ag + Z cn cos(nuwot + ¢p) | avec wp = ——
n=1 n=1 Ty
1 to+To
a = o s(t)dt valeur moyenne, avec ty quelconque
0 Jito
2 to+T0
ap, = —= s(t) cos(nwot)dt pourmn > 1
TO to
2 to+T0
b, = — s(t) sin(nwot)dt pourn > 1
TO to
Cn = a2+ b2 pour n > 1
bn
pn = —Arctan| — pourn > 1
an

- Définition

e ag est la valeur moyenne ou composante continue (i.e. correspondant a wy = 0) de la
fonction périodique.

e Le terme général
ay cos(nwot) + by, sin(nwot)

est une fonction sinusoidale, appelée harmonique d’ordre n.

e L’harmonique d’ordre 1 est appelée fondamental.

e ¢, est Pamplitude de ’harmonique n°n.

Ezemple
Calculer la décomposition en série de Fourier (DSF) des signauz créneaux et triangulaires repré-
sentés dans la figure ci-dessous.
a) V(V/E, b) V(V/E,
1.0 1.0+
0.5
t
0.5* O T T —
1 2\ To
—0.54
0 t
0 1 2 To —1.079
On pourra commencer par essayer de deviner intuitivement leur spectre en utilisant ’application
sugvante |(simulation - lien cliquable).
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Ezemple

Premier signal : signal créneau (ou carré)

apg =

Ay =

donc finalement : bopy1 =

Remarques :

Analyse fréquentielle : le signal carré

Domaine temporel

Domaine fréquentiel

V(t) by
h
1.0 1.0 o 1
décroissance en —
by n
4
&
0.51 0.59 p
v by b
Soom bbby
t Ht‘k‘“‘—u__?,_iil‘_ w
O ' i ; ’? O il T | T e % L I LI _‘
0 1 2 0 0123456738 91011 <o
g 3 L premi¢re harmonique
Tracés pour EU =1V. composante continue (ou valeur moyenne)
E 2E -
V(t) — 4 [ ) = -sin ((2p 4 L) ]
. p p |

FIGURE 4 — Analyse spectrale d’un signal "carré” périodique de pulsation wg . Ce signal périodique peut s’écrire
comme une série de Fourier, c’est a dire une somme discrete de cosinus et de sinus.

®  Simulation (SignalCarreCours.py) : besoin de beaucoup d’harmoniques car les fronts du signal sont
tres raides (fronts verticaux) + mise en évidence de pics (phénomene de Gibbs).
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Physique

FExemple
Second signal : signal triangulaire
1

Q

Remarques :

it dt| =0
— =

t To/2
dt+/ Eogl1l-—
0 0

1 T0/2 ( ) 0 4
0= — V(t)dt = — / Eo 1+ —
ToJ 192 1o |J-19/2 To
2 /O E 1—|—4t +/TO/2E 1 A 2 ! dt
o = — — — || cos | 2rn—
" To | J-1/2 ’ To 0 ’ T Ty
2E, [To/2 t 16E, [To/2 t
— cos | 2mn | dt — — / tcos | 2mn— | dt
1o J-1y)2 T 15 Jo 0
Avec une intégration par parties, on obtient :
8E
_ o7 st n est impair . . 8Ey
ap = n27r2 donc finalement :  asgpi1 = 5 =
0 sin est pair (2p +1)%x

Analyse fréquentielle : le signal triangulaire
Domaine fréquentiel

Domaine temporel
3”
1

v(t)
1.04 \ \ 1.04 | .
\ /\ A f1 décroissance en —
o A '-' \ 1 n
0'5 \ I' l\l | ".‘ l
O \‘\ }i \‘. / \ . 0 ; }
\ § | T — 1
I \ / I \ .
\\ [ 1\ 2\ To 1‘\
\ f \ \
—0.54 |\ | S .
\\. [ \ / \ % g2 24 7 a1 '
\V \ \ T =2 72 92 w
—10* v ’ L O T T e T
0123456738 91011 “0
L premiére harmonique
composante continue (ou valeur moyenne)

Tracés pour Ep = 1V.

‘l_. | " |
p y
— Analyse spectrale d’un signal "triangulaire” périodique de pulsation wgy. Lda encore, ce signal pério-
FIGURE 5 — Anal trale d’ [ "t l ! d d lsat L l
dique peut s’écrire comme une série de Fourier, c¢’est o dire une somme discréte de cosinus et de sinus.

®  Simulation (SignalTriangleCours.py) : besoin de moins d’harmoniques car les fronts du signal sont
Lycée Janson de Sailly

moins raides (le signal "ressemble" davantage a une sinusoide).
6
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b) Utilisation de la transformée de Fourier pour tout signal physique s(t)

Le signal s’écrit alors comme une superposition continue de fonctions sinusoidales. Dans le cas d’une
fonction périodique, le résultat obtenu est identique a celui obtenu avec les séries de Fourier. La transformée

de Fourier est donc un outil plus puissant, utilisable pour tout signal physiqueEl mais n’est pas au programme
de MP :

Bl ; ~ 1 fo° .
Transformée de Fourier : ft) = / flw)e?tdw avec flw) = 2/ f(t)e Idt
oo T

Intéressons nous simplement a 'exemple du signal "porte" qu’on rencontre souvent en optique diffractive.
Ce signal n’est pas périodique et sa décomposition spectrale ne peut étre obtenue a l'aide des séries de Fourier.
Le résultat ci-dessous est obtenu a 'aide de la transformée de Fourier (en pratique, on utilisera en TP un
algorithme de calcul rapide appelé FFT (pour Fast Fourier Transform).

a) Représentation temporelle b) Spectre
A
£t) i flw) amplitude de la
1 partie 0)8 \ composante a ®=2 rad.s”!
~+— non physique / \
(0<0)  PB
/0.4
[ 02
3 @ < = i 2 3 :t -0 8 'la_ 4f28 2 \4 F B 0 O
0 -0.24

FIGURE 6 — Analyse spectrale d’un signal "porte" non périodique, obtenue d l'aide la transformée de Fourier.

c) Bilan

On retiendra notamment que :
e Dans le spectre, w = 0 correspond a la composante continue ou au régime permanent (i.e. t — 00).
e Si la fonction temporelle est impaire, sa décomposition ne comporte que des fonctions sinus.
e Si la fonction temporelle est paire, sa décomposition ne comporte que des fonctions cosinus.
e Plus le signal temporel comporte des "pentes fortes", plus le spectre est "riche" en harmoniques élevées.

Remarque

En acoustique, ce sont les différentes harmoniques qui caractérisent le timbre des instruments de
musique. En effet, les sons produits par ces derniers ne sont pas purs. Si le "La 440" produit par un
diapason est pratiquement pur, celuit généré par la guitare ou le piano est beaucoup plus fourni en
harmoniques, ce qui explique la richesse des sons produit par ces instruments. Les vibrations étant
produites de facon différente (poutre vibrante, cordes frottées ou frappées), il n’est pas surprenant
que les sons produits soient également différents.

3. La transformée de Fourier n’est définie que pour des fonctions intégrables sur R. On ne peut donc par exemple pas calculer
le spectre d’une fonction en échelon, car celle-ci est non intégrable sur R. Cependant, une telle fonction n’est pas physique car elle
s’étend jusqu’a l'infini, ce qui impose une énergie infinie. Pour de tels cas limites, on utilise la transformée de Laplace.
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I1.3 Caractérisation de la linéarité d’un systéme en régime harmonique

L’observation du spectre permet de tester la linéarité d’un systeme physique :

Propriété
Si le spectre du signal de sortie s(w) posséde des harmoniques de pulsations différentes de
celles du spectre du signal d’entrée e(w), alors le systéme est non-linéaire.

La non-linéarité du systéme se manifeste donc par une distortion harmonique, c’est a dire ’apparition de
nouvelles fréquences dans le signal de sortie. On parle aussi d’enrichissement du spectre.

([ s(t) T=%“O )
TANANN
Systéme / \/ v \/ \/ \
[ = N\ linéaire < 3()
A A DA
AAAATAN] M G
\ J
et (S S(0) 5 )
0 : > | Systeme /\ /\ /\ /\/\\t
) : “/ non-linéaire \/ \/ \/
s(®)
S
- ;
\_ 0 @, O, (1))

FIGURE 7 — Caractérisation de la linéarité d’un systéme en régime harmonique : un systéme linéaire ne rajoute
pas d’harmoniques supplémentaires au signal d’entrée.

Ezemple : Afin de bien comprendre I'influence d’une non-linéarité, nous illustrons sur la figure ci-dessous
leffet d’un multiplieur (composant non-linéaire) sur deux signaux d’entrée sinusoidaux de pulsations w; et we
différentes :

s(t) = e1(t) x ea(t) = FEycos(wit) x Eycos(wat) = ;ElEg [cos((w1 + w2)t) + cos((w1 — wa)t)]

On parle d’enrichissement du spectre par intermodulation dans ce cas.
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Multiplieur s(®)
i X P>

e, +
[ A®) 0 o-o, o, + o, ®
0

B
v

v

FIGURE 8 — Enrichissement du spectre par intermodulation avec un multiplieur. Le multiplieur est donc un
composant non linéaire

Transition : Au lieu de nous limiter & 1’étude de I’effet d’un systéme sur une seule composante sinusoidale,
cherchons a tracer une courbe représentant la réponse en régime harmonique d’un systéme linéaire a tout
signal sinusoidal de pulsation w.

IT.4 Fonction de transfert

On rappelle que la fonction de transfert ou transmittance H est définie par :

H(jw) =

|t | [

| lw

En utilisant les notations complexes dans 1’équation différentielle linéaire a coefficients constants liant e(t) et
s(t) définie précédemment, on obtient :

S b ()™ 4 b1 (jw)™ T 4 bi(jw) + b0 N(jw)

ﬂ(jW) - E - an(jw)n + anfl(jw)nil +.ot al(jw) + ao - D(‘]w)

Dans le cas général, H est donc le rapport de deux polyndémes en jw et caractérise ainsi la réponse
fréquentielle du systeme. On rappelle que le systeme est qualifié de filtre lorsque H dépend effectivement
de la pulsation w. On définit 'ordre du filtre comme le degré maximum des polynémes N(w) et D(w).

Bien que chacun de ces polynémes puisse étre de degré élevé, on montre ci-dessous qu’une telle fonction
de transfert peut se décomposer en produit de fonctions de transfert du premier et second ordre. On pourra
donc par la suite se limiter a ’étude de fonctions de transfert du premier et du second ordre sans restreindre
la généralité de I’étude.
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Remarque

Revenons maintenant sur Uexpression de la transmittance opérationnelle, en notant p = jw :

)= 50

Les polynomes N (p) et D(p) étant a coefficients réels, leurs racines sont réelles ou complexes conju-
guéesEl. En regroupant les termes de la forme (p—py)(p—p}) en p*> —2pRe[px] + |px|?, nous pouvons
écrire les polynomes N(p) et D(p) sous la forme de produits de polynémes de degré inférieur ou
égal a deux a coefficients réels.

La transmittance opérationnelle H(p) s’écrit alors sous la forme d’un produit de transmittances
opérationnelles élémentaires Hy(p) d’ordre inférieur ou égal a deuz :

H(p) = [ Hx(p)
k

a. On se reportera au cours de mathématiques de premiere année.

I1.5 Diagramme de Bode

e Gain et phase de la fonction de transfert

On rappelle que la fonction de transfert complexe peut s’écrire sous la forme suivante :

H(w) = G(w)el?®)

ou G(w) est le gain du quadripdle, qui correspond au module de H et au rapport des amplitudes des signaux
de sortie et d’entrée :

p(w) est la phase du quadripole, correspondant a 'argument de H et au déphasage entre les signaux de
sortie et d’entrée :

pw) = Arg[H(w)] = ps(w) = vr(w)

e Echelle logarithmique

Lorsqu'un signal couvre une trés grande gamme de fréquence (entre 1073 & 100 Hz par exemple), il est
commode d’utiliser une échelle de fréquence logarithmique pour rendre compte des propriétés d’un systéme.

Comme le montre la figure ci-dessous, cette échelle permet de ne pas "tasser" ’ensemble des résultats sur une
partie du graphique.

)

Y

Log( 80)

FIGURE 9 — Comparaison entre échelle linéaire et échelle logarithmique.

e Gain en décibels
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Il est également commode de représenter le gain sur une échelle logarithmique. Conventionnellement, on
utilise pour cela le gain en decibel Ggp défini parEl :

‘GdB = 20log [G(w)] ‘

On remarquera que le decibel (dB) est une unité sans dimension. Il est utile de connaitre quelques points

de repere :
. S
— GgB = 20 dB correspond a G = ol 10.
S
— GgB = 3 dB correspond é G = 5 ~ /2.
Ggg = —3 dB daG= 5 !
dB = — correspond a G = 75\ 7

e Diagramme de Bode :

Le diagramme de Bode est constitué du tracé :
— du gain en decibel Ggp en fonction de log(w)
— de la phase ¢ en fonction de log(w)

Dans un diagramme de Bode, les pentes s’expriment
en dB/décade, ou une décade est définie par un facteur
10 en pulsation (ex : w — 10 w) :
— Si: G(w) x w=> pente de+ 20 dB/décade[’]
— Si: G(w) o w? = pente de + 40 dB/décade
— Si: G(w) x 1= pente de— 20 dB/décade

a. Le gain est multiplié par 10 lorsque la pulsation est mul- . L
tipliée par 10, ce qui correspond & +20dB. o

Remarque : On se contente en général de tracer le diagramme asymptotique du systeme qui consiste a

étudier la fonction de transfert a tres haute et tres basse fréquence et a tracer les asymptotes de Ggp et ¢. Ce
tracé est en général suffisant pour connaitre la nature du montage.

4. On notera que l’échelle decibel est également couramment utilisée en acoustique pour qualifier 'amplitude d’un son

Isg =10 log (P)’ ou P désigne la puissance acoustique regue et Py une puissance acoustique de référence.
0

5. On le vérifiera a la calculatrice : 3dB= 10% =1.413 et v/2 = 1.414.

MP? - Année 2024/2025 11 Lycée Janson de Sailly



Physique Cours - Filtrage d’un signal périodique

I1.6 Généralités sur le filtrage d’un signal

Les quatre figures ci-dessous illustrent en représentation temporelle et spectrale les 4 fonctions principales
rencontrées lors du filtrage d’un signal : le filtrage passe-bas, passe-haut, passe-bande et coupe-bande.

a)

ug(t) signal BF ug(t)
’ bru1<l F ™\ signal BF
Filtre \/\

0 t Passe-Bas y

- J
b) ug(©) signal BF 4 N ug()
+ bruit HF .
signal BF
/ \ Filtre
ol Passe-Bas

0 ® >

- J

FIGURE 10 — Lllustration de Ueffet d’un filtre passe-bas sur un signal basse fréquence (BF) dégradé par un bruit

haute fréquence (HF). a) Représentation temporelle. b) Représentation fréquentielle.

a)

ug(t) signal HF s a) ug(®)
+ bruit BF Signal HF
VM\A , Fﬂtg AAANANNNS
0 /\/ ¢ asse-Haut A
o J
b) ug(®) signal HF 4 ) us(®)
* bruit BF signal HF
7\ Filtre
Wl Passe-Haut
0 ® ®
o J

FIGURE 11 — Illustration de l’effet d’un filtre passe-haut sur un signal haute fréquence (HF) dégradé par un

bruit basse fréquence (BF). a) Représentation temporelle. b) Représentation fréquentielle.

MP? - Année 2024,/2025

12

Lycée Janson de Sailly



Physique Cours - Filtrage d’un signal périodique

a) | (t) signal
E gna ug(t)
+ bruit BF 4 ) °

+ bruit HF

signal

\
Filtre \ /\ [\ /\ /\

n \f\ /
0 \/ \/\/\/ Ut Passe-Bande / U \/ U \t
N J

signal
b) () + bruit BF é ) ug(t)
+ bruit HF

ignal
7 / \ Filtre e -

Al Ul adl i il | Passe-Bande
0 0 0}

N J

FIGURE 12 — [llustration de effet d’un filtre passe-bande sur un signal comportant ¢ la fois des hautes fré-
quences (HF) et des basses fréquences (BF). a) Représentation temporelle. b) Représentation fréquentielle.

a) u.(t) signal ug(t)
) + bruit a une ( A ’ ional
fréquence \“\ 31gna\
A Filtre V\\ [ﬂw
0 v V | Coupe-Bande L
\_ J
signal
b) ug(t) + bruit a une 4 N tu s
fréquence
signal
/ / \ Filtre e \
AIN! Wl il | Coupe-Bande wll Lt bl
0 ® ®
N\ J

FIGURE 13 — Généralisation de la notion de filtrage pour une image : illustration de Ueffet d’un filtre coupe-
bande sur un signal comportant d la fois des hautes fréquences (HF) et des basses fréquences (BF) et un bruit
a une fréquence donnée. a) Représentation temporelle. b) Représentation fréquentielle.
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Physique Cours - Filtrage d’un signal périodique

Photo originale Avec filtre passe-bas Avec filtre passe-haut  Avec filtre passe-bande

FIGURE 14 — [llustration de ’effet d’un filtrage spatial sur une image. Tout comme la fréquence sonore cor-
respond d la périodicité dans le temps pour que le motif sonore se répéte, la fréquence spatiale correspond a la
périodicité spatiale pour que le motif de l’image se répéte.

Transition : Puisque toute fonction de transfert peut se décomposer en produit de fonctions d’ordre inférieur
ou égal a deux, nous allons maintenant nous contenter de rappeler les principales fonctions linéaires d’ordre
zéro, un et deux, sur des exemples exclusivement en électronique, ou e et s seront des tensions.

I1.7 Réponse harmonique des systemes d’ordre zéro

Le seul cas de systeme d’ordre zéro est la multiplication par une constante réelle :

s
Hw)===4
Hw) =
. , L - . . Ry
Une premiere méthode pour réaliser un tel filtre est un pont diviseur de tension, de gain : A = J
2 1
Ry
1
| —
e R, S
. L L : . . Ry
L’inconvénient est évidemment que ce filtre constitue un atténuateur puisque A = N < 1.
2 1

Afin de réaliser un amplificateur, pour lequel A > 1 & toute fréquence, il est nécessaire d’utiliser un
circuit actif tel que des montages & Amplificateur Linéaire Intégré (ALI - voir annexe en fin de poly) : le
montage amplificateur non inverseur (A > 1), amplificateur inverseur (A < —1), et le suiveurﬂ (A =1). Ces
trois montages font intervenir un ALI idéal fonctionnant en régime linéaire et seront revus en TP.

6. Le suiveur permet de prélever une tension sans appeler de courant grace a I'impédance d’entrée trés élevée de I’ALL

MP? - Année 2024/2025 14 Lycée Janson de Sailly
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(D ) - 9 A
+ 0 |—2| |
. —— - _ 1.
. s
- J

FIGURE 15 — Les trois principaux montages amplificateurs : a) non-inverseur (A

(A = —%) et ¢) suiveur (A =1).

I1.8 Réponse harmonique des systémes du premier ordre

Il existe trois principaux types de montages linéaires du premier ordre.

a) Passe-bas ou intégrateur

e Modéle théorique

La fonction de transfert d’un filtre passe-bas du premier ordre est donnée par :

H(w)

K

R

ou K est le gain maximal du filtre, w la pulsation, et w. la pulsation de coupureﬂ

1+

Ry

Ry

) , b) inverseur

H

G

GaB

BF (w — 0)

HF (w — o0)

Remarque

Un filtre passe-bas du premier ordre peut également étre qualifié d’intégrateur, car d haute fréquence
(w > we), la fonction de transfert est proportionnelle a jiw, dont on rappelle que cela correspond d
une intégration en régime sinusoidal.

7. On rappelle que w. est appelée pulsation de coupure et correspond & la valeur de la pulsation w qui vérifie :

Gme K
G(we) = max = 7
GaB(we) = GaBmax — 3dB = 20log(K) — 3dB

MP? - Année 2024,/2025
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Physique Cours - Filtrage d’un signal périodique

Le diagramme de Bode est donné ci-dessous dans le cas ou K = et f.= H:z.

10 ~ Diagrammes de Bode

0 §———————mgizzzsse ,— Fréquence de coupure

G = 0dB G =-3dB - Pente: -20 dB/decade

Magnitude (dB)
o

-30 Bande passante Bande rejetée

Phase (deg)
A
o

.90
10? 10° 10* 10°
Fréquence (Hz)

FIGURE 16 — Diagramme de Bode d’un filtre passe-bas du premier ordre.

e Caractérisation expérimentale (Oscillo5
Montage :

Choix des composants et remarques :

MP? - Année 2024/2025 16 Lycée Janson de Sailly
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b) Passe-haut ou dérivateur

e Modeéle théorique

La fonction de transfert d’un filtre passe-haut du premier ordre est donnée par :

K

JK -

Hw) =

- We

_Jw

S

ou K est le gain maximal du filtre, et w, la pulsation de coupure.

H

G

GaB

BF (w —0)

HF (w — o0)

Remarque

Un filtre passe-haut du premier ordre peut également étre qualifié de dérivateur, car d basse fré-
quence (w <K we), la fonction de transfert est proportionnelle d jw, dont on rappelle que cela
correspond a une dérivation en régime sinusoidal.

Le diagramme de Bode est donné ci-dessous dans le cas ou K =1 :

G

dB
0db o
/-1 -3dB
+20dB/dec /-
-20db .

0. 7Wc

w

10. W,

¢

0. 1WC

FIGURE 17 — Diagramme de Bode d’un filtre passe-haut du premier ordre.

MP? - Année 2024,/2025
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Physique Cours - Filtrage d’un signal périodique

e Caractérisation expérimentale (Oscillob

Montage :

Choix des composants et remarques :

c) Déphaseur (voir DM1)

La fonction de transfert d’un filtre déphaseur du premier ordre est donnée par :

1-j2

We

ol w, la pulsation de coupure.

I1.9 Réponse harmonique des systemes du second ordre

Il existe 4 principaux systémes du second ordre.

a) Filtre passe-bas du second ordre

e Modeéle théorique

La fonction de transfert d’un filtre passe-bas du second ordre est donnée par :

ou K est le gain a basse fréquence, wg la pulsation propre du filtre et () le facteur de qualité du filtre.

H G Gap @

BF (w — 0)

HF (w — o0)

MP? - Année 2024/2025 18 Lycée Janson de Sailly



Physique Cours - Filtrage d’un signal périodique

Le diagramme de Bode est donné dans la figure ci-dessous :

C"‘dB =2 ]Ug :E

= L
-2 -1
Q=1/V2 —20 -

—80

FIGURE 18 — Diagramme de Bode d’un filtre passe-bas du second ordre.
Remarque

H Pour des facteurs de qualité faibles, il n’y a pas de résonance, et on préfére en général utiliser le

facteur d’amortissement défini par 2z = %

- Propriété

e Sur le gain :

e Sur la phase :

e Caractérisation expérimentale (Oscillo5

Montage :

Choix des composants et remarques :

- Année 2024/2025 19 Lycée Janson de Sailly



Physique Cours - Filtrage d’un signal périodique

b) Filtre passe-haut du second ordre

e Modeéle théorique

La fonction de transfert d’un filtre passe-haut du second ordre est donnée par :

ou K est le gain a basse fréquence, wg la pulsation propre du filtre et () le facteur de qualité du filtre.

H G Gaip %

BF (w — 0)

HF (w — o0)

Le diagramme de Bode est tout a fait analogue a celui du filtre passe-bas. La phase varie dans ce cas entre
7 a 0 au lieu de 0 & —m. Les différences avec le filtre d’ordre 1 sont la encore similaires.

C';dB =20 log ﬂ|

p=argH

N i |
S + —60
$ 1 —s0
Ny

FIGURE 19 — Diagramme de Bode d’un filtre passe-haut du second ordre.

- Propriété

e Sur le gain :

e Sur la phase :

MP? - Année 2024/2025 20 Lycée Janson de Sailly



Physique Cours - Filtrage d’un signal périodique

e Caractérisation expérimentale (Oscillob

Montage :

Pour L = 50mH et C = 100nF, on obtient les courbes de gain et de phase suivantes en faisant varier la
valeur de la résistance.

‘Gain(dB)
0
-10
_2(_)
100 Hz 200Hz 300 Hz 1 kHz 2kHz  3kHz 4kHz 10 kHz 20 kHz.

I Phase(rad)

100 Hz 200Hz 300 Hz 1kHz 2 kHz 3kHz 4kHz 10 kHz 20kHz

FIGURE 20 — Diagramme de Bode expérimental d’un filtre passe-haut du second ordre.

Remarque :

c) Filtre passe-bande du second ordre

e Modeéle théorique

La fonction de transfert d’un filtre passe-bande du second ordre est donnée par :

K
. W  Wwo
1+Q v w

ou K est proportionnel au gain maximal du filtre, wy la pulsation propre et () est le facteur de qualité.

H(w) =

On rappelle que @ est relié a la bande passante Aw du filtre par la relation :

wo
AW = Wel — Weg = —

Q

ol we1 et weo sont les deux pulsations de coupure a —3dB du filtre.

MP? - Année 2024/2025 21 Lycée Janson de Sailly



Physique Cours - Filtrage d’un signal périodique

H G Gap @

BF (w —0)

HF (w — o0)

W = Wwo

Le diagramme de Bode est représenté ci-dessous pour K =1 :

- Propriété

e Sur le gain :

e Sur la phase :

e Caractérisation expérimentale (Oscillob

Montage :

Choix des composants et remarques :

MP? - Année 2024/2025 22 Lycée Janson de Sailly



Physique Cours - Filtrage d’un signal périodique

d) Filtre coupe-bande du second ordre

La fonction de transfert d’un filtre coupe-bande de second ordre est donnée par :

ou K est proportionnel au gain maximal du filtre, wy la pulsation propre et () est le facteur de qualité.
La figure ci-dessus présente un exemple de filtre coupe-bande du second ordre.

R

1
| I |

FIGURE 21 — Filtre coupe-bande du second ordre : circuit RLC aux bornes de LC (H(w) = —1-LCu )

1+jRCw—LCw?

I1.10 Produit de fonctions de transfert

En utilisant la décomposition de la fonction de transfert en produit de fonctions élémentaires, on pourra
donc tracer le diagramme de Bode d’un filtre dans le cas général, quel que soit son ordre.

Supposons par exemple qu’on décompose une fonction de transfert en produit de trois fonctions de transfert
du premier ou du deuxieme ordre :
H(jw) = Hi(jw) x Hy(jw) x H3(jw)
On a donc
|H(jw)| = [Hi| x [Hi| < |Hi]
Gap = GaB1 + Gapz + Gaps
® = Y1 +p2+e3

On pourra donc facilement tracer le diagramme de Bode de la fonction de transfert H (jw) si on sait tracer
les diagrammes de Bode des fonctions de transfert H;(jw), Ha(jw) et H3(jw).
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dB P A

log(e,) log(o, . log(e,) log(®,)
\

\ log(®)

FIGURE 22 — Ezxemple de diagramme de Bode d’une fonction de transfert s’écrivant comme le produit de deuz
fonctions de transfert.

Conclusion

Nous avons vu comment caractériser un filtre linéaire en régime harmonique permanent. On notera qu’il
existe d’autres méthodes de caractérisation : la réponse a un échelon ou a une impulsion. Ces réponses dites
non-harmoniques nécessitent I’emploi de la transformée de Laplace et seront abordées en cours de Sciences
Industrielles.

Citons quelques exemples courants d’utilisation de filtres.
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Physique Cours - Filtrage d’un signal périodique

Ezemple
Filtre ADSL

Le téléphone utilise des signauz électriques transitant par les fils téléphoniques et ayant une fré-
quence comprise entre 0 et 4 kHz environ. Or, les cibles utilisés permettent le transport de signaux
a des fréquences allant jusqu’aw MHz. Le principe de I’ADSL (Asymmetric Digital Subscriber Line
- Liaison numérique a liaison asymétrique) est d’exploiter cette gamme de fréquences inutilisée.

L’opérateur aditionne (d l'aide d’un sommateur) dans la ligne téléphonique la tension relative au
téléphone (f < 4 kHz) et celle relative a linternet (f > 35 kHz, pour éviter le recouvrement des
informations). Chez lui, l'utilisateur décompose ces deux signaux au moyen d’un filtre ADSL, com-
posé de deuzx filtres :
e un filtre passe-bas permet de supprimer les fréquences supérieures a 4 kHz pour le bon fonc-
tionnement du téléphone ;

e un filtre passe-haut permet de supprimer les fréquences inférieures a 4 kHz pour le modem
ADSL.

, Signaux

Y

¢lectriques __ Filtre ADSL F
Frise de 1 Comblné

_— cléphons téléphonigue
S&shons ADSL &
TL_]‘:PI‘]O“L e e e murale PASSE-BAS

PASSE-HAUT

w YErs
MODEM ADSL

Dessin : A Peres-Fiios

FIGURE 23 — (A gauche) Bandes de fréquences utilisables pour des communications électriques dans un fil de
cugvre : téléphone a basse fréquence (25 Hz - 4 kHz) et ADSL a haute fréquence (26 kHz - 1 MHz). (A droite)
Principe de fonctionnement d’un filtre ADSL.

Boitier CPL

FIGURE 24 — L’ADSL est maintenant tombé en désuétude et largement remplacé par la fibre optique. On notera
cependant qu’un principe analogue est maintenant couramment utilisé par exemple pour connecter une Box a
un ordinateur ou d une télévision : les CPL (Courants Porteurs en Ligne), qui permettent de faire transiter
de linformation da haute fréquence (téléphonie, internet, TV, hi-fi) dans les cables électriques du réseau EDF,
utilisés traditionnellement pour l’alimentation a 220V a 50Hz.
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Ezemple
Appareil auditif (sonotone)

Afin qu’un appareil auditif soit adapté a Uoreille d’un patient, sa fonction de transfert doit étre
soigneusement calculée de facon a ce que l'appareil joue le role de filtre en amplifiant les fréquences
que le patient entend mal, sans amplifier les autres, de fagon a compenser sélectivement la déficience
auditive du patient, comme le montre la figure ci-dessous. En pratique, de nombreux filtres en cascade
sont nécessaires.

dBHL
-10
n Audition normnalhe
10 i g
- \ =y =
U L = W B
20 % Perte minimne
- _"_"_"_"_"_"_""_"}-f""_if_"_ Perte tgere
4n 1 {1
i A Perie modéree
______________________________._"}_______
&l Parte modérsment
F--t--t+--t--f--t+--1--F--t--1--F--t+--1--1 scvare
70
an Perte sépsps
an
100
A I Y R ) A RN Y (N NN =" == ot et
110
I20
125 250 =1ali] 1000 2000 4000 g0o0 Hz
GdB
60
50 N\
40 /
30 / \
20 \
10
0
500 4000 Hz

FIGURE 25 — Exemple d’audiogramme d’un patient entendant mal les fréquences autour de 4 kHz, et filtre
adapté a la correction de ce défaut d’audition.
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Annexe I - Amplificateur linéaire intégré (ALI)

Description

borne d’alimentation V. * borne de sortie Vs

borne d’entrée V- borne d’alimentation V.-

borne d’entrée V*

Les bornes V! et V. servent a l’alimentation de ’ALI, sans laquelle il ne fonctionne pas.

% alimentation
——
) C) l+ 15V

mlsvl(

bornes d’entrée — > borne de sortie

amplificateur opérationnel

Un ALI posséde deux bornes d’entrée (inverseuse, dont le potentiel est noté V'~ et non inverseuse,
dont le potentiel est noté V), et une borne de sortie, de potentiel V.

Représentation conventionnelle

L’alimentation n’apparait pas sur la représentation conventionnelle de ’ALL

A : | >l
ﬁ--'-
\'a ! v
V+ S

On appelle :
e ¢ =VT -V~ la tension différentielle d’entrée
e iT et i~ les courants de polarisation
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Physique Cours - Filtrage d’un signal périodique

Modele de I’ALI idéal

e Dans I’hypothese d’idéalité, les impédances d’entrée sont supposées infinies de sorte que les courants
d’entrée des bornes inverseuse et non-inverseuse sont considérés comme nuls : m

e La caractéristique Vi = f(g) d'un ALI idéal est donnée ci-dessous (I’ALI ne peut délivrer une tension
excédant celles délivrées par I'alimentation extérieure, de sorte qu’on note U, = V& = +15 V la

tension de saturation haute et U,,, = V,; = —15 V la tension de saturation basse).
1
Ul | +15V
€
>
0
-15V Ut

On distingue deux régimes de fonctionnement :

e En régime linéaire : ‘8 =Vr -V = 0‘ et Uy, < Vs <UL,
e En régime de saturation : V; = U}, sie >0et V; =U,, sie <0.

Exemples de montages a ALI linéaires

1) Suiveur

e

Intérét : réaliser une adaptation d’impédance ou mettre en cascade plusieurs filtres. Par exemple, si on

veut réaliser un filtre de fonction de transfert H = —:
(L4 jz)
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2) Amplificateur inverseur

R,
e -

C S

o

Intérét : amplifier et inverser un signal si Ry > R;.

3) Amplificateur non inverseur

1+

€ T
Rl R2

Intérét : amplifier un signal si Ry > Rj.

4) Dérivateur

R

—
C
] -

e

Intérét : dériver un signal. On peut ainsi par exemple transformer un signal triangulaire en signal créneau.
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IIT Annexe II - Comment extraire les parametres d’un filtre d’ordre 1 ou
d’ordre 27

opueq-osseJ
g 9IpIo.p mey-osseJ
g 9IpIO,p seq-osseJ
T 9IPIO,p INMBY-9SSeJ
1 9IpIO,p SBQ-9sseJ

3} °op uorjeultniol}oJ

0m no M 9P UOIYRUIULINGI(]

() op UOIIBUTWIINGD
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Questions sur le cours - Filtrage d’un signal
périodique

I Généralités sur les systemes linéaires et non-linéaires

e Quelles sont les propriétés associées a un systeme linéaire ?

e Dans le cas d’un systéme linéaire régi par un par une équation différentielle linéaire a coefficients constants,
donner la forme de I'équation différentielle, définir son ordre. Enoncer un critére de stabilité pour de tels
systemes lorsqu’ils sont du premier ou du second ordre.

e Donner des exemples de systémes linéaires et non-linéaires en mécanique, en électronique et en électro-
magnétisme.

II Réponse harmonique d’un systeme linéaire

e Dans le cas d’'un systeme linéaire alimenté par un signal sinusoidal, sous quelle forme peut-on toujours
chercher la sortie ?

e Expliquer la différence entre le régime transitoire et le régime permanent.

e Représenter les signaux suivants en représentation temporelle, ainsi que leur spectre associé : e(t) =
Eycos(wot + ¢) et e(t) = Ercos(wit + ¢1) + Eacos(wat + ¢2).

Exemple
Calculer la décomposition en série de Fourier (DSF) du signal créneau de la figure ci-dessous, et
préciser qualitativement les caractéristiques de celles du signal triangulaire.
a) V()/E, b) V(1)/E,
1.0 1.0+
0.5
t
0.5_ O T T e
1 2 To
—0.5+
0 t
0 1 2 To —1.07

e Comment obtenir le spectre d’un signal périodique ? d’un signal non périodique 7 Que témoigne la présence
d’harmoniques élevées dans le spectre d’un signal ?

e Comment caractériser la linéarité d’un systéme physique ? Citer et détailler un exemple d’effet typique-
ment non-linéaire.

e Définir la fonction de transfert ou transmittance d’un systéme linéaire. Dans quel cas le systéme considéré
est-il un filtre 7 On définira alors son ordre. Pourquoi peut-on se limiter sans restriction a 1’étude des fonctions
d’ordre inférieur ou égal a 27

e Quel est l'intérét du diagramme de Bode et quelle est sa définition? A quoi correspondent un gain de

1
—3dB, 3dB et 20dB ? Quelle est la pente des asymptotes de Gyp si G(w) o w;w?; —7?
w

o [llustrer schématiquement I’effet des filtres suivants a la fois en représentation temporelle et fréquentielle :
passe-bas, passe-haut, passe bande et coupe bande.
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Physique Questions - Filtrage d’un signal périodique

e Donner la fonction de transfert associée a des systemes linéaires d’ordre zéro.

e Donner la fonction de transfert associée aux trois systémes linéaires d’ordre un. Définir la pulsation de
coupure, et justifier qu’on puisse qualifier ces systémes d’intégrateur, dérivateur ou déphaseur. On donnera un
exemple concret de chaque filtre.

e Donner la fonction de transfert associée aux quatre systémes linéaires d’ordre deux. Définir la bande
passante. On donnera un exemple concret de chaque filtre.

e Expliquer comment tracer simplement le gain et la phase de filtres d’ordre supérieur a 2.

e Expliquer le principe de fonctionnement des filtres ADSL, des prises CPL et des appareils auditifs.

Annexe I - Amplificateur linéaire intégré (ALI)

e Donner la représentation conventionnelle d’'un ALI et rappeler le modele idéal de ’ALI et ses caractéris-
tiques en distinguant les fonctionnements en régime linéaire et saturé.

e Donner un exemple de montage simple a ALI fonctionnant en régime linéaire. Calculer sa fonction de
transfert et donner son intérét.

Annexe Il - Comment extraire les parametres d’un filtre d’ordre 1 ou
d’ordre 27

e Remplir le tableau de la page suivante.

Extrait du programme officiel

Notions et contenus | Capacités exigibles

2.1. Signaux périodiques

Signaux périodiques. Commenter le spectre d'un signal périodique :
relier la décomposition spectrale et l'allure du
signal dans le domaine temporel.

Action d'un filtre linéaire du premier ou du Preévoir I'effet d'un filtrage linéaire sur la
second ordre sur un signal périodique. composition spectrale d'un signal périodique.
Expliciter les conditions pour obtenir un
comportement intégrateur ou dérivateur.

Mettre en ceuvre un dispositif expérimental
illustrant I'action d’un filtre sur un signal
périodique.
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Questions - Filtrage d’un signal périodique

Physique

(S

Détermination de K

Détermination de w, ou wy

Détermination de @

Passe-bas d’ordre 1

Passe-haut d’ordre 1

Passe-bas d’ordre 2

Passe-haut d’ordre 2

Passe-bande

Lycée Janson de Sailly
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