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1 Pendule simple dans un train en accélération

1. Effectuons une étude dynamique dans le référentiel 1ié au train, non galiléen (car en mouvement accéléré
par rapport au référentiel terrestre supposé galiléen).
Référentiel : R’ lié au train, en translation rectiligne par rapport au référentiel terrestre R supposé
12 -
galiléen : & (R//R) = 0.
Systéme : point matériel M.
Bilan des forces :

— poids : P = mgiy ;
— tension du fil : T'= =T, ;

. . N - R
— force d’inertie d’entrainement : f; . = —md.
o
200" . R
avec a_g = (dd%o ) = Ty = 20 Uy
PR — — .
d’ou fie = —2mauyg;
— force d’inertie de Coriolis : f; . = —md,

avee @, = 2@ (R'/R) AT (M/R') = 0
— =
do fio= 0.

Le principe fondamental de la dynamique appliqué & M dans R’ non galiléen s’écrit :
m@(M/R') =P+ T + fi,

Or si M est & 'équilibre dans R', on a @ (M/R’) = 0.

En projetant la relation précédente selon iy (car ?179) =0et ? est inconnu), on en déduit :

0 = —mgsin (0.) + 2macos (6,) = tan(f) = %‘l_

2a
Comme —F < 0, < 7, on obtient |, = arctan () — 32°.
g

2. Ona# =/l et0#C*:T(M/R) =0y = a(M/R)=—L0%0, + (.
En projetant le principe fondamental de la dynamique selon iy, on obtient maintenant :
mlf = —mgsin (8) + 2ma cos (6)
soit : 0+ 9sin () — 22 cos(9) =0
On étudie de petits mouvements autour de la position d’équilibre ; on pose donc 0 = 6, + ¢
avec € < 1. On en déduit 8 = €.
De plus, on va pouvoir linéariser I’équation différentielle précédente, en utilisant :
sin (f) = sin (e + €) = cos (0¢) sin (€) + sin (6 cos (¢) ~ € cos () + sin ()
{cos (0) = cos (0 + &) = cos (0,) cos (&) — sin (b ) sin (¢) & cos (f.) — esin (6,)
On obtient donc : & + 4 (sin (6,) 4 € cos (6.)) — 22 (cos (6) — esin (6.)) = 0.
Pour faire apparaitre tan 6., dont on connait l'’expression, on factorise une partie de I’équation par
cos (0e) : €+ cos () x (% (tan (0.) +€) — 22 (1 — e tan (06))) =0.
Or tan (0.) = 2?“ donc € + cos () x (% (%“ + 5) — 2 (1 - 5%)) = 0, soit :
£ 4 cos (0.) X (924;721(12) e=0.
Pour déterminer cos (6), on utilise :

2
L :1+tan2(06):1+<%&> = gt cos (6,) = —=Z

cos?(6e) g V2 +4a?”
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1
/2 2 2 2\ 7
On en déduit finalement : € 4 %4115 = 0 d’ou la pulsation propre wy = % puis la période du
mouvement :
2 2w/ L

“ (g2 +4a2)3

2 Equilibre d’une bille dans un cerceau creux tournant autour d’un axe
vertical

1. Dans le référentiel R’ attaché au cerceau, non galiléen car en rotation par rapport au référentiel du
laboratoire R supposé gagliéen, les forces ou pseudo-forces s’exercant sur la bille sont :

Fcentrifuge = —mﬁ A (ﬁ A OM) = mw2r17r> , T = asin (a)
s —
Foriolis = —2mT AV (M/R)="0 & l'équilibre
= —> TP
Rupport= =T cos u, — Tsm( ) uy + Rg,ﬁ(p , avec R, = 0 a I'équilibre
= m? —mg uz
Le PFD appliqué au systéme constitué de la bille, dans le référentiel R’, donne en projection dans le

repére (O, Uy, Up, u2) :

{mw2a sin(a) —Tsin(a) =0 - <w2a — Cosg(a)) sin(a) =0
—mg + T cos («) =0 T = %
D’ou les positions d’équilibre de la bille :
aj2 =0oun (toujours)
a34 = Earccos (;ﬁ) (si a’ﬁ <1l & wZwy> \/g)
e
2. L’énergie potentielle de la bille s’écrit : E, = E, (?) + E, (Fcentrifug(i)a avec :
E, (?) = mgh = —mgacos (o) (=0si a =7 par convention)
, _ N 2,.2 2,2 o2
EP (Fcentrifugt?) chentrzfuge dl =-— (:M m(‘UQT dr = - = el 2Sln =
2.2 2
d'ou | E, (o) = —mgacos (a) — mwazsm@z)
Les positions d’é =0, soit :

mga sin (a) — mw?a®sin (a) cos (a) =0
(g — w?acos (a)) sin (o) =0

R . P L . . ., d?E
On retrouve les mémes positions d’équilibre que précédemment. Etudions maintenant leur stabilité : —— =
2 2

mga cos () — mw?a? (cos® (o) — sin? (o)) d’ott :

2
— ena = a3 =0 ie (en haut) : ddaEQ”:ma(g—w a

9 ) >0slw<wy :équilibre stable
<0siw>wy : équilibre instable

2
— ena = ag = 7 ie (en bas) : ddaEQp = ma (—g — w?a) < 0 toujours : équilibre instable.

2
On peut encore écrire : ddf;’ = mga cos (o) — mw?a® (1 — 2 cos?® (a)) d’ot, si w > wy :

2
— ena = 34 : (%)a“ =m (w2a2 — %) > 0 : équilibre stable.

L’allure de E, dans les différents cas étudiés est tracée sur les figures a), b) et c).

3. Au voisinage de o = 0, un développement limité & I’ordre 2 (voir cours sur approximation harmonique)

2
donne : E, o (o) = —mga + % (mga — mw?a?).
Or la vitesse de la bille est v = ac donc son énergie cinétique est F, = %manQ.
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0 >
D S A T A
-mga

FIGURE 1 — a) cas 0t w < wp. b) cas ot w = wyp. ¢) cas o w > wy.

2

Donc son énergie mécanique s’écrit : E = %ma a? 2

_ 2.2 1,2 2 _ 2\ _ (e
méca = ma“wy + sma‘a (wg —w ) = (" car seule
des forces conservatives interviennent ici.En dérivant cette équation par rapport au temps, on obtient :

d+<w8—w2)a:0

qui est ’équation d’un oscillateur harmonique de pulsation §2 = 1/w§ — w?, définie si w < wy ce qui est

le cas au voisinage de o = 0. On remarque que la période associée I' augmente si w augmente (donc si

la période de rotation du cerceau diminue), et que I' — 0.
w—rwQ

3 Wagon sous la pluie

Effectuons un bilan de quantité de mouvement dans le référentiel terrestre (du sol) galiléen pour le systéme
fermé constitué du wagon, de I'eau qu’il contient & l'instant ¢ (masse Meqy(t) = Dimet) et de 'eau qu'il va
recevoir entre ¢ et t4dt de masse dmegy = Diedt. On se limite pour I'instant & la premieére phase du mouvement
pendant laquelle le wagon n’est pas encore plein.

Sa quantité de mouvement est ! :
— A Dinstant ¢ :
?(t) = [m() + meau(t)] U(t)7$ + Dmedt?pluie/sol

— A Dinstant ¢ + dt :

T (t+dt) = [mo + Meau(t + dt)] v(t + d) W o = [Mo + Mequ(t) + Dpmedt] v(t + dt) U,

1. On notera qu’il est inutile d’utiliser une loi de composition du mouvement comme dans ’exercice sur la fusée car la vitesse
de la pluie correspond déja a celle par rapport au référentiel d’étude.
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Le wagon est soumis & son poids, a la réaction des rails et a la force de traction F' (la résultante des forces
de pression est nulle car le champ de pression est uniforme autour du systéme considéré). Seule la force F' est
horizontale, et le théoréme de la résultante cinétique appliqué au systéme fermé précédent dans le référentiel
terrestre supposé galiléen, projeté sur la direction U2 conduit & :

dp,  palt+dt) — p() dv
7; = limgs—o— dt —- = [mo + Meau(t)] at + Dmev = F
On obtient donc une équation différentielle a deux variables v et ¢ :
dv
[mo + Meau(t)] s +Dpev=F
On peut la résoudre en séparant les variables :
dv B dt
F — Dpev mo+ Diet
En intégrant, on obtient :
In(mg 4+ Dipet) _ 7ln(F — Dppev) ‘e
Dme Dme
Sachant qu’'a t = 0, v = 0, on en déduit :
In(m In(F
(mo) __n(F) .
Dme Dme
mo + Dpet F . . <1 mo
Donc = Finalement, tant que le wagon n’est pas plein, c’est a dire tant que ¢t <

mo - F — Dme’U Dme’

on obtient :
mo F myo Ft
vt < = 1-— =
Dme Dme mo + Dmet mo + Dmet

On voit que la vitesse augmente au cours du temps pour tendre vers la valeur vy, =

. Cependant, cette

me
valeur n’est jamais atteinte car le wagon est plein avant de I'atteindre.
mo : . mo F . . :
A tg = ——, la vitesse atteinte vaut v | t = = . On se ramene ainsi au cas simple d’un solide
Dme Dme 2Dme
de masse 2myg, soumis a la résultante F', avec une vitesse initiale égale a 2D donc pour t >ty = , on
me me
obtient :
m F F(t—t Ft
vit> 0 = + ( 0) =
Dme 2Dme 2m0 2m0

2. On notera que la contribution de la pluie n’intervient que suivant la direction verticale, et est compensée par la réaction
verticale du support.
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4 Satellite terrestre

I. Relations générales

y= O

—
Le vecteur position de M est : OM = re, ce qui implique que le déplacement élémentaire est égal
a:dl =dr ?r +r d?r. Comme d?ﬂ.?r, le travail élémentaire de cette force s’écrit :

d
SW = Fpdl = — GmMr 22 = — dB,
T
et donc :
dEp GmMT GmMT
dr 2 = Bp(r) = - r2

2. Le théoreme du moment cinétique conduit a :

—
dL —

- - =
d’otu L reste constant. Ceci implique que le mouvement est plan puisque L = OM AmU, ce qui montre
que les vecteurs OM et o restent A tout instant perpendiculaires & un vecteur constant.

_> o
3. Il faut exprimer L dans la base polaire, sachant que U =7 €r 410 €. Il vient :
% . .
L=r¢,A m(7 416 ?}9) = mr207¢,

et donc C' = 720 est une constante. D’un point de vue physique, C' est la constante des aires puisque si
A est 'aire balayée par le vecteur position OM pendant At, alors :

_ OAt
)

A

4. Dans le cas d’un mouvement circulaire, la vitesse et 'accélération s’écrivent :

U =ROEy et @ =-RO°E, +RITy

En appliquant le principe fondamental de la dynamique & M et en projetant sur ?T, on obtient :
. G’ITLMT A GMT
R? © R

d’ou :

. GMT tE—l _GmMT
O\ TR FeT Mo T g

5. L’orbite circulaire étant décrite avec une vitesse constante en norme, la période de révolution vérifie
I’équation voT = 27 R ce qui conduit a :

2 3
:ﬂ'R:2 R

T
Vo m GMT
et donc :
472
T = R
GMr
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6. Par définition :

7. a)

8. a)

. GmMT _ GmMT _ GmMT

Em=Eet By =50 R~ 2R

I1. Etude d’une trajectoire elliptique

Le point M n’étant soumis qu’a une force conservative, I’énergie mécanique est conservée. On aura

donc :
1 o GmMr GmMr B GmMr

2 TA Ory TA
et donc :
8 GmMT GmMT 9a
Em = — = — e e —
94 2 “= 16

Aux points A et P, la vitesse est perpendiculaire au vecteur position (puisque 7 = 0 en ces points).
La conservation du moment cinétique s’écrit :

- —
L =0ANmTA=0PAmTp
ce qui, compte tenu de la perpendicularité des vecteur, s’écrit encore :
Mrava €. = mrpup €,
et donc :
TP vA
rA vp

9r
D’autre part, r4 +rp = 2a = ?A d’apres la question précédente. On en déduit que :

9r 4 TA rp 1 vp
rp=—— —Ty = — — —zé et — =

8
8 8 rA VA

Il s’agit d’une vitesse circulaire de rayon rp. D’apres la question 4. :

GMr
Tp

Ustat =

Comme les trois vecteurs vitesses sont de méme direction et de méme sens, nous pouvons écrire :

m
muvp = Evcab + gvstat = Ucab = 20p — Vstat
2G M 2G M
Or vp = 8uy = 8 T _g =T ot donc :
974 9 x 8rp
4 |GMrp , . 5 [GMr
vp = = d’olt Veqp = =
3V rp 3V rp

Juste apres la séparation, la cabine est toujours a la distance rp du centre de la Terre. Son énergie
mécanique s’écrit (attention, la cabine a une masse m/2) :

1m , GmMrp 1 @25GMT GmMrp leMT

B, (cab) = = 22, — - -
m(€ab) = 5 5 Veap 2 p 29 9rp 2 p 36 2rp

>0

L’énergie mécanique étant positive, la trajectoire est donc une hyperbole. Pour rentrer sur Terre, il
faudra utiliser les moteurs de la capsule pour la guider vers I’atmosphere.
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ITI. Passage dans la ceinture de Van Allen

9. Figure représentée ci-dessous :

A 0 /
\
Ceinture de
Van Allen

10. 74 est obtenu pour cosf = —1 et rp pour cosf = +1, ce qui conduit aux expressions :
TA = P et rp= P
1—e 1+e

Le quotient de ces deux relations donne :

rp 1—e
L <— rp(l+e)=ry(l—e
TA 1+e p(l+e) Al )
et donc :
TA—TP
e= —-——
rp+TA
On en déduit ensuite que :
2rarp
=raq(l—e)= ———
p A( ) rp+17TA

11. L’angle 6; est solution de r(f) = Ry, ce qui correspond & :

P L/p
— =Ry <=cost=-(— -1
1+ ecosb, ! o8 e (R1 >
ou encore :
rp+14 2rarp
cosf = -1
ra—rp \(ra+rp)Ry

Application numérique : 1 = 57°[360°] ou §; = -57°[360°] = 303°[360°]

On obtient une relation analogue pourfy en remplacant R; par Rp. 11 vient
0y = 143°[360°] et Oy = -143°[360°] = 217°[360°].

= CAt
A=——
2
Le vecteur position balayant une aire S durant la période de révolution 7', nous avons aussi :
cT
S=—
2
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et donc :
At

A
S T

Comme le vecteur OM passe deux fois dans la ceinture de Van Allen a chaque période de révolution,
nous avons :

_At_24
P=7T 773

Application numérique : e = 0,7234 et p = 11 719 km ce qui donne : S = 1,311x10° km?. On a donc :

p= 0,305~ 30%

Le pourcentage d’activité du satellite est donc de 70%.
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